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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Egy (programozdsi) nyelv szintaxisa: azon szabdlyok Osszessége,
amelyek meghatdrozzak a nyelvet.

Hogyan, milyen médszerrel adhaté meg a programozasi nyelvek
szintaxisa?

A legelterjedtebb mddszer a kornyezetfiiggetlen nyelvtannal torténé
szintaxis megadds.

Adjuk meg az A, B és C viéltozékbdl, a 0 és 1 konstansokbdl, a +
és a * miiveleti jelekbdl, valamint a ( és ) zardjelekbdl felépithetd
aritmetikai kifejezések szintaxisat!

llyenek példdul az A, 1, A+ 1, A+ B, Ax (B + 1) aritmetikai

kifejezések. Az 0Osszes ilyen kifejezés egy nyelvet alkot.
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Aritmetikai kifejezések

Aritmetikai kifejezéseknek az A, B és C vialtozd jelekbdl, a 0 és 1
konstans jelekbdl, a + és * miiveleti jelekbdl, valamint a ( és )
csoportositd jelekbdl, a

(kif) —
(tag)  —
(fakt) — —
(valty —
(konst) —

(tag) | (kif) + (tag)
(fakt) | (tag) = (fakt)
((kif)) | (valt) | (konst)
AlB|C

01

szabdlyok alkalmazdsdval felépithetd jelsorozatokat (szavakat)

nevezziik. A | jel valasztdsi lehet8séget jelent, olvassuk "vagy”-nak.

Ez egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan.
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Levezetés (vagy derivécid):

R

4

Minden Iépésben az alahlzott szintaktikai egységet helyettesitjik a
megfelel6 szabdly jobb oldalan 4ll6 valamelyik kifejezéssel.

(fakt) * ((fakt) + (fakt))
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Levezetés (vagy derivécid):
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Jeldlés: (kif) =* A= (B+1)
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Az A, B, C, 0, 1, +, *, ( és) jelekbdl allé aritmetikai kifejezés
szintaxisa:

egy jelsorozat (vagy szd) akkor és csak akkor aritmetikai kifejezés,
ha a (kif)-bdl a fenti szintaktikai szabalyok alkalmazdsaval torténd
levezetéssel megkaphatd.

Roviden:

w szé aritmetikai kifejezés <= (kif) =" w.
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Egy maésik példa: a FONYA programozasi nyelv szintaxisa:

(program)

{
{

{
{
{
{
{
{

ut.lista)
ut)

ert.ado)
ifut)
whileut)
blokk)
relacio)
relaciojel )

L1l

Ll

(ut.lista).
(ut) | (ut); (ut.lista)
(ert.ado) | (ifut) |
(whileut) | (blokk}
(att) = (i)
if (relacio) then (ut) else (ut)
wh|Ie (relacio) do (ut)
begin (ut.lista) end
(kif) (relaciojel) (kif)
<I>1=]#
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Egy maésik példa: a FONYA programozasi nyelv szintaxisa:

%

N
N
N
N

(tag) | (kif) + (tag)
(fakt) | (tag) = (fakt)
((kif)) | (valt) | (konst)
AlB|C

01
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Egy w jelsorozat akkor és csakis akkor szintaktikusan helyes
FONYA nyelvii program, ha (program) =* w.

Ilyen példaul a bal oldali jelsorozat és nem ilyen a jobb oldali:

A:=0; A:=0;
while A < C do while A+ C do
begin A= A+ 1, begin A:=A+1
B:=BxC B:=BxC
end, end,
C:.=CxB. C =CxB.

A jobb oldaliban két szintaktikus hiba van!
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Az elemzés alapkérdése:

Amennyiben adott egy programozdsi nyelv szintaxisa és adott egy
— ezen a nyelven irott — program, akkor hogyan tudjuk eldonteni
azt, hogy az adott program engedelmeskedik-e a szintaxisnak,
vagyis szintaktikusan helyes-e?

Roviden: igaz-e, hogy (program) =* w?

Tobb algoritmus is létezik, Idsd a " Szintaktikus elemzési
modszerek” c. kurzus anyagat.
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A formalis nyelvek egy alkalmazasa

Megjegyzés:

A kornyezetfiiggetlen nyelvtanok csak a programozasi nyelvek
szintaktikai szabdlyainak a megadasara alkalmasak. Nem
alkalmasak olyan szemantikai feltételek kezelésére, mint példaul:
"a programban el6fordulé minden véltozét elézetesen deklardlni
kell". Ez utdbbihoz tovébbi eszkozok sziikségesek (pl attribdtum
nyelvtan).
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Haszndlni fogjuk:

>
>
>

gorog betik: o, 3,7v,6,...,6,...,p,0, stb

A, % (nagy gamma, delta és szigma)

roviditések: = (logikai implikdcid, "ha ... akkor”),

<= (ekvivalencia, "akkor és csak akkor")

A <= B azt jelenti, hogy A=— B és B —> A, ahol Aés B
allitasok

elemi halmazelméleti fogalmak: A C B (A részhalmaza
B-nek), A C B (A valddi részhalmaza B-nek)

halmazelméleti miiveletek: AU B (egyesités vagy unid), AN B
(metszet), A — B (kivonds), A (komplementer)

a fentiekre egy példa: AC B <= ACBé B - A+
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Haszndlni fogjuk:

> Tétel (= egy allitds) és Bizonyitds (= az &llitas igazoldsa).

» Lemma (= egy egyszeriibb &llitds), dltaldban egy tétel
elOkészitése.

P> A bizonyitdst nem azért végezziik el, mert nem hissziik el,
hogy az allitds igaz, hanem azért, mert a bizonyitasbdl
ismerjuk meg az allitds valddi tartalmat, értékét.

P A bizonyitdsok dltaldban konstruktivak: meg is konstrudljuk

az §llitasban szereplé objektumokat (pl nyelvtant vagy
automatat).
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Abécé: szimbélumoknak egy tetszbleges véges, nemiires halmaza.
Altaldban X -val jeloljiik.

> dbécé feletti szo: egy a1 ... ax alaki sorozat, ahol kK > 0 és

k = 0 eset: tres szoénak nevezziik, jele .
Példa dbécére és szavakra: ¥~ = {a, b}, ¢, a, b, aba, aababba, stb.
Programozasban: ASCII, Unicode dbécék, BEGIN, END, IF,

ALMA, K1, tovabbi kulcsszavak, azonositdok, 123, -412.2, K1+123,
egyéb szamok, kifejezések stb pedig szavak.
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Osszes szavak halmaza:
Z*:{al...ak|k20, 31,...,ak€Z}
Yt ={a1...ak|k>1a1,...,a0 €L} =" - {¢}

Példa: X* = {e, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, . ..},
Yt ={a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, ...}

Konkatendcid: az u,v € X" szavak egymds utdn irdsdval kapott
uv € ¥ szé.

Példa: ha v = abb, v = ba, akkor uv = abbba, us = cu = u.

A konkatendcié asszociativ: u(vw) = (uv)w minden

u,v,w € 2X*-ra
n

Hatvanyozds: u" ="uu. .. u, u® = ¢, u= abb-re u® = abbabbabb.
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Ha w = xy, akkor x a w prefixe, y a w suffixe.
Példa: abb pefixei €, a, ab, abb, suffixei abb, bb, b, e

Egy w sz hosszan a benne el6forduld betiik multiplicitassal vett
szdmdt értjiik. A jele |w/|, a pontos definicié a kdvetkezé:

(i) ha w = ¢, akkor |w| =0,
(i) ha w = av, valamely a € ¥ és v € X *-ra, akkor |w| =1+ |v|.
Példa: |¢| =0, |a| =1, |ab| =2, |abb| = 3.
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Egy w sz6 megforditdsan (vagy tiikérképén) az aldbbi médon
definidlt w szét értjiik:
(i) ha w = ¢, akkor w® = ¢,

(i) ha w = av, valamely a € ¥ és v € Y*-ra, akkor w/ = v*

Példa: a* = a, ab® = ba, aabbb® = bbbaa, stb.

Eszrevétel: (xy)® = yRxR minden x,y € Y*ra.

via.
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Nyelv: >* tetszbleges L részhalmazat X feletti nyelvnek nevezziik
(L mint language). Ha L véges szamu szdébdl all, akkor véges
nyelvnek nevezziik.

Példa X = {a, b} feletti nyelvekre:
» {aa, bab, abba} (véges nyelv),
» {weX*||w]| paros },
» {e,ab, aabb, aaabbb, ...} ={a"b"|n> 0}
» {c,a,aa,..., ab, abb, abbb, aabbb, ..., b, bb,...} =

{a"b™ | n,m > 0}.
A mar ismert aritmetikai kifejezések halmaza egy nyelv az

{A,B,C.0,1,+,+ (,)} 4bécé felett.
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Altaldnos fogalmak, jeldlések

Az oOsszes > feletti nyelvek halmaza a X* Osszes részhalmazainak a
halmaza, vagyis:
PX)={L|LCX"}.

Egy megjegyzés: Minden >-ra a >* megszamldlhatdan végtelen
halmaz (mert elemei a hosszuk szerint, azonos hossztisagon beliil
pedig abc szerint sorba rendezhet6k). Mivel a megszamldlhatéan
végtelen halmaznak kontinuum szamossdgu részhalmaza van, ezért
kontinuum szdmossagt > feletti nyelv van.
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Miveletek nyelvekkel
Legyenek L, Ly, L, € X" nyelvek. Az
Liuly, LyNlyés Ly — Ly
az ismert halmazelméleti miiveletek. Tovdbba
> [=Y*—LazlL komplementere,
> [R={wR|we L} az L megforditdsa (vagy tiikérképe).

Példiul: {e, ab, abbab, babb}R = {c, ba, babba, bbab} és
{a"b" | n > 0}R = {b"a" | n > 0}
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Miveletek nyelvekkel

» Lilo={uv|ue li,vely} az Ly és Ly konkatendcidja

Minden lehetséges mddon vélasztunk L1-bdl és Lo-bdl
szavakat és "osszeldncoljuk” (konkatendljuk) &ket:

{e,ab, bab}{b, ba} = {b, ba, abb, abba, babb, babba}
{b, ba}{e, ab, bab} = {b, bab, bbab, ba, baab, babab}
Ebbdl az is latszik, hogy a konkatendcié nem kommutativ.
Még egyszeriibb ellenpélda: legyen L; = {a} és L, = {b}.

Ekkor
L1L2 = {ab} és L2L1 = {ba}
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Miveletek nyelvekkel
Tovabbi példak konkatenacidra:
{a" | n>0H{b" | n>0} ={a"b™ | n,m > 0}
Y*{aba} = {waba | w € X"}, az aba-ra végz6d6 szavak halmaza.

A nyelvek konkatendcidja is asszociativ: Li(LoL3) = (LiL2)L3,
ezért a zardjelezés elhagyhatd.

——
» Hatvanyozds: L" = LL...L, [°={c}
példaul: bbb, bbab, babab, bababa € {b, ba}>
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Miveletek nyelvekkel

» lterdcic: " ={c} ULULLULLLU... az L nyelv iterdltja.

Tetsz6leges szamu (0 is megengedett) L-beli sz6
konkatenacidjaként megkaphaté szavak halmaza.

Ekvivalens definicié:
L*={wy...w, | n>0,wq,...,w, € L}

Példa:
{ab, ba}* = {e, ab, ba, abab, abba, baab, baba, ababab, .. .}

> [T =LULLULLLU... (a0 eset kizdrva) vagy
LY ={ws...w, | n>1wy,...,w, € L}
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Miveletek nyelvekkel

Megjegyzés:
> [ ={cs}ulLt.
> Minden L nyelvre ¢ € L*.
> )*={c} és Pt =10
» Hacece L, akkor ¢ € LT, tehdt LT = L*.
» Hac & L, akkor ¢ & L™, tehdt LT # L*.

Az U, N és komplementer miiveleteket Boole miiveleteknek,
az U, konkatendcid és iteracié miiveleteket pedig regularis
miveleteknek nevezziik.
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Miveletek nyelvekkel

Néhany, nyelv miiveletekre vonatkozé azonossig:

L1 U (L2 U L3) = (Ll U L2) Uls Ll(L2L3) = (L1L2)L3

LUl =LUlL; L{e} ={e}L=1L
LuL=1L

Lup=0QuL=1L Lh=0L=10
Tovabba:

Li(Lo U Ls) = Lily U LyLs
(LU Lo)ls = LiLs U Lyls
(LU Lo)" = (LiL2)" L3
(Lil2)* = {e} U Li(LaL1)"L>
(Lil2)R = LFLT
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Nyelvtanok

Egy olyan, konnyen leithaté eszkozzel ismerkediink meg, amely
alkalmas (altaldban végtelen) nyelvek megadasara. Az eszkdz neve
kornyezetfliggetlen nyelvtan vagy kornyezetfiiggetlen grammatika.

Mds széval: a nyelvtanok olyan végesen specifikdlhaté eszkozok,
melyekkel nyelveket tudunk reprezentalni.

27/176



Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Kornyezetfiiggetlen nyelvtan: egy G = (N, %, P, S) négyes, ahol:

> N egy dbécé, a nemtermindlis abéce,

> 3 egy dbécé, a termindlis (befejezs, végsS) dbécé, amire
NNE =9,

» Se N a kezdd szimbélum (vagy start szimbdlum),

> P pedig A — « alakd un. dtirdsi szabadlyok véges halmaza,
ahol Ac Nésaec (NUX)".

(A a szabaly bal oldala, o a jobb oldala.)
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Példa:
G = ({5}7 {av b}{s — asSb,5 — 5}75)
egy nyelvtan, ahol

» {S} a nemtermindlis dbécé (ez esetben csak egy
nemtermindlis van, dltaldban nem),

» {a,b} a termindlis dbécé,
> S a kezdd (start) szimbdlum,

» {S — aSh,S — ¢} a szabalyok halmaza.

S — aSb egy szabdly, aminek a bal oldala S, a jobb oldala pedig
aSb

29/176



Kornyezetfiggetlen nyelvtanok
Kozvetlen levezetés (derivacio):
tetszbleges 7,0 € (N U X)* esetén v = ¢, ha van olyan

A — « € P szabaly és vannak olyan o/, 8" € (N U X)* szavak,
amelyekre fenndllnak, hogy v = o/Ap’, 6 = o’af’.

A = jelolés nem keverendd Gssze a = (logikai implikacid)
roviditéssel és a szabdlyokban alkalmazott — jeloléssel.
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Példa kozvetlen levezetésre:
G = ({S},{a,b},{S — aSb,S — ¢}, 5)
bSa =, baSba az S — aSb szabdllyal

baaSa =, baaa az S — ¢ szaballyal
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Levezetések:

7 =¢ 0: egy lépés (= a kozvetlen levezetés)
y=26:n>0 lépés (v =L 5= ~v=19)
v =¢ 0: legaldbb egy 1épés

v =% 0: valamennyi (esetleg 0) lépés

Ha nem okoz félreértést, = helyett csak =--t irunk.
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Példa tobb lépéses levezetésekre:

G1 = ({S},{a,b},{S — aSh,S — €}, 5)

S = asb = aaSbb
= aaaSbbb = aaabbb

Tehdt: S =* aaabbb, S =1 aaabbb, S =* aaabbb mind
teljestilnek.

Tovabba: aSh = aaSbb, aSb =2 aaaShbb, tehit aSh =* aaSbb,
aSb =" aaaSbbb mindegyike teljestl.

Leginkdbb azok a levezetések érdekelnek benniinket, amelyek a
kezd6 szimbdlumbdl indulnak ki és termindlis széban végzodnek!
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

A G = (N,X,P,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan altal generalt
nyelv:

L(G)={weX"|S=;w}

Az w € T feltétel miatt w-ben nincsenek nemterminalisok, tehat
nem lehet belble "tovabb |épni”.

A Gy = ({S},{a,b},{S — aSh,S — ¢}, S) példdban

L(Gi) = {a"b"|n > 0O}.
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Fontos megjegyzés:

A nyelv és a nyelvtan két kilonbozo fogalom. Egy nyelv szavak egy
(véges vagy végtelen) halmaza, mig egy nyelvtan egy olyan végesen
specifikalt (adott) eszkdz, amellyel nyelvet lehet generdlni.

Egy adott nyelvtan egy nyelvet generdl, de egy adott nyelvhez tobb
olyan nyelvtan is megadhatd, amely 6t generalja.

AG=(NX P S)és G = (N, T P S") kdrnyezetfiiggetlen
nyelvtanok ekvivalensek, ha L(G) = L(G").
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Példaul, az elébbi G; = ({S},{a, b},{S — aSb,S — £}, 5)
nyelvtan ekvivalens a

G = ({A,S},{a,b},{S —¢,5S — aAb,A — aAb,A — ¢}, 5)
nyelvtannal, mert ugyancsak
L(Gy) ={a"b" | n > 0}.
Példaul:

S =, aAb =G, aaAbb
=G, aaaAbbb =g, aaabbb
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok
Tovabbi példa: G, = (N,%,P,S), ahol

» N={K,T,F},

> Z:{+7*7(7)7a}'

> S—K,

> P={
-K—=K+T,K—=T,

ST T+F T—F,
- F = (K), F— a}.

Ekkor L(G,,) az a-bdl valamint a (, ), + és * jelekbdl képezhet
aritmetikai kifejezések halmaza.
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Az A — ai,...,A— «p szabalyok felirdsat a kovetkez6képpen
roviditjik: A — g | ... | a,.

Példaul, a G,, nyelvtan szabdlyai megadhatdk igy is:
- K=K+ T|T,
- T—TxF|F,
- F— (K) | a.

Egy levezetés G,,-ban:

K=T=T*«F=F«xF=(K)xF=(K+T)xF=*

(F+F)xF=*(a+a)xa
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok

Még egy példa: adjunk meg olyan cf nyelvtant, amelyik az
L={a"b"c™| n,m> 0}

nyelvet generdlja.
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Kornyezetfiggetlen nyelvtanok
Még egy példa: adjunk meg olyan cf nyelvtant, amelyik az
L={a"b"c™| n,m> 0}

nyelvet generdlja. Megoldds a kovetkez6 G nyelvtan:
- S— AC,
- A— aAb | e,
- C—Ccle.

Példa egy levezetésre:

S = AC = aAbC = aaAbbC = aabbC = aabbCc
aabbCcc = aabbCccc = aabbccc

Jeloléssel: L(G) = L.
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Konyezetfuggetlen nyelvek

Egy L nyelvet konyezetfiiggetlen nyelvnek hivunk, ha van olyan G
konyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L = L(G). Az 6sszes
konyezetfiiggetlen nyelvek halmazit CF-fel jeloljiik.

Példaul az {a"b" | n > 0} nyelv, és az aritmetikai kifejezéskbdl 4116
nyelv konyezetfiiggetlen.
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Altalanos jelolések

Az a,b,c,d, ... szimbdélumok X elemeit,

az A,B,C,D,..., és S szimbélumok N elemeit,

az ..., U, V, W XY, Z szimbélumok N U X elemeit,
az o, 3,7,0, ... szimbSlumok (N U X)* elemeit,

VVvVYVvYyVvyYy

ésaz...,u,v,w,x,Vy,z szimbdélumok >* elemeit

fogjak jelolni. ha ezt megjegyezziik, akkor a jeloléseink sokkal
rovidebbek lesznek.

Példaul Ac N, « € (NUX)* és x € X" helyett irhatunk A-t, a-t
és x-et.
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Regularis nyelvtanok
Egy G = (N,%X, P, S) nyelvtan reguldris (vagy jobblinedris), ha
P-ben minden szabdly A — xB vagy A — x alakd.

A jobblinedris elnevezés abbdl ered, hogy minden szabdly jobb
oldaldn legfelebb egy nemtermindlis van és ha van, akkor az a szé
jobb oldali végén helyezkedik el.

Reguldris nyelvtan esetén minden levezetés

Al = x A = X1X2A3 = ... => X1X2... XnAn+1
alaku, ahol az alkalmazott szabalyok
Al — X1A2,A2 — XgAg7 A ,An — XnAn+1

Levezetést csak A — x alakud szaballyal fejezhetiink be.
Ugyanez érvényes minden olyan szdra, amelyet az S
kezdGszimbdlumbdl vezetiink le.
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Regularis nyelvtanok

Definicié szerint minden regularis nyelvtan konyezetfuggetlen, mert
az A — xB szabalyok esetén xB € (N U X)* és az A — x
szabdlyok esetén x € (N U X)*.

Mds széval, a reguldris nyelvtanok specidlis konyezetfliggetlen
nyelvtanok.
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Regularis nyelvtanok

A tovabbiakban példdkat adunk reguldris nyelvtanokra.
Az els6 példa a G3 nyelvtan, melynek szabdlyai:
» S—aS|bS|e
Tehat a G3 nyelvtan reguldris és L(G3) = ©*, ahol X = {a, b}.
Példdul az abb szd levezetése:
S = aS = ab$S = abb$S = abb

Derivaciét csak az S — ¢ szabdllyal tudunk befejezni!
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Regularis nyelvtanok

Legyen G4 az a nyelvtan, melynek szabdlyai:
» S — aaS|abS | baS | bbS | e

Akkor a Gy nyelvtan regularis és
L(Gs) = {w € X" | |w| paros szam },
ahol ¥ = {a, b}. Példdul az abbbaa szé levezetése:

S = abS = abbbS = abbbaaS = abbbaa

Ugyancsak megadhaté olyan regularis nyelvtan, amelyik a
{w € £* | |w| paratlan szdm }

nyelvet generdlja.
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Regularis nyelvtanok

Legyen Gs az a nyelvtan, melynek szabdlyai:

» S—aA| B
» A—aA|B
» B—bB |e

Akkor a Gs nyelvtan regularis. Derivacidk:

S = aA = aaA = aaB = aabB = aab
S=aA= aaA=aaB = aa, S = B = bB = bbB = bb

L(Gs)={a"b™ | n,m >0}
Derivacidt csak a B — ¢ szaballyal tudunk befejezni!
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Regularis nyelvtanok

Tovéabbi példa a Gg nyelvtan, melynek szabalyai:

> S — aB,
> B bB|a

A Gg nyelvtan ugyancsak regularis. Derivacidk:

S=aB=aa, S= aB = abB = aba
S = aB = abB = abbB = abba

L(Gs) = {ab"a | n >0}

Derivaciét csak a B — a szaballyal lehet befejezni!
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Regularis nyelvtanok

Tovéabbi példa a Gy nyelvtan, melynek szabalyai:

» S—>aS|bS|A
» A — abaB
» B—aB|bB|e

A G7 nyelvtan ugyancsak reguldris. Egy derivacio:

S = bS = baS = baA = baabaB =
baababB = baababbB = baababbaB =- baababba

Egy szé akkor és csak akkor derivalhaté S-bol, ha el6fordul benne

az aba rész-sz6. Ezért L(G7) = {uabav | u,v € X*}, ahol
Y = {a, b}.
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Regularis nyelvtanok

Végil két megjegyezés:

1) Minden olyan G = (N, %, P, S) nyelvtan regularis, melyben
P = (). Nyilvdnvald, hogy minden ilyen G nyelvtan esetén

L(G) = 0.
2) Minden véges L nyelvhez van olyan reguldris nyelvtan, amely ezt
a nyelvet generdlja. Ugyanis, ha minden w € L széra felvessziik az

S — w szabalyt, akkor az igy kapott nyelvtan reguldris lesz.

Példaul, az {e, ab, bab, abba} véges nyelvet az
» S —c|ab| bab| abba

reguldris nyelvtan generalja.
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Regularis nyelvek

Egy L nyelvet reguldris nyelvnek hivunk, ha van olyan G regularis
nyelvtan, melyre L = L(G). Az dsszes reguldris nyelvek halmazat
REG-gel jeloljuk.

Példaul az (), az {a"b™ | n,m > 0} nyelv, és minden véges nyelv
regularis.
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Konyezetfliggetlen nyelvek és regularis nyelvek

Mivel minden reguldris nyelvtan egyuttal konyezetfiiggetlen is,
ezért minden reguldris nyelv egylttal konyezetfliggetlen is,

A most bevezetett jelolésekkel: REG C CF.
Késobb meg fogjuk mutatni, hogy
REG C CF,

vagyis
REG C CF és CF — REG # ().

Mds széval, vannak olyan konyezetfiiggetlen nyelvek, amelyek nem
reguldrisak.
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Véges automatak, regularis kifejezések

Tovabbi program:

Elészor a regularis nyelveket (vagyis a reguldris nyelvtanokkal
generdlhatd nyelveket) vizsgaljuk.

Bevezetiink tovabbi két olyan eszkozt, amelyekkel reguldris
nyelveket lehet megadni (reprezentalni): a véges automatdkat és a
reguldris kifejezéseket.

Megmutatjuk, hogy mind a véges automatakkal felismerhet6

nyelvek, mind a reguldris kifejezésekkel reprezentdlhaté nyelvek
megegyeznek a reguldris nyelvekkel.
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Véges automatak

Az M = (Q,%, 9, qo, F) rendszert determinisztikus automatanak
nevezzuk, ahol:

. @ egy nem lires, véges halmaz, az dllapotok halmaza,

N =

. > egy abécé, az input dbécé,

w

go € Q a kezdé dllapot,
4. F C Q a végdllapotok halmaza,

(6]

.0 Q XX — Q egy leképezés, az dtmenetfiiggvény.
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Véges automatak

Automata megaddsa irdnyitott grafként:
Az allapotok a graf csicsai,

ha d(q,a) = p, akkor a g csticsbdl egy élet irdnyitunk a p csticsba
és az élet ellatjuk az a cimkével,

O——0

és azt mondjuk, hogy az automata a ¢ éllapotbdl az a input
szimbdlum hatdsara dtmegy a p dllapotba.
A kezd6 és a végdllapotokat reprezentdld csticsokat megjeloljiik.
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Véges automatak

Példa: M3 = (Q, X, 0, qo, F) egy automata, ahol

> Q - {q07 qi1, q2},
> ¥ = {a.b},
» [ ={qo}, tovdbba

» 0(q0,a) = q1, (g0, b) = qo,
» 0(q1,a) = g2, (q1, b) = qi,
» 0(q2,a) = qo, (g2, b) = qo.
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Véges automatak

Az M3 automata megaddsa iranyitott grafként:

kezdo allapot: qq
végallapot-halmaz: {qo}

b
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Véges automatak

Automata megadhaté tablazat formaban is. A kezd6 éllapotot a
tablazat els6 soraba irjuk, a végallapotokat pedig megjeloljuk.

Az M3 automata megaddsa tdblazattal:

el
*qo | 91 | 90
g1 | G2 | q1
g2 | 9o | 92
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Véges automatak

M konfigurdcicinak halmaza: C = @Q x ¥*.

A (g,a;...a,) konfigurdcié azt jelenti, hogy M a g allapotban van
és az a; ... a, szot kapja inputként.
Atmeneti reldcio:

(g,w),(q",w') € C esetén (q,w) by (¢',w') ha w = aw/,
valamely a € ¥-ra és 6(q,a) = ¢'.

(g, w) b (g, w'), egy 1épés

(g, w) E}y (¢",w'), n >0 lépés

(q.w) 1, (q'.w'), legaldbb egy Iépés

(g, w) 3, (g’ w'), valamennyi (esetleg 0) 1épés
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Véges automatak
Az M = (Q,%,0,qo, F) automata altal felismert nyelven az
L(M) ={w € X" [(qo,w) I} (g:¢) és g € F}
nyelvet értjiik.

Szavakkal: go-bdl a w hatdsara valamelyik g € F végallapotba
jutunk.

w e L(M)
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Véges automatak

Atmenetek az M3 automataban:

kezd6 éllapot: go b

végéllapot-halmaz: {qo} O

(g1, aabb) -, (g2, abb) i, (qo, bb) Fiy, (dos €),

(qo, babaa) tp, (qo, abaa) Fu;, (g1, baa) I—M3 (q1,aa) Fum,
(92,2) Fumy (o, €) és

(9o, abb) F, (g1, bb) s (g1, b) sy (g1, €)
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Véges automatak

Az M5 automata &ltal felismert L(Ms3) nyelv azon szavakbdl ll,
amelyekben az a betlik szdma oszthaté harommal.

kezdé allapot: qq b

végéllapot-halmaz: {qo} O

babaa € L(M3), mert: (qo, babaa) b, (qo, abaa) b,
(g1, baa) Fuy (q1,aa) Fuy (92, 2) Fms (o €)

abb ¢ L(M3), mert: (qo, abb) Fpm, (q1, bb) Fumy (g1, b) Fumy (g1, ¢€)
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Véges automatak

A determinisztikus automata altaldnositdsa: nemdeterminisztikus
automata.

Az M = (Q,%,0, qo, F) rendszert nemdeterminisztikus
automatdnak nevezziik, ahol:

. @ egy nem lires, véges halmaz, az dllapotok halmaza,

N =

. > egy abécé, az input dbécé,

@

go € Q a kezdé allapot,
4. F C Q a végallapotok halmaza,
5.0:Q x X — P(Q) egy leképezés, az dtmenetfiiggvény.

Egy input szimbdlum hatdsara egy dllapotbdl tobb dllapotba is
atmehet. Az dltaldnositds valdjaban nem noveli meg a felismerd
kapacitast.
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Véges automatak

A nemdeterminisztikus automata egy input szimbdlum hatdsara
egy allapotbdl tobb allapotba is atmehet:

5(g,a) = {a1, -, qn}

Az is megengedett, hogy d(q,a) = 0.
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Véges automatak

Példa: M.y, = (Q, X, 0, qo, F) egy nemdeterminisztikus automata,
ahol

» Q= {q0,91, 9,93},
> ¥ = {a, b},
> F — {qs}, tovdbbs

» 0(q0,a) = {qo0, 91}, 9(qo, b) = {qo}
> 6(q17 a) - Qv 5(CI17 b) - {Q2},
> 5(q2,a) = {gs}, (g2, b) =0
» 6(g3,a) = (g3, b) = {q3}
a, b ab
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Véges automatak

Az M,p, automata megaddsa tablazattal:

1) a b
do | 90,91 | qo
q1 q2
q2 q3

*q3 as as
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Véges automatak

Az dtmeneti relacié és a felismert nyelv nemdeterminisztikus
automatakra:

Atmeneti reldcio:

(g,w),(q",w') € C esetén (q,w) Fp (¢',w') ha w = aw/,
valamely a € ¥-ra és ¢’ € i(q, a).

Az M = (Q,%,0,qo, F) automata altal felismert nyelven az
L(M)={w € £*|(qo,w) by (g,¢) valamely g € F-re}

nyelvet értjuk.

Szavakkal: go-bdl a w hatdsara elérheté valamely g € F végallapot

(ugyanakkor esetleg nem végallapotok is elérheték).
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Véges automatak

a, b ab

a b a
L(M,ps) = {uabav |u,v € X"}, tehdt M,p, pontosan azon ¥ *-beli
szavakat ismeri fel amelyekben el6fordul az aba rész-szé.

M, nemdeterminisztikus!

Vegylik észre, hogy L(M.p,) ugyanaz, mint a Gs reguldris nyelvtan
altal generalt nyelv.
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Véges automatak

Lehetnek olyan szavak, amelyeket egy nemdeterminisztikus
automata nem tud végig olvasni, mert a §(q, a) = () alakd
dtmenetek miatt "elakadhat”. A teljesen definidlt automatdk
viszont minden szét végig tudnak olvasni.

Az M = (Q,%,0,qo, F) nemdeterminisztikus automata teljesen
definidlt (vagy: teljes), ha minden g € Q és a € ¥ esetén 0(q, a)
legalabb egy elemii.

A determinisztikus automatdk teljesen definidltak. Tovdbba,
minden nemdeterminisztikus automata konnyen teljessé tehetd egy
in. "csapda” allapot bevezetésével, anélkul, hogy a felismert nyelv
megvdltozna.
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Véges automatak

Tétel. Tetszdleges M = (Q, %, 0, qo, F) nemdeterminisztikus
automatdhoz megadhaté olyan M’ = (Q', X, ¢, qo, F) teljesen
definidlt automata, melyre L(M) = L(M").

Bizonyitds. Ha M teljesen definidlt, akkor legyen M’ = M.
Kilonben, legyen Q" = Q U {q.}, ahol q- ¢ Q, vagyis egy 0j
allapot (a "csapda” éllapot).

Tovabbd, minden g € Q és a € ¥ esetén, legyen

' [ d(g,a) ha d(q,a) #0
T = { {gc} ha d(q,a) =0.

Végiil, minden a € Y-ra, legyen §'(qc,a) = {qc}.
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Véges automatak

Példa. Az M,p, automata teljessé tétele.
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Véges automatak

Tétel. Egy nyelv akkor és csak akkor ismerheté fel
nemdeterminisztikus automatdval, ha felismerhet6 determinisztikus
automataval.

Bizonyitas. a) Ha egy nyelv felismerhet6 determinisztikus
automataval akkor felismerhetd nemdeterminisztikus automatdval
is.

b) Forditva: legyen M = (Q, X, 4, qo, F) egy nemdeterminisztikus
automata. Megadunk egy M" = (Q', %, ¢, q;, F') determinisztikus
automatdt, amelyre L(M') = L(M).

A konstrukcié neve: hatvdnyhalmaz konstrukcié.
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Véges automatak
M = (Q,%x,¥, q). F'), ahol

> Q' =P(Q) (={S5|S < Q}), ahatvdnyhalmaz,
> o = {0},
> FF={SCQ|SNF#0},

> Q' xX — Q az a leképezés amelyre tetszéleges S € Q' és
a € X esetén §'(S,a) = U,es6(q, a).

S (S, ) = Uges 9(a.a)
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Véges automatak
M’ llapotai az M &llapotaibdl képzett halmazok. Nyilvanvald,
hogy M’ determinisztikus. Az L(M') = L(M) bizonyitasa:

Allités. Minden w € Y *-ra és S C Q-ra

({qo}, w) iy (S, ) akkor és csak akkor, ha
S={q€ Q] (g0, w)kFpy(g,2)}

Szavakkal: Az M-ben a w hatdsédra elérhet6 allapotok halmaza
megegyezik azzal az dllapottal, melybe M’ a w hatdsdra jut. Az
allitds konnyen igazolhaté |w| szerinti indukcidval.

Az §llitasbdl azonnal kdvetkezik, hogy L(M') = L(M), mert
mindkét automata akkor ismeri fel w-t, ha S-ben van legaldbb egy

F-beli allapot.

74/176



Véges automatak

Az M és M’ felismeri w = ay ... ay szét.
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Véges automatak

Egy fontos megjegyzés:

A hatvanyhalmaz konstrukcidval kapott determinisztikus automata
dllapotainak a szdma exponencidlisan novekedhet az eredeti
nemdeterminisztikus automata dllapotaihoz képest (n-rél 2"-re).
Ez nagy dllapotszamu rendszerek esetén dllapottér robbanast
eredményez.

Szerencsére a helyzet 3ltaldban ennél sokkal jobb. A gyakorlatban
dgy jarunk el, hogy a determinisztikus automata {qo}
kezdoallapotdbdl kiindulva csak azokat az allapotokat konstrudljuk
meg, amelyek ezen kezdddllapotbdl elérhetdk. Ez a trikk dltaldban
a 2"-nél j6val kevesebb allapotot eredményez. (Lasd a kdvetkezé
példat.)
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Véges automatak
Példa. Determinizaljuk az M,,, nemdeterminisztikus automatat!

a, b ab

L(Map,) = {uabav|u,v € £*}
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Véges automatak

Példa. Atmenetek a {qo. g1} allapotbdl:
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Véges automatak

Példa. Az M,,, automata determinizaldsa:

doq14qs3

a

A kapott automata determinisztikus és 6 &llapota van (16 helyett).
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Véges automatak

Példa. Eszrevesszik, hogy a 3 végadllapot 6sszevonhaté egyetlen p
végallapotta:

Az igy kapott automatdnak mdr csak 4 dllapota van.
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Véges automatak

A nemdeterminisztkius automata altalanositdsa:
nemdeterminisztikus automata s-atmenettel, roviden
nemdeterminisztikus s-automata.

Az M = (Q,%,0,qo, F) rendszert nemdeterminisztikus
e-automatanak nevezzik, ahol:

1.

A

Olyan dtmenet is lehetséges, amelyik " nem fogyasztja az inputot”.

@ egy nem lres, véges halmaz, az dllapotok halmaza,
> egy abécé, az input abécé,

go € Q a kezdé dllapot,

F C Q a végallapotok halmaza,

0:Qx (XU{e}) = P(Q) egy leképezés, az
dtmenetfiiggvény.

Elénye, hogy néha kényelmes alkalmazni. Ugyanakkor, a
nemdeterminizmushoz hasonléan, nem noveli meg a felismer6
kapacitast.
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Véges automatak

Egy c-dtmenet

O

Atmeneti reldcio:

(q,w),(q’,w') € C esetén (q,w) Fp (¢',w') ha w = aw/,
valamely a € (X U {e})-ra és ¢’ € i(q, a).

A felismert nyelv definiciéja ugyanaz, mint a nemdeterminisztikus
esetében: az M automata a w szét felismeri, ha gg-bdl a w
hatdsara elérhetd valamely g € F végallapot (esetleg a
e-atmenetek " segitségével” ).
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Véges automatak

Egy példa:

01011 €
—A|E|B
B C D
Felismert nyelv: {1,11,0,01,00}{0}* C D
*D | F
E|F B, C
F D
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Véges automatak

Tétel. Egy nyelv akkor és csak akkor ismerheté fel
nemdeterminisztikus e-automatdval, ha felismerhet6
nemdeterminisztikus automatdval.

Bizonyitas. a) Ha egy nyelv felismerheté nemdeterminisztikus
automataval akkor felismerheté6 nemdeterminisztikus
e-automataval is.

b) Forditva: legyen M = (Q, X, 4, qo, F) egy nemdeterminisztikus

c-automata. Megadunk egy M' = (Q, X, ¢, qo, F')
nemdeterminisztikus automatat, amelyre L(M") = L(M).
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Véges automatak

Az M = (Q, %, 0, qo, F) nemdeterminisztikus e-automatahoz
megadunk egy M' = (Q, X, ¢, qo, F’) nemdeterminisztikus
automatat, amelyre L(M') = L(M).

M’ megaddsdhoz, ki kell szdmolni az dllapotok c-lezdrasat M-ben.
Egy g € Q allapot e-lezdrdsa azon allapotokbdl all, amelyek
elérhet6k g-bdl s-atmenetekkel:

Cl(q) ={p < Q| (a,8) Fu (p,e)}-
A {q} halmazbdl kiindulva, hozzavessziik a g-bdl egy s-dtmenettel

elérhet6 dllaptokat, és ezt az eljarast addig folytatju—k, amig a
halmaz bévitheté. Tehat g € Cl(q).
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Véges automatak

Az M = (Q, %, 0, qo, F) nemdeterminisztikus e-automatahoz
megadunk egy M' = (Q, X, ¢, qo, F’) nemdeterminisztikus
automatat, amelyre L(M') = L(M).

A Cl(q) lezarasok ismeretében, legyen:
> 5/(q7 a) = UpEC/(q) 5(:07 a) éS
> F'={qeQ|C(q)NF #0}.

Tehdt M’ a g 4llapotbdl az a hatdsdra azon dllapotokba megy &t,
amelyekbe M valamennyi s-dtmenettel, majd egy a-atmenettel jut
el. Tovabbd M’ végdllapotai azon allapotok, amelyekbdl M
valamennyi e-atmenettel egy F-beli dllapotba jut, vagyis felismer.
(A "valamennyi” mindkét esetben lehet nulla is.)

Ezért L(M') = L(M).
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Véges automatak

Egy példa:

> CI(A) ={A}, CI(B)={B,D}, CI(C) ={C,D},
> CI(D) ={D}, CI(E) ={E,B,C,D}, CI(F) = {F,D}
» végallapotok az e-mentes automatdban: {E,B,C,F,D}
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Véges automatak

Egy példa:

Az ekvivalens nemdeterminisztikus automata.
Felismert nyelv: {1,11,0,01,00}{0}*.
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Véges automatak minimalizalasa

Kiilon féjlban...
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Véges automatak

Osszefoglalas:

Véges automatdkkal nyelveket lehet definidlni, oly médon, hogy
minden M automata felismer egy L(M) nyelvet. A kovetkezd
harom fajta automatdt ismertiik meg:

» determinisztikus automata, nemdeterminisztikus automata,
nemdeterminisztikus c-automata.

A felismerd kapacitdsa mindhdarom fajta automatdnak ugyanaz.
Ugyanakkor, a nemdeterminisztikus automatdkkal " konnyebb
banni", példdul egy adott nyelvhez dltaldban konnyebb megadni az
ot felismerd nemdeterminisztikus automatat, mint a
determinisztikusat. Ez még inkdbb igaz a nemdeterminisztikus
e-automatdkra. Példdul két atomatdhoz nagyon konnyli megadni
egy olyan nemdeterminisztikus c-automatat, amely az eredeti
automatdak altal felismert nyelvek egyesitését vagy konkatendcidjat
ismeri fel.
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Véges automatak

Néhany alkalmazas hardver és szoftver modellezésére:

P> Digitalis dramkorok tervezésére és viselkedésének vizsgdlatara
alkalmas szoftverek modellezése.

> Forditoprogramok "lexikdlis elemzés” fazisa: az input szoveg
(program) olvasasa és logikai egységekre bontasa (azonositd,
kulcsszd, elvélasztdjel).

» Szoftverek nagyméretii szovegek (pl. weboldalak tdmege)
olvasdsdra és azokban szavak, kifejezések és egyéb sablonok
megtalalasdra.

» Véges allapoti rendszerek (pl. kommunikacids protokollok,
biztonsagos informacid cserét biztosité protokollok)
verifikdldsara alkalmas szoftverek modellezése.
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Regularis kifejezések
Program:
Nyelvek megadasanak egy tjabb formdjaval ismerkediink meg.
Vesziink egy dbécét és hozzdvesziink néhdny segédszimbdlumot.
Ezekbdl un. reguldris kifejezéseket épituink fel bizonyos szabalyok
szerint. Minden regularis kifejezés meghatdroz (vagy: reprezental)

egy nyelvet. Az osszes ilyen nyelvet vizsgaljuk.

Ki fog deriilni, hogy a reguldris kifejezésekkel reprezentalhaté
nyelvek nem masok, mint a regularis nyelvek.
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Regularis kifejezések

Egy ¥ abécé feletti reguldris kifejezések halmaza a
(Z U{0,e,(,),+,*})* halmaz legsziikebb olyan U részhalmaza,
amelyre az aldbbi feltételek teljestilnek:

(i) az () (dthidzott nulla) szimbdlum eleme U-nak;

(ii)

(iii) Minden a € Y-ra az a szimbdlum eleme U-nak;
)

(iv) Ha Ry, Ry € U, akkor (R1) + (R2), (R1)(R2), és (Ry)* is
elemei U-nak.

a € szimbdlum eleme U-nak;

Példa: Legyen ¥ = {a, b}. Akkor példdul a (0)*, ((a) + (b))* és
((a)(b))((a)*), X feletti reguldris kifejezések.
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Regularis kifejezések

Az R regularis kifejezés dltal meghatdrozott (reprezentalt ) |R)|
nyelvet a kovetkezoképpen definidljuk:

(i) Ha R = () (athdzott nulla), akkor |R| = () (iires nyelv);

(i) Ha R = ¢ (mint szimbdlum), akkor |R| = {¢} (mint nyelv);
(iii) Ha R = a (mint szimbdlum), akkor |R| = {a} (mint nyelv);
(iv) a) Ha R = (Ry1) + (R»2), akkor |R| = |R1| U |Ra|;
(iv) b) Ha R = (Ry)(R»), akkor |R| = |R1||Ra|;
(iv) ¢) Ha R = (Ry)*, akkor |R| = |R1|*.

Definicié: Egy L C >* nyelv reprezentalhatd regularis kifejezéssel
(roviden: reprezentdlhatd), ha van olyan X feletti R regularis
kifejezés, melyre |R| = L.
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Regularis kifejezések

A (gyakran zavard) zaréjelezés az egyértelmii kiolvashatdsdg miatt
sziikséges.

A zardjelek szama csokkenthetd, ha megallapodunk abban, hogy a
prioritdsi sorrend legyen *, konkatendcid, +. Tovabbd, az U és
konkatenacié miivelet asszociativ, azért a + és az egymds utdn irds
zérdjelezése elhagyhatd. Végiil (a) helyett a-t, () helyett (-et
irunk.

Igy a regularis kifejezések zardjelezése az alabbi médon
egyszerisodik:

(0)* helyett (*
((a) + (b))* helyett (a + b)*
(

((2)(b)((2)") helyett abs"
irhatunk (a + b)*aba(a+ b)*-t, a(a+ b)*b(a + b)*a-t, stb.
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Regularis kifejezések
Példak

> 0% = [0 = 0" = {e};

> |(a+ b)*| =[a+ b[* =(la| U[b])" = ({a} U{b})" = {a, b}";

> |aba*| = [ablla"| = [al|bl|a"] = |al[bl[al* = {a}{b}{a}" =
{ab}{e, a,aa,...} = {ab,aba, abaa,...}.

Tehdt a {¢}, {a,b}* és {ab, aba, abaa, ...} nyelvek
reprezentdlhatdk reguldris kifejezéssel.

Minden © = {a1,...,a,} 4bécé esetén a 1" nyelv reprezentdlhaté
regularis kifejezéssel, mert X" = |(a; + ... + a,)"|.
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Regularis kifejezések

Tovabbi példak: ¥~ = {a, b}

a) L ={wabav | u,v € X} (w € L <= w-ben el6fordul az aba
rész-sz4) reprezentalhatd, mert

L=|(a+ b)*aba(a+ b)*|.

Gondoljunk az ugyanezen nyelvet felismeré determinisztikus
automatara. Melyiket konnyebb megadni?

b) L = {aubva | u,v e X"} (w e L < w a-val kezdédik és
végzddik és van benne legalabb egy b) reprezentdlhatd, mert

L=la(a+ b)*b(a+ b)*al.
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Regularis kifejezések

Tovabbi példak: ¥~ = {a, b}
c) Az (a+ ba)*(e + b) regularis kifejezére

|(a + ba)*(e + b)| =

{w € {a,b}" | w-ben nem fordul el8 a bb rész-szé}

Adjunk meg ehhez a nyelvhez egy determinisztikus automatat!
Melyik az egyszeriibb?
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Regularis kifejezések

Tovabbi példak reprezentdlhaté nyelvekre:

d) Minden véges nyelv reprezentalhaté reguldris kifejezéssel.
Valéban, legyen L = {x,..., Xn}t, n > 1. Akkor

L:‘Rl-l-...—i—Rn‘,

ahol
R — djy - .- a,-nl_ ha Xji=a4aj ... a,-nl_
;=
€ ha x; = <.

Példaul |c + a + abaa + abba| = {¢, a, abaa, abba}. Adjunk meg
ehhez a nyelvhez is egy determinisztikus automatat!
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Regularis kifejezések

e) Reguldris kifejezések a UNIX-ban: az dbécé az ASCII és
kiilonbozé roviditéseket enged meg.

Roviditések karakter halmazokra:

e A . (pont) a "tetsz8leges karakter” roviditése.

e Elhagyja a + jelet a betiik kozott: az a; + ... + a, regularis
kifejezést [a; ... a,| formdban roviditi. Példdul a < + > + =
helyett [<>=]-t ir.

e Kihasznalva, hogy az ASCII rendezett, halmazokat roviditve
definidl. Példaul [0-9] jelenti a 0 + ... + 9 reguldris kifejezést.
Tovabbi példak: [A-Z] és [A-Za-z0-9].

e "Makrékat” haszndl. Példaul [:digit:] a [0-9] helyett és
[(alnum:] a [A-Za-z0-9] helyett.
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Regularis kifejezések

e) Reguldris kifejezések a UNIX-ban: az dbécé az ASCII és
kilonbozé roviditéseket és kiterjesztéseket enged meg.

Roviditések miiveletekre:

e A -+ helyett | jelet ir.

e A 7 azt jelenti, hogy legfeljebb egy. Tehdt az R? UNIX kifejezés
a € + R roviditése.

e A + viszont azt jelenti, hogy legaldbb egy. Tehdt az R+ UNIX
kifejezés az RR™* roviditése.

e Az {n} rovidités azt jelenti, hogy n példany. Tehdt az R{5}
UNIX kifejezés az RRRRR roviditése.

Példak: .7, [:digit:]1+|[:alnum:]{3}, stb.
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Az ekvivalencia tétel

A kovetkezokben az aldbbi harom nyelvosztalyt vizsgdljuk meg:

(1) a regularis nyelvek REG osztdlya ( azok a nyelvek, amelyek
generdlhaté reguldris nyelvtannal),

(2) az automatdval felismerhet6 nyelvek osztdlya,

(3) a reguldris kifejezésekkel reprezentdlhaté nyelvek osztdlya.

Ki fog deriilni, hogy a harom nyelvosztdly megegyezik (vagyis
valéjaban egyetlen nyelvosztdly harom kiilonb6z6 megadasi
mddjardl beszéliink).

102/176



Az ekvivalencia tétel
Tétel. Tetszbleges L C " nyelv esetén a kovetkezé harom allitas
ekvivalens:
(1) L reguldris (generdlhaté reguldris nyelvtannal).
(2) L felismerheté automataval.
(3) L reprezentdlhaté reguldris kifejezéssel.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy

1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2)
3. Lemma: (2) = (3)
Akkor (1) <= (2) < (3). o
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A reprezentdlhatd nyelvek reguldrisak

1. Lemma. (3) = (1): Ha L € X* nyelv reprezentalhaté
reguldris kifejezéssel, akkor generalhaté regularis nyelvtannal.
Bizonyitas. Az L-et reprezentalé R regularis kifejezés struktirdja
szerinti indukcidval.

Az indukcié alapja.

(i) R=0 Ekkor L = |R| = (), mely generdlhaté a

G=( 5} Y, 0,S) reguldris nyelvtannal.
(ii) és (iii) R = a, ahol a € X vagy a = ¢ Ekkor L = |R| = {a},

mely generdlhaté a G = ({S},%,{S — a},S) reguldris
nyelvtannal.
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A reprezentdlhatd nyelvek reguldrisak

Indukcids 1épés.

(iv) a) R =(R1) + (Ro)
Ekkor L = ‘R‘ = L1 U L2, ahol L1 = ‘Rly és L2 = ‘R2’

Indukcids feltevés: L; generdlhaté a G; = (N;, X, P;, S;), reguldris
nyelvtannal, i = 1,2. (Ny N Ny = 0.)
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A reprezentdlhatd nyelvek reguldrisak

Akkor L generdlhaté a
G=(MNUNU{S}LL,PLUP,U{S— 5,5 — 5}.,S),

reguldris nyelvtannal, ahol S egy 1j szimbdlum.

S=tw
akkor és csak akkor, ha

S1 =5, wvagy S =g, w.
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A reprezentdlhatd nyelvek reguldrisak

Indukcids |épés.

(iv) b) R = (R1)(R2)
Ekkor L = ‘R‘ = L1L2, ahol L1 = |R1‘ és L2 = |R2‘

Indukcids feltevés: L; generdlhaté a G; = (N;, X, P;, S;), reguldris
nyelvtannal, i = 1,2. (Ny N Ny = 0.)

Akkor L generdlhaté a G = (N; U No, X, P, S1), reguldris
nyelvtannal, ahol P a legsziikebb olyan szabalyhalmaz amire
teljesiilnek a kovetkezo feltételek:
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A reprezentdlhatd nyelvek reguldrisak

» Ha A — xB € Py, akkor A — xB € P,

» Ha A — x € Py, akkor A — x5, € P,
(G1 "befejezd" szabalyainak kezelése)

» £, minden eleme P-nek is eleme.

51 ézl wy és S, ézb wp
akkor és csak akkor, ha

51 éz wy S) éz W1 Ws.
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A reprezentdlhatd nyelvek reguldrisak

Indukcids |épés.

(v) &) R = (R’
Ekkor L = |R| = Lj, ahol L1 = |Ry|.

Indukcids feltevés: L1 generdlhaté a Gy = (Ni, X, Py, S1) reguldris
nyelvtannal.

Akkor L generdlhaté a G = (N U {S}, X, P, S) regularis
nyelvtannal, ahol S egy 0j szimbdlum, P pedig a legsziikebb olyan
szabdlyhalmaz amire teljesiilnek a kovetkezé feltételek:
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A reprezentdlhatd nyelvek reguldrisak

» S—5.,5S—>¢c€P,
» Ha A — xB € Py, akkor A — xB € P,
» Ha A — x € Py, akkor A — x5 € P.

S =G €
S=cS1=wmS=cwm (€ L1)

W15 =G W151 i’& W1W25 =G WiWs (E L1L1)

W1W2S =G W1W2Sl
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Az ekvivalencia tétel
Tétel. Tetszbleges L C " nyelv esetén a kovetkezé harom allitas
ekvivalens:
(1) L reguldris (generdlhaté reguldris nyelvtannal).
(2) L felismerheté automataval.
(3) L reprezentdlhaté reguldris kifejezéssel.

Bizonyitas.

1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2)
3. Lemma: (2) = (3)
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

2. Lemma. (1) = (2): Ha L € X* nyelv reguldris, akkor
felismerhet6 automataval.

Bizonyitdas. Legyen L egy reguldris nyelv és tegyiik fel, hogy
L = L(G), ahol G egy regularis nyelvtan.

2.1. Lemma. Minden G = (N, X, P, S), reguldris nyelvtanhoz
megadhaté vele ekvivalens G’ = (N, X, P'| S) reguldris nyelvtan,
dgy hogy P’-ben minden szabdly A — B, A — aB vagy A — ¢
alaku, ahol A, B € Nés ae .

2.2. Lemma. Minden olyan G = (N, %, P, S) reguldris
nyelvtanhoz melynek csak A — B, A — aB vagy A — ¢ alakd
szabdlyai vannak megadhaté olyan M = (Q, %, 0, qo, F)
nemdeterminisztkius c-automata, amelyre L(M) = L(G).
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

2.1. Lemma. Minden G = (N, X, P, S), reguldris nyelvtanhoz
megadhaté vele ekvivalens G’ = (N, X, P, S), regularis nyelvtan,
dgy hogy P’-ben minden szabdly A — B, A — aB vagy A — ¢
alaku, ahol A, B € Nés ae .

Bizonyitas. Konstrudljuk meg P’-t a kovetkezdképpen:

(i) Minden A — B, A — aB és A — ¢ alakd P-beli szabalyt
vegyiink fel P’-be.
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

(ii) Minden A — a; ... a,B, P-beli szabaly esetén (ahol n > 1,
ai,...,an € X) vegyiik fel P'-be az

A— alAl, A1 — agAg, - ,An,1 — a,,B

szabdlyokat, ahol A1, ..., A,_1 4] nemtermindlis szimbdlumok.

(iii) Minden A — a1 ... a,, P-beli szabdly esetén (ahol
n>1ay,...,a, € X) vegyik fel P'-be az

A— alAl, AL — 82/42, c 7An—1 — a,,An,A,, — €

szabdlyokat, ahol Aq, ..., A, 0Gj nemtermindlisok.
Legyen N/ = N U { (j nemterminalisok }.
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

Minden A € N-re és w € > *-ra
A =7 w akkor és csak akkor, ha A =7, w.
Ugyanis

A — ai...a,B € P akkor és csak akkor, ha
A =G/ alAl =G .. =G ar. .- an,lA,,,l =G ar. .- a,,B

és

A — ai...a, € P akkor és csak akkor, ha
A =G/ a1Ar =G ... =G ai...anAn =G’ ai...an.

Az A = S vélasztassal kapjuk, hogy L(G) = L(G').
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

Példa a szabdlyok szétdaraboldsara

G:

G':

WO ENn ™0
I AR S Ak

abA | bB

bbB | e

ab | DbA

aAl, Al —  bA,

bAz, A2 —  bB,

aA3, A3 — bA4.

bA
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

2.2. Lemma. Minden olyan G = (N, %, P, S), reguldris
nyelvtanhoz melynek csak A — B, A — aB vagy A — ¢ alaki
szabdlyai vannak megadhaté olyan M = (Q, %, 0, qo, F)
nemdeterminisztkius c-automata, amelyre L(M) = L(G).

Bizonyitds. Konstrudljuk meg M-et a kovetkezoképpen:
> Q=N,
> qo =S5,
» F={BeN|B—cc P},
» minden Ac N és ac (X U{c}) esetén legyen

d(A,a) ={Be N|A— aB e P}.
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

G-ben: M-ben:
a
A— aBecP [
A B
=
B—ceP BeF

Az dbran a € X vagy a = ¢.
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

Ekkor minden n > 1, A, B € N és w € L* esetén
A =7 wB akkor és csak akkor ha (A, w) =}, (B, ¢).

Részletesebben:
A=caAi=¢...=>¢ca1...an-1An-1=>¢g a1...a,B
akkor és csak akkor, ha

(Ajar...an) Fm (Ar,a2...a0) bp - B (B, e).

Az A=S, B € F valasztdssal adédik, hogy L(M) = L(G).
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

Péld3ul, vegyiik az elébbi G’ nyelvtant:

G':

W > 0

Ll

aAl, Al
bAs, Az
3A3, A3
bA

—  bA,
—  bB,
— bA4,

S
A
Ay

—  bB

_)
%

9
9
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A reguldris nyelvek felismerhetok automataval

N
Ny

A G'-hoz tartozéd
automata

—®

6 e
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Az automatdval felismerheto nyelvek reguldrisak

Egy megjegyzés a 2.2 Lemmdhoz: a lemma bizonyitdsaban
alkalmazott konstrukcié konnyen " megfordithatd”:

Lemma. Tetszéleges M nemdeterminisztikus e-automatdhoz
megadhaté egy olyan G reguldris nyelvtant, amelyre L(G) = L(M).
Bizonyitds. A nyelvtan nemtermindlisai az automata allapotai
lesznek. Tovabbd, ha az automatdban valamely g dllapotbdl egy

a € (X U{e}) szimbdlum hatdsara egy p allapotba jutunk (azaz

p € d(q, a)), akkor a nyelvtanba felvessziik a g — ap szabalyt.
Végil minden g végallapot esetén a nyelvtanba felvesszitk a ¢ — ¢
szabdlyt.

Ezzel a bizonyitottuk, hogy (2) = (1) is igaz. A tétel
bizonyitdsdhoz viszont még a (2) = (3) Iépés hidnyzik.
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Az automatdval felismerheto nyelvek reguldrisak

Példa 1 az elébbi megjegyzéshez (és lemmdhoz):

Ha az el6z6 példdban kapott automatdra alkalmazzuk a lemma
bizonyitdsdban szereplé konstrukciét, akkor visszakapjuk a G’
reguldris nyelvtant.

N
Ny

— W

a e
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Az automatdval felismerheto nyelvek reguldrisak

Az automata és a G’ reguldris nyelvtant:

/ :

=(s) Ié@

b b

& ——=w——w

G: S — aA1| bB, Al —  bA,
A = bAyle, A — bB,
B — aA3| bA, A3 —  bA;, Ay — €
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Az automatdval felismerheto nyelvek reguldrisak

Példa 2 az elébbi megjegyzéshez (és lemmdhoz):

Vessziik a mar ismert M,p, automatat

és megadjuk a vele ekvivalens reguldris nyelvtant.
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Az automatdval felismerheto nyelvek reguldrisak

Az M,p, automata:

és a vele akvivalens G regularis nyelvtan:

qo — aqo | bqo | ag1
q1 — bz

g2 — aqs
93— aqs | bgs | ¢

Fontos: a g3 — ¢ szabdly kell, mert az automatdban g3 végallapot!
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Az ekvivalencia tétel
Tétel. Tetszbleges L C " nyelv esetén a kovetkezé harom allitas
ekvivalens:
(1) L reguldris (generdlhaté reguldris nyelvtannal),
(2) L felismerheté automataval.
(3) L reprezentdlhaté reguldris kifejezéssel.

Bizonyitas.

1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2) v
3. Lemma: (2) = (3)
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Az automatdval felismerheto nyelvek reprezentdlhatdk

Lemma 3. (2) = (3): Minden, automataval felismerhet6 nyelv
reprezentalhaté reguldris kifejezéssel. (S. C. Kleene tétele, 1956.)

Bizonyitas. Legyen L = L(M), ahol M = (Q, %, 0, qo, F)
determinisztikus automata. Megadunk egy olyan reguldris
kifejezést, amely L-et reprezentdlja.
Tételezziik fel, hogy Q = {1,...,n} és qo = 1.
Minden 0 < k < nés 1< i,j < nesetén definidljuk a L") C =~
nyelvet a kovetkezOképpen:

xell) = (ix)Fy () é

minden (i,x) -y, (i",x") 1, (j,£) esetén

128/176



Az automatdval felismerheto nyelvek reprezentdlhatdk

Az L,(.lj-) nyelvet alkoté x szavak:
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Az automatdval felismerheto nyelvek reprezentdlhatdk

-U L(l’jj),

JEF

Mivel

elegend6 megadni minden j € F-re egy LL

it reprezentald
regularis kifejezest

Ha ugyanis L ]R ] akkor
..+R

(”)‘

L(M) = |R{") L

111

ahol F = {j17 ce ,j/}.

Tobbet bizonyitunk: minden 0 < k < n-raés 1 <i,j < n-re

megadunk egy R,.(j)

reguldris kifejezést, melyre
k k
RiP =115
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Az automatdval felismerheto nyelvek reprezentdlhatdk
R,-(j) megaddsa k szerinti indukciéval. k = 0:
10 _ [ {acx[d(i,a) =}, ha i # j
1 {aeX|d(i,a) =/} U{e}, hai=]j.

ai ai,...,ar

at

RI.(S):al—l—...—i-at vagy R,'(S):al‘f'---‘f‘at‘f‘g
Mindkét esetben [R\| = L\7).
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Az automatdval felismerheto nyelvek reprezentdlhatdk

k= k-+1:

tfh minden /, j-re megadtuk R.(lf)—t melyre ]Ri(j)] = L,(.S)

—> megadjuk minden i/, j-re R(kH)

El6szor is észrevessziik (!), hogy

k+1 k k . (k
L/(',j )= L:(‘,j) U L,(',k)+1 ) L)

k
(L)

k+1,k+1
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Az automatdval felismerheto nyelvek reprezentdlhatdk

k+1 K K K v (K
L/(',j = L/(',j) U LE,/<)+1(LS<J21,/<+1) ngzl,j
(k)
Ly ki

I k k+1 k J
L L,
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Az automataval felismerheto nyelvek reprezentdlhatdk

Legyen

k-+1 k k k
Ri(,j )= R;(, ) R/(k)—&-l(RlE—i-)l,k—&-l) Rk+)1,j-

Ekkor

(k+1)
R = |R Ju |R, k+1||Rk+1 ki1l |Rk+1,1|

) L(k) _ L(k+1)

k k
— 1901, (1w (), =1

i k+1( k+1,k+1

Mint lattuk, L(M) = |Ryj, + ...+ Ri,|.
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automatdval

Egy megjegyzés a 3. Lemmahoz ((2)== (3) bizonyitdsa): Tudjuk,
hogy a lemma "megfordithatd”, mert (3) = (1) = (2). De van
koztvetlen (3) == (2) konstrukcid is:

Lemma. Tetszbleges R reguldris kifejezéshez megadhaté egy olyan
M (nemdeterminisztikus s-automata), amelyre |R| = L(M).
Bizonyitas. Minden R regularis kifejezéshez megadunk egy olyan
olyan M automatdt, melynek

P pontosan egy végdllapota van,

» a kezddallapotdba nincs bemend él,

P az egyetlen végdllapotdabdl nincs kimend él
és melyre |R| = L(M).

A bizonyitast R felépitése szerinti indukcidval végezziik.
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automataval
Az (i), (ii) és (iii) alapesetek:

(HR= 0
O——0
(i) R=¢
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automataval

Indukcids 1épés.

(iV) a) R = (Rl) + (R2)

Indukcids feltevés: az R; regularis kifejezéshez megadtunk olyan M;
automatat mely rendelkezik a megadott tulajdonsagokkal i =1, 2.
Ekkor R-hez a kovetkez6 automatdt adjuk meg:
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automataval

Indukcids 1épés.
(iV) b) R = (Rl)(Rg)

Indukcids feltevés: ugyanaz, mint az elobb. Ekkor R-hez a
kovetkezé automatdt adjuk meg:

EwoEEd
(iv) b)
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automataval

Indukcids 1épés.
(iv) c) R=(Ry)".

Indukcids feltevés: az R; reguldris kifejezéshez megadtunk olyan
My automatdt mely rendelkezik a megadott tulajdonsdgokkal.
Ekkor R-hez a kovetkez6 automatat adjuk meg:
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automataval

Példa: adjunk meg a (a + b)*b(a+ b) reguldris kifejezéssel
ekvivalens automatat.

Megoldds: el6szor megadjuk az (a + b)-vel ekvivalens (1)
automatdt:
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automataval
Példa: adjunk meg a (a + b)*b(a+ b) reguldris kifejezéssel
ekvivalens automatat.

Megoldds: (1)-bdl megadjuk az (a + b)*-gal ekvivalens (2)
automatdt:
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A reprezentdlhatd nyelvek felismerhetok automataval

Megoldds: végiil osszerakjuk az (a + b)*b(a + b)-vel ekvivalens (3)
automatdt:
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Az ekvivalencia tétel
Tétel. Tetszbleges L C " nyelv esetén a kovetkezé harom allitas
ekvivalens:
(1) L reguldris (generdlhaté reguldris nyelvtannal),
(2) L felismerheté automataval.

(3) L reprezentdlhaté reguldris kifejezéssel.

Bizonyitas.
1. Lemma: (3) = (1)
2. Lemma: (1) = (2) v
3. Lemma: (2) = (3) V
Tehdt (1) <= (2) < (3). o
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Az ekvivalencia tétel

Osszefoglalas:

A kovetkez6 eszkozok mindegyikével a reguldris nyelveket
reprezentalhatjuk:

>
>

vVVvyYyy

reguldris nyelvtanok,

reguldris nyelvtanok, amelyek minden szabilya A — B,
A — aB vagy A — ¢ alakad,

determinisztikus automatak,
nemdeterminisztikus automatak,
nemdeterminisztikus s-automatak,

regularis kifejezések.

A tovabbiakban, ha vesziink egy reguldris nyelvet valamilyen
probléma megoldasdra, akkor mindig azt a reprezentaciét
vélasztjuk, ami a legcélszer(ibb az adott probléma szempontjabdl.
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A reguldris és a kornyezetfiiggetlen nyelvek felismerd
automatai

Nyelvosztalyok és felismerd automataik:

Nyelvosztaly ‘ Felismer6 Det. vs nemdet.

REG (reg. nyelvek) | véges automatdk | det. = nemdet. =
nemdet. £ atmenetekkel

CF (cf nyelvek) ? ?
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Pumpalé lemma reguldris nyelvekre
Lemma. (Pumpdlé lemma regularis nyelvekre.)
Minden L C >* regularis nyelv esetén
- megadhaté olyan (L-tél fliggd) k > 0 egész szam, hogy
- minden w € L-re,
- ha |w| > k, akkor van olyan w = wyw,ws felbontds, melyre

1) 0 < |wo| és |wiws| < k,
2) minden n > 0-ra, wywyws € L.

Masik alak: Ha egy L C X" nyelv regularis, akkor megadhaté ... .
Tehat, ha egy L C >* nyelvhez nem adhaté meg olyan k > 0 egész
szam, ami teljesiti a fenti feltételeket, akkor az L C ¥ * nyelv nem
regularis.
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Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

Bizonyitas. Legyen L regularis nyelv: akkor van olyan

M = (Q,X,d, qo, F) determinisztikus automata, melyre L = L(M).

Legyen k = ||Q|| (az allapotok szama). Megmutatjuk, hogy
ez a k teljesiti a feltételeket.

Vegylink egy w € L szét dgy, hogy |w| > k. Akkor
W = a1as...ak, ahol K > k és vannak olyan q1,q>,...,qx € Q
dllapotok, melyekre

(go,a1...ak) F (g1,a2...ak)
F (qg,a3...aK)

T

(QK71>3K)
F o (9k,e),
tovabba gk € F.
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Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

Mivel K > ||Q||, a qo, g1, .- ., gk sorozaban legalabb egy allapot
kétszer is szerepel (skatulya elv = pigeon hole principle). Legyen g;
a legelsd olyan dllapot, amelyik a sorozatban mar korabban is
eléfordul: van olyan / < j, hogy g; = g;.

Legyenek wi = a;1...a;, wo = ajy1...3j és W3 = aj41...aK.
(Ha i = 0 akkor wy = ¢, ha j = K akkor wz = ¢)

Nyilvanvald, hogy w = wywows. Tovdbba,

1) 0 < |wa|, mert i < j és [wyws| < k, mert g; a legelsé olyan
dllapot, amelyik a sorozatban mar korabban is el6fordul.

7

€s ...
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Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

2) Minden n > 0-ra wywi'ws € L:

149/176



Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

A Pumpalé lemma egy alkalmazasa:

Lemma. Az L = {a"b" | n > 0} nyelv nem regularis.

Bizonyitds. Indirekt bizonyitds: tegylk fel, hogy L regularis.
Akkor megadhaté olyen k szdm, ami teljesiti a pumpalé lemmaban
szerepl6 feltételeket.

Vegylik az akbk e | szét, melynek hossza 2k > k.

A pumpdlé lemmaban szerepl6 feltételek szerint létezik

a"b* = wiwsws felbontds, melyre 0 < |ws|,
n>0-ra wiwyws € L.

wiwy| < k és minden

Mivel |wiws| < k, a kdzépsd ws sz6 csak a betiikbdl all. Tovabba
a 0 < |ws| feltétel miatt a wyw3ws, wywsws, stb szavakban az a-k
szdma nagyobb mint a b-k szdma, tehat ezen szavak egyike sincs
L-ben. Ellentmondds, tehat nem létezik ilyen k szam. Akkor
viszont a fenti L nyelv nem reguldris.
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Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

Intuicid:

Egy automata nem képes szdmolni, hogy két betli ugyanannyiszor
szerepel-e.

De kezeljik ezt évatosan! Az alabbi nyelv reguldris:

{w € {a,b}" | w-ben az ab és a ba alakd
rész-szavak szdma megegyezik}.

Ld a kovetkezo dbrat.
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Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

Felismert nyelv: {w € {a, b}" | w-ben az ab és a ba alakd
rész-szavak szdma megegyezik}.
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Pumpalé lemma reguldris nyelvekre

A Pumpalé lemma egy kovetkezménye:
van olyan kornyezetfuggetlen nyelv, amelyik nem reguldris.

Tétel. REG C CF (valddi része).

Bizonyitas.

a) REG C CF, mivel minden reguldris nyelvtan kornyezetfiiggetlen.
b) CF — REG # (): az {a"b" | n > 0} nyelv CF-beli, mivel

generadlhaté az
S —aSb|e

szabalyokbdl 416 kornyezetfuggetlen nyelvtannal. Ugyanakkor,
mint lattuk L ¢ REG.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Miiveletekre valé zdrtsdg altaldban:

Legyen C nyelvek egy osztdlya (pl. regularis nyelvek,
kornyezefiiggetlen nyelvek) és

o: P(Z*) x P(Z*) = P(T¥),  (L1,L2)— Ly e Ly

egy kétvaltozés miivelet nyelvekkel. (Példaul: egyesités,
konkatenacid, stb.)

Azt mondjuk, hogy C zart a e miiveletre, ha tetszoleges
L1,L5 € C esetén, L1 e[, €.

Az egydltozds miiveletekre (pl. komplementer, iterdcid, tiikrozés)
valé zdrtsag hasonléan definidlhatd.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

*

Reguldris miiveletek: U, konkatendcid,

Tétel. REG zart a regularis miveletekre.

Bizonyitdas. A regularis nyelveket regularis kifejezésekkel
reprezentaljuk. El6szor az U-ra valé zartsagot bizonyitjuk.

Legyen L1, L, € REG. Megadunk egy olyan R regularis kifejezést,
melyre |R| = L1 U Lo.

Mivel Lq, L, reguldris, vannak olyan Ry, R reguldris kifejezések,
melyekre L1 = |Ry| és Ly = |Rz|. Legyen R = (R1) + (R2).
Ekkor |R| = |Ry + Ro| = |R1| U |Ra| = L1 U Ly, tehdt

L; ULy, € REG.

A konkatendcidra és a *-ra vald zartsdg hasonldéan bizonyithatd.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Tétel. REG zart a regularis miveletekre.

2. Bizonyitds. A regularis nyelveket most automatakkal
reprezentaljuk. El6szor az U-ra vald zartsagot bizonyitjuk.

Legyen L1, L, € REG. Megadunk egy olyan M automatdt, melyre
L(M) =11 ULs.

Mivel Ly, L, reguldris, vannak olyan M;, M, automatdk, melyekre
Ly = L(My) és Ly = L(M>). Ekkor a kovetkez6 automata az

L1 U Ly nyelvet ismeri fel:

A konkatendcidra és a *-ra val6 zartsag hasonléan bizonyithaté.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Boole miiveletek: U, N, és komplementer.

Egy er0sebb allitast bizonyitunk:
Tétel. REG zart az U, N, és — miveletekre.

Bizonyitas. A regularis nyelveket most determinisztikus
automatdakkal reprezentaljuk.

A bizonyitdsban pedig az automatak direkt szorzata konstrukcidt
alkalmazzuk.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Automatdk direkt szorzata:

Az My = (Q1,X,61,q1, F1) és Ma = (@2, X, 02, g2, F2)
determinisztikus automatdk egy direkt szorzata az

M= (Q1 x @,%,0,[q1, 92|, F) automata, ahol minden p; € Q; és
po € @ dllapot és a € ¥ input szimbdlum esetén

6([p1, p2]; @) = [61(p1, a), 62(p2; a)],

tovdbbd F C @1 x Q> (késébb adjuk meg pontosan).
Az M dllapotai tehdt [p1, p2] alakd parok. Az My és M,
automatakat parhuzamosan miikodtetjuk: ha M; pi-bél az a

hatasdra ri-be, M, po-bdl az a hatdsara r-be megy at, akkor M
[p1, p2]-bél az a hatdsira [r1, r2]-be megy &t.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Ekkor minden p1,rn € Q1, po,m € @ és x € X" esetében

([p1, pal, x) iy ([, 2], €)
)

(p1,x) Fiy, (r1,€) és (p2,x) By, (r2,€).

Vagyis M a szavakon is My és M, parhuzamos miikodését
szimuldlja.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

A Boole miiveletekre valé zartsdg bizonyitdsa: legyenek

Ly = L(My) és Ly = L(M>) reguldris nyelvek, ahol M; és M, a
fenti determinisztikus automatdk. Konstrudljuk meg az M direkt
szorzat automatat.

a) Ha F = F; x Fy, akkor L(M) = L(My) N L(M,). Tehdt Ly N Ly
is reguldris.

b) Ha F = F; x (@, — F), akkor L(M) = L(M;) — L(M,). Tehat
L1 — Ly is regularis.

C) Ha F = (Fl X Q2) U (Ql X Fg), akkor L(M) = L(Ml) U L(Mg)

7

Tehdt L1 U Ly reguldris. (Ujabb bizonyités.)
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Kovetkezmény: REG zdrt a komplementer miiveletre is.

Bizonyitas. Legyen L C Y * egy regularis nyelv. Mivel a ©* nyelv
reguldris (nyilvanvald) és L = >* — L, a kivondsra valé zdrtsig
miatt L is regularis.

Megjegyzés: A komplementerre vald zartsdg egyszeriibben is
bizonyithaté. Valdban, ha az L nyelv reguldris, akkor felismerhet6
egy M = (Q,%,0,qo, F) determinisztikus automatdval. De akkor
az M' = (Q,%,5,qo, Q — F) automata az L nyelvet ismeri fel,
mert pontosan azok a szavak viszik végallapotba, amelyek M-et
Q — F-be, vagyis nem végallapotba viszik. Ezért az L nyelv is
reguldris.
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Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Osszefoglalds:

Miivelet H Zartsag ‘
U igen
konkatenacid igen
* igen
N igen
kivonas igen
komplementer igen
tikrozés igen
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Az eldontési kérdésekrol altaldban.

Egy eldontési kérdés mindig egy nyelvosztalyra (pl regularis
nyelvek, kornyezetfiiggetlen nyelvek) és egy nyelvekre vonatkozd
tulajdonségra (pl. lresség, végesség) értendd és lgy szdl, hogy
létezik-e olyan algoritmus, amelynek inputja a nyelvosztaly
tetszdleges eleme, outputja pedig "lgen” ha a nyelv rendelkezik az
adott tulandonsdggal, kiilonben pedig "Nem".

Példaul, [étezik-e olyan algoritmus, amelynek inputja egy
tetsz6leges reguldris nyelv (vagyis e nyelvet reprezentdld
determinisztikus automata), outputja pedig "lgen” ha a nyelv
végtelen, kiillonben pedig "Nem”. Ugyanez kérdezheto a
kornyezetfliggetlen nyelvekre is.

A kérdésnek csak akkor van értelme, ha az input nyelvet valamilyen
eszkozzel reprezendljuk.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ebben a részben a reguldris nyelvek osztdlyara vonatkozé eldontési
kérdésekkel foglalkozunk.

A fejezet sordn a regularis nyelveket determinisztikus automatakkal
reprezentaljuk.

Tehdt, ha azt mondjuk, hogy adott egy L reguldris nyelv, akkor ez
alatt azt értjuk, hogy adott egy determinisztikus M automata,
amelyre L = L(M).

Mint |atni fogjuk, a regularis nyelvek valamennyi, altalunk vizsgalt

tulajdonsdga eldonthetd. Magasabb nyelvosztédlyok esetén pedig
egyre tobb olyan tulajdonsdg lesz, ami nem eldonthetd.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Eleme-e probléma
Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges w szd és L reguldris nyelv
esetén, hogy teljesiil-e w € L7

Tétel. Az eleme-e probléma regularis nyelvekre eldonthetd.

Input: Egy w sz6 és egy M = (Q, %, 0, qo, F) automatdval
megadott L regularis nyelv (tehat L = L(M)).
Output: "lgen” ha w € L, kiilonben "Nem".

Algoritmus: Hatdrozzuk meg azt a g allpotot, amelybe az
automata qo-bdl a w hatdsdra keriil. Ha g € F, akkor a valasz
"lgen”, kilonben "Nem".
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ures-e probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L regularis nyelv esetén, hogy
teljesiil-e L = ()7

Tétel. Az Ures-e probléma regularis nyelvekre eldonthetd.

Input: Egy M = (Q, X, 0, qo, F) automatdval megadott L reguldris
nyelv.

Output: "lgen”, ha L = (), kilonben "Nem”.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ures-e probléma

Algoritmus:

(1) Szdmoljuk ki a go-bdl elérhetd &llapotok Q' halmazit a
Qo, Q1, ... allapothalmaz-sorozat segitségével.

(i) Legyen Qo = {qo} és i = 0.
(ii) Legyen Qi11 = Q;U{d(g.a)|ge Q és ac L},
(i) Ha Q; = Qj+1, akkor Q" = Q; (és stop), kiilonben / = i+ 1 és
goto (ii).
(2) Ha Q"N F = (), akkor a vélasz "Igen”, kiilonben "Nem".
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Végtelen-e probléma

Lemma. Legyen M = (Q, %, 0, qo, F) egy automata és legyen
k =|Q||. Az L(M) nyelv akkor és csak akkor végtelen, ha van
olyan x € L(M), melyre k < |x| < 2k.

Bizonyitas. <-irdny: Tfh dx € L(M), melyre |x| > k. Akkor a
pumpalé lemma szerint 9 x = x3xox3 felbontds, melyre

0 < |[x2| < k és minden n > 0-ra x;x3x3 € L(M).
Kovetkezésképpen L(M) végtelen.

=-irany: Tfh L(M) végtelen. Akkor 3 x € L(M) melyre |x| > 2k.
Mivel |x| > k, a pumpdlé lemma miatt 3 x = x;x0x3 felbontas,
melyre 0 < |xo| < k és x’ = xyx3 € L(M). Ha ekkor |x'| > 2k,
akkor ismételjiik az eljarast x'-re addig, amig |x'| < 2k nem lesz.

168/176



Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Végtelen-e probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L regularis nyelv esetén, hogy
L végtelen-e?

Tétel. A végtelen-e probléma reguldris nyelvekre eldonthetd.

Input: Egy M = (Q, X, 0, qo, F) automatdval megadott L reguldris
nyelv.

Output: "lgen”, ha L végtelen, kiilonben "Nem"”.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Végtelen-e probléma

Algoritmus: Legyen k = ||Q||. Szdmoljuk ki minden 0 </ < 2k
esetén a go-bdl az i/ hosszisagl szavakkal elérheté allapotok Q;
halmazat:

(i) Ha i = 0 akkor Q; = {qo}, kiilonben
(i) Qi ={0(g,a)| g€ Qi—1ésac X}

Ezutdn minden i-re, melyre k < i < 2k, vizsgaljuk meg, hogy
Qi N F # () teljesiil-e. Ha valamely i-re teljesiil, akkor L(M)
végtelen, tehat a valasz "Igen”, kilonben a vélasz " Nem”.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Tartalmazasi probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L1, Ly reguldris nyelvek esetén,
hogy L1 C L, teljesiil-e?

Tétel. A tartalmazési probléma regularis nyelvekre eldonthetd.

Input: Az My = (Q1,%,01,q1, F1) és Mo = (Q2, X, 02, g, F)
automatdkkal adott Ly = L(M;) és L, = L(M,) reguldris nyelvek.

Output: "lgen”, ha L; C Ly, kiilonben "Nem".

171/176



Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Tartalmazasi probléma

Algoritmus: Konstrudljuk meg az M = (Q1 x Q,%,9,(q1,92), F)
automatat, ahol F = F; x (Q> — F2). (Ismert, hogy ekkor

L(M) = Ly — L,.) Déntsiik el, hogy L(M) = () teljesiil-e (a
reguldris nyelvek liressége eldonthetd). Ha teljesiil, akkor a vélasz
"lgen"”, kulonben a vélasz "Nem".

(Az algoritmus azon a tényen alapul, hogy L; C L, akkor és csak
akkor, ha Ly — Ly =(.) o
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ekvivalencia probléma

Probléma: Eldonthet6-e tetszbleges L1, Ly reguldris nyelvek esetén,
hogy L1 = L, teljesiil-e?

Tétel. Az ekvivalencia probléma reguldris nyelvekre eldonthetd.

Input: Az My = (Q1,%,01,q1, F1) és Mo = (Q2, X, 02, g, F)
automatdkkal adott Ly = L(M;) és L, = L(M,) reguldris nyelvek.

Output: "lgen”, ha L; = Ly, kiilonben "Nem".
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Ekvivalencia probléma

Algoritmus: Alkalmazzuk kétszer a tartalmazas eldontési
algoritmusat és dontstik el, hogy az L1 C Ly ésaz L, C L
tartalmazdsok teljesiilnek-e. Ha mindkett6 teljesul, akkor a valasz
"lgen”, kilonben a vélasz "Nem”.

(Az algoritmus azon a tényen alapul, hogy L; = L, akkor és csak
akkor, ha L; C Ly és L, C Ly.)
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Megjegyzés: A minimalizalds részbdl tudjuk, hogy egy adott L
nyelvet felismerd minimélis automata (izomorfizmus erejéig)
egyértelmiien meghatdrozott.

Ebbdl kovetkezik, hogy az M; és M, automatdk ekvivalencidjat a
kovetkezoképpen is eldonthetjiuk: mindkettot minimalizaljuk, majd
ellendrizziik, hogy a kapott M; és M) automatdk " megegyeznek-€”
(izomorfak-e).

A minimalis automata egyértelmiisége miatt ugyanis
L(My) = L(M>) akkor és csak akkor, ha M; "ugyanaz, mint" MS}.
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Eldontési kérdések regularis nyelvekre

Osszefoglalds

‘ Kérdés H Eldontheto-e? ‘

Eleme-e igen
Ures-e igen
Végtelen-e igen
Tartalmazas igen
Ekvivalencia igen
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