A megallasi probléma

L, € RE
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I Korabbi tétel alapjan elég megmutatni, hogy L, < L, I
T Tetsz6leges M Turing-gépre, legyen M’ az aldbbi Turing-gép: I
I o M' tetsz6leges u bemeneten a kdvetkezSket teszi: |
| 1. Futtatja M-et u-n I
I 2. Ha M g;-be vagy q,,-be lép, akkor M’ g;-be 1ép I

H > Belathato, hogy |
I 1. Az f: (M) - (M') leképezés egy kiszamithato fuggvény |
2. Valasztartd is: tetsz6leges M, w Turing-gép — bemenet parosra, I
I (M,w) € L, © Az M megéll w-n & A M’ elfogadjaw-t = (M',w) € L, I
I ° Tehat M’ konstrukcidja az Lj, visszavezetése L,,-ra |
[ Kovetkezik, hogy L;, € RE I




Rice tétele

Y . o | Legyen M egy Turing-gép
Eldonthetd egyaltalan barmilyen kérdés a Turing-gépek altal felismert

nyelvekkel kapcsolatban? Nem trivialis kérdések példaul:

vajon az M altal felismert nyelv

Egy ilyen kérdés trivialis ha minden Turing-gép altal felismerhet6 « {res-e

nyelvre igen a valasz vagy mindre nem a valasz ,
* véges-e

Valéjaban mindossze ket trivialis kerdest tudunk megfogalmazniegy | .  regularis-e
tetsz6leges M Turing-gép altal felismert nyelvvel kapcsolatban:

> Vajon L(M) RE-beli-e el? (trividlis, hogy a valasz erre igen) és az, hogy
> Vajon L(M) RE-n kivuli-e? (trividlis, hogy erre a valasz nem)

Rice tétele: A Turing-gépek altal felismert nyelvekkel kapcsolatos 6sszes nem trivialis kérdés
eldonthetetlen




Post Megfelelkezési Problema

Legyen uq, ..., Uy, Vq, ..., Uy €E XY (n = 1)

AD = {ﬂ, ...,u—"} halmazt domindkészletnek nevezzik

U1 Un
Uj Ui . . . ’ V4
Az v—‘l v‘m (m=>1,1<iy,..,i, <n)domindsorozat a D egy megoldasa, ha
i1 im

uil ...uim = vil '"vim

A PMP probléma A{b a ca abc

—,—,—,— (¢ egy megoldasa:
° Adott egy D domindkészlet ¢ }

ca’ab’ a
> Van-e D-nek megoldasa? a b ca a abc

PMP Turing-felismerhet8, de nem eldénthetd "




CF nyelvekkel kapcsolatos eldonthetetlen
émak

Az ECF probléma eldonthetetlen

I . . ,
| Visszavezetjik a PMP problémat (ami eldonthetetlen) az ECF komplementerére |

" V4 7 .e . . o

| Ebbdl mar kdvetkezik, hogy ECF is eldonthetetlen I

H ° Legyen D = {ﬂ, u—”} egy domindkészlet I
vl v

n

[ Konstrudljuk meg a kévetkez6 CF nyelvtant Gp:= ({S,4,B}L,XUA,PU{S - A,S — B},S), ahol |
I cA={ay,..,an},ENA=0 I
| o P={A - ujday,.., A->u,Aa,, A - tU{B - vBay,.., B> v,Ba,, B - &} I




CF nyelvekkel kapcsolatos eldonthetetlen

orob

emak

~ Bizonyitasiffolytatas) L — — — — — ——————=—=———=—=—=—=—=—=—==—=—=—========

Megmutatjuk, hogy az f: (D) — (Gp) konstrukcié tényleg visszavezetés

uil

e Ha -2 Zm 5p egy megoldasa

vil vim

Akkor u; ..u; =V ..V;

m

A Gp konstrukcidja miatt érvényesek az aldbbi levezetések: S = A =" u; ..u;_a; ...q;
ésS=>B=>"v; ..v;_a; ..q;
1 m ‘m 1

1

Azaz ugyanannak a szonak van két kiilonb6z6 baloldali levezetése, azaz G nem egyértelmd

| * Most tegylk fel azt, hogy Gp nem egyeértelmdi

Akkor van olyan w € L(Gp) szd, aminek van két kiilonb6z6 baloldali levezetése
Az egyik levezetés S — A-val a masik pedig S — B-vel kell kezdddjon

Viszont w alakja csak a kdvetkezd lehet: w = xy, ahol x € £* ésy € {aq, ..., a,}

Ezért a fenti két levezetésben a szabalyok ugyanolyan sorrendben kell alkalmazasra
kerilljenek

Kovetkezik, hogy D-nek van megoldasa

L * Tehat a megadott konstrukcié tényleg a PMP visszavezetése az ECF komplementerére
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Bonyolultsagelmelet — P és NP

I cel: A megoldhatdé (eldonthet6) problémak osztalyozdsa a megoldashoz sziikséges er6forrasok I
I (id6, tar) mennyisége szerint I

P-vel jel6ljik a
o polinom id6ben
> determinisztikus Turing-géppel eldonthetd problémak osztalyat

NP-vel jel6ljik a
> polinom id6ben
> nemdeterminisztikus Turing-géppel eldénthetd problémak osztalyat

Vilagos, hogy P € NP

Az a sejtés, hogy P & NP

> Azaz van olyan probléma ami nemdeterminisztikusan megoldhatd polinom id6ben, de determinisztikusan
nem




et—P és NP

P tartalmazza a gyakorlatban is hatékonyan megoldhaté problémakat, de milyen problémak
vannak NP-ben?

Bonyolultsagelme

Minden NP-beli L problémara a kovetkez6 jellemzd: |étezik egy olyan polinom idejd T
nemdeterminisztikus Turing-gép ami kovetkez6t tudja

* T az L minden I bemenetére nemdeterminisztikusan generalja I egy lehetséges M megoldasat
* Fontos, hogy | minden lehetséges megoldasa generdlva legyen

o Determinisztikus szamitassal leellendrzi, hogy M valdban megoldasa-e I-nek

Formalisan: Azt mondjuk, hogy egy L nyelv polinom id6ben verifikalhato, ha van olyan K € P
nyelv és k szam, hogy

L=1{x|3y (x, y) € K és |y| — 0(|X|k)} Kpolinom id6ben eldénthetd

determinisztikusan
Megoldas Polinom id6ben Y x-hez képest
verifikalhato “nem tul nagy”

Egy nyelv akkor és csak akkor NP-beli, ha polinom idében verifikalhato




Polinom idGben verifikalhatosag - peldak

SAT polinom id6ben verifikdlhato (tehat NP-beli)
> mert egy T Turing-gép egy tetsz6leges ¢ konjunktiv normalformara

> Nemdeterminisztikusan legeneral minden egyes potencidlis I tanut (I nem mas, mint ¢ valtozoinak egy
értékadasa)

> Polinom id6ben ellendrzi, hogy I kielégiti-e ¢-t
o Haigen, akkor elfogadja a bemenetet, ha nem, akkor elutasitja

o Ekkor T szamitasi fajaban pontosan akkor lesz az egyik levél egy elfogadd konfiguracid, ha ¢-
nek van egy kielégit6 értékadasa, azaz pontosan akkor ha ¢ kielégithet6

o Tehat T pontosan akkor fogadja el ¢-t ha az kielégithet6 —
HAMILTON UT (HU): Adott egy G = (V, E) iranyitott graf

.. . ., e, , éss, tevV
A HAMILTON-UT is polinom id6ben verifikalhato
Kérdés: Van-e G-ben s-bél t-be Hamilton Ut (azaz minden

o mert egy T Turing-gép egy tetsz6leges G n csucsu iranyitott grafra cslicsot pontosan egyszer érinté ut)?

o Nemdeterminisztikusan legeneral minden lehetséges n csucsbol allé csucssorozatot
° Polinom id6ében ellenérzi, hogy ezek Hamilton utat alkotnak-e s-bél t-be




Polinomidejl visszavezetések

Milyen visszavezetésre van sziikséglink, ha NP-beli problémak bonyolultsagat szeretnénk
osszehasonlitani?

> Az eddig hasznalt nem jo, mert attdl, hogy L; < L, és L, kdnnyen megoldhaté még nem kovetkezik, hogy

L, is konnyen megoldhatd (hiszen a visszavezetés lehet nehezen, mondjuk exponencialis id6ben
kiszamithato)

> QOlyan visszavezetés kell, ami feltehet6leg nem elég erds, hogy minden NP-beli problémat megoldjon

° Mivel valdszinlileg P # NP, a polinom id6ben kiszamithato visszavezetések megfelelnek a céljainknak

Egy L, nyelv polinom id6ben visszavezethet6 az L, nyelvre (jele: L; <, L,), ha
© L1 < Lz és

° avisszavezetéshez hasznalt fliggvény kiszamithato egy polinom id6korlatos determinisztikus Turing-géppel




Polinomidejl visszavezetések — Péelda

2SZIN: A bemenet egy G = (V, E) iranyitatlan graf, és azt kell eldénteni, hogy szinezhetSk-e G csticsai 2
szinnel (pl. pirossal és kékkel) ugy, hogy a szomszédos csucsok kiilonbdzd szinliek

2SAT: A bemenet egy olyan itéletkalkulusbeli ¢ KNF, ahol minden tag pontosan két literalt tartalmaz, és
azt kell eldonteni, hogy kelégithet6-e @

2SZIN polinom idejii visszavezetése 2SAT-ra:

Tetsz6leges G = (V, E) grafhoz konstrualjunk meg egy ¢ formulat a kovetkez6képpen
> Minden u € V csucshoz rendeljiink hozza egy x,, itéletvaltozot, ami mondjuk annak az allitasnak felel
meg, hogy ,,az u csucs szine piros”

> Akkor —x,, felel meg annak, hogy ,,az u csucs szine kék”

> Minden (u, v) élhez irjuk fel, hogy nem lehetnek egyforma szintiek: (x,, & —x,) = (=x, V =x,) A (X, V x,)
> @ polinomid6ben megkonstrualhaté
> Es @ pontosan akkor kielégithets ha G szinezhetd két szinnel



Polinomidej( visszavezetések — Péelda

Konstrualjuk meg ¢-t a kovetkez6 grafthoz:

1 x1V xz A _lev _Ixz A
XV xX3) AN (1x,V —Xx3) A
x3V x4 /\ —|x3V _|x4_ /\
x4,V X5 7A\ —IX4_V —1Xg N
x5V X1 N —|x5V —1Xq

5 2
‘ Ez kielégithetetlen:

* Hax, igaz, x, hamis kell legyen, de akkor x5 igaz, amibdl x, hamis,
ebbdl x5 igaz adddik, és igy az utolso kléz hamis

* Ha x; hamis, akkor x, igaz,...,x= hamis, és igy az utolsd el6tti kloz
1 Nar 2 5
lesz hamis

Tehat nincs a grafban megfelel§ 2-szinezés




Polinomidej( visszavezetések

Legyen L, és L, két nyelv ugy hogy L, <, L,.Ha L, € P, akkor L, € P. Tovabba ha L, € NP, akkor L, € NP.

/f Bizonyl'ta's ======================================ﬂ“

H Tegyuk fel, hogy L, € NP és legyen M, az L,-t eldonté nemdeterminisztikus, M pedig az f visszavezetést [

| kiszémitd (determinisztikus) Turing-gép I

. [
I © Konstrudljuk meg M, -et: @ ) I

— _ L, .
Ugyanaz a konstrukcid, mint amit a e i I
felismerhet6 nyelveknél lattunk az n > n [
(altalanos) visszavezetések kapcsan! Il

4
I
| ° Vilagos, hogy M, egy L;-et eldonté nemdeterminisztikus Turing-gép I

(¢]

i M, polinom idej(i: legyen M idGigénye p;, M,-é pedig p, (p; és p, polinomok) I
|

I
I > ezért az M, idGigénye O (p,(n) + p,(p1(n))), ami szintén polinom I

I Tehat L, e NP
I > Tovabba, ha L, € P, azaz M, valaszthato determinisztikusnak, akkor M; is az
k[ > Kapjuk, hogy L; € P

I ° ha w n hosszu, akkor f(w) legfeljebb p; (n) hosszu lehet

Lattuk, hogy 2SZIN <, 2SAT
Logikardl tudjuk, hogy 2SAT € P

__________________________________ Kovetkezik, hogy 2SZIN € P




NP-teljesseg

Legyen C egy problémaosztaly

Egy L probléma C -nehéz (a polinom idej(i visszavezetésre nézve), ha minden L' € Cesetén L' <, L

Egy C -nehéz L probléma C -teljes, ha L € C

I Az NP-teljes problémak a legnehezebben megoldhaték az NP osztalyon belul (az el6z6 folian I
I bizonyitott allitas alapjan az nem lehet, hogy egy NP-teljest megoldok ,kénnyen”, de van olyan NP- I
beli, amit nem tudok megoldani ,konnyen”) I

Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP

Bizonyita,s —F— N §F §F §F § § §F & §F §F §F & & & & & & & & & & & 5 5 & 5 & 8
| Mivel P € NP, elég megmutatni, hogy NP € P I

I
| Legyen L' € NP egy tetsz6leges probléma; ekkor L’ <p L (mert L NP-teljes) H

—




Az elsO NP-teljes problema: a SAT

Cook tétele: SAT NP-teljes (NP-beliséget lattuk, a teljességet nem bizonyitjuk)

A polinom idejl visszavezetések tranzitivak:

> Kordbban lattuk, hogy ha p;(n) és p,(n) polinomok, akkor p;(n) + p,(p;(n)) szintén
polinom

Kovetkezmény: ha L NP-teljes, L' € NP és L <p L', akkor L' is NP-teljes

A T s s e s = = == = 0
I
I
I
I
I

H Bizonyitds: Mert tetsz6leges L" problémaéra L <, L (hiszen L NP-teljes)

H TehdtL" <, L <, L', azaz L' <, L’ (mert a polinom idejii visszavezetések tranzitivak)
| Ezért L' is NP-teljes (mert NP-beli, és minden NP-beli visszavezethet§ ra polinom idében)




3SAT NP-teljes

3SAT:
> Adott egy @ zérusrend(i KNF, melynek minden tagjaban pontosan 3 literal szerepel

o Kérdés: kielégithet6-e ¢?

3SAT NP-teljes

T Bizonyita’s =======================================n

1 ° Vilagos, hogy 3SAT € NP I




3SAT NP-teljes

(1Bizonyitds —— T~ T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T A

| © TetszGleges ¢ KNF-ben lév6 formulahoz konstrualjuk meg @'-t a kbvetkez§ tablazat alapjan, ahol ”
I p,pq, ..., Pp_p mindig ], korabban nem hasznalt itéletvaltozok: I

[ p cgy C tagia |

H [ (lvivli) I
I LV, (LLvi, Vi) I
I LV, LVI,Vis ”
H LVLVIgVi, (LVI,VD)A(=p Vi V) I
I Lv-Vvi, (n=5) (VEVPOAGEPLVIBVP) A A(aPp—2 Vi1 Vi) I

T Belathatd, hogy ¢ kielégithetd < ¢’ kielégithet6 I

I
I Tegylk fel, hogy egy A valtozdértékadasra A E @ és legyen C a ¢ egy kldza I




3SAT NP-teljes

0 Bizonyitas (folyt.) == =TT =TT =T =TT =TT =TT =TT =TT =TT T T T T T T T === == ===== )

\

I HaaCklozl, I, VI,vagyl; VI, V5 alaku, akkor A trividlisan kielégiti ¢’ megfeleld kldzait I

I Ha C = ll VvV lz \% l3 VvV l4_, akkor I
" °o AE (ll V lz) VagyA = (13 V l4) "
I > Terjesszlk ki A-t a p valtozdra a kdvetkez6képpen [

> Legyen A(p) =0haA = (I;V],), éslegyen A(p) =1haA E (I3 V l,) (ha mindkét eset fennall, akkor A(p) I
I értéke tetszéleges) |

I > Ekkor A kielégiti ([;V I, V p)-tés (ap V [3 V Iy)-tis, azaz kielégiti a C-hez megkonstrualt ([;V [, Vp) A(=p V |
I I3V 1,) formulat I

I'"HaC =1,v--VvI, (n=>5),akkor a fentihez hasonléan kiegészithetjiik A-t igy, hogy kielégitse "

I @ megfelel6 klozat I




	1. dia: A megállási probléma
	2. dia: Rice tétele
	3. dia: Post Megfelelkezési Probléma
	4. dia: CF nyelvekkel kapcsolatos eldönthetetlen problémák
	5. dia: CF nyelvekkel kapcsolatos eldönthetetlen problémák
	6. dia: Bonyolultságelmélet – P és NP
	7. dia: Bonyolultságelmélet – P és NP
	8. dia: Polinom időben verifikálhatóság - példák
	9. dia: Polinomidejű visszavezetések
	10. dia: Polinomidejű visszavezetések – Példa 
	11. dia: Polinomidejű visszavezetések – Példa 
	12. dia: Polinomidejű visszavezetések
	13. dia: NP-teljesség
	14. dia: Az első NP-teljes probléma: a SAT
	15. dia: 3SAT NP-teljes
	16. dia: 3SAT NP-teljes
	17. dia: 3SAT NP-teljes

