A SAT valtozatai

Logika el6adason lattuk, hogy a HORNSAT probléma P-beli: Adott egy ¢ Horn-formula (olyan KNF, ahol
minden kldz legfeljebb egy pozitiv literalt tartalmaz); kielégithet6-e ¢?

Most megmutatjuk, hogy bar 2SAT és HORNSAT P-beli, a kovetkez6 probléma (nevezziik 2-3SAT-nak)
NP-teljes: adott egy ¢ KNF, ahol minden kl6z pontosan kettd literalt vagy pontosan harom negativ
literalt tartalmaz; kielégithet6-e @?

A

Ehhez megmutatjuk, hogy 3SAT <, 2-35AT:
> Legyen @ — @' a kdvetkezl leképezés: ¢ minden C kldzara

> ha C olyan, hogy harom negativ literalt tartalmaz, akkor vegytuk fel C-t ¢’'-be is

o Egyébként legyen C’ az a kléz, amit ugy kapunk C-bél, hogy benne minden x valtozét (azaz pozitiv literalt) kicseréliink —x-
re, ahol X egy Uj, még nem hasznalt valtozo, és felvesszik ¢'-be C'-t és az x V X és —x V =X kldzokat

> A @ — @ leképezése polinom idében kiszamithatd és vélasztarto is,

> hiszen (x VX) A (=x V =X) = (x = =1 X), tehat X-nek mindig x-el ellentétes igazsagértéket kell felvennie egy ¢'-t

L kielégit§ értékadasban




Grafokkal kapcsolatos NP-teljes probléemak

Legyen adott egy G = (V, E) iranyitatlan graf és K < |V/]
> FUGGETLEN CSUCSHALMAZ

> Kérdés: Van-e G-ben K darab olyan csucs, melyek egyikébdl sincs a masikba vezetd él?

> CSUCSLEFEDES

> Kérdés: Van-e G-ben K darab olyan csucs, hogy G minden élének egyik végpontja ezen csucsok
valamelyikére esik?

A fenti problémak mindegyike NP-teljes

I

|
I
|
|
|

Mindkét probléma polinomid6ben verifikalhatd, azaz NP-beli: Megadhatd olyan M nemdet.
Turing-gép, ami egy (G, K) bemenetre nemdeterminisztikusan felsorolja G K darab csucsat és
polinom id6ben leellendrzi, hogy ezek rendelkeznek-e a kérdéses tulajdonsaggal




emak

7 Bizonyitas (folyt.) \

ovabbi NP-teljes prob

I FUGGETLEN CSUCSHALMA?Z (FCS) NP-nehéz I
I > Megmutatjuk, hogy 3SAT <, FCS I

I ° Legyen @ = (31 VI VIz) A Ay V ia V ge3) I
I > Konstrualjuk meg G,,-t: I

" l13 lk3 "

L1 L1z Lt L I
| > Tovabba, [;; és I, kozbtt pontosan akkor van él ha ezek egymas komplementerei I
I o Végill legyen K = k I

I > Belathato, hogy a konstrukcio polinom id6ben elvégezhetd |

° Megmutatjuk, hogy ¢ kielégithet6 & G, -ben van K csucsu flggetlen csucshalmaz I




Tovabbi NP-teljes problémak

Bizonyitas (folyt.) @ =================s===s===s===s========= |

f

| @ kielégithetdé < H
I van olyan A értékadas, ami kielégiti minden kloz legalabb egy literaljat & I

| ezen literalokkal cimkézett literalok paronként nem szomszédosak G<p-ben = I
|

I Ge-benvan k csucsu flggetlen csucshalmaz

Legyen @ = (x VayVz)A(mxVyV-z) A(mxVyVz) A(-oxVayV z). Ekkor a G, garf:

Y

y
@, L) ® o O

A zolddel jelolt csucsok egy négyelem fliggetlen csucshalmazt alkotnak




Tovabbi NP-teljes problémak

¢ Bizonyitas (folyt) T =T === =======s=s=EEEEEEEEEEEEEE= \"
1

H CSUCSLEFEDES (CSL) NP-nehéz H

I Megmutatjuk, hogy FCS <,, CSL I
I Legyen G = (V,E) és K < |V| I
| ° Vegylk észre, hogy I

I G-ben van K csucsu fuggetlen csticshalmaz & G-ben van |V| — K csicsu cstcslefedés I

I Q Q |

| o « ® |
I
| v EP N / |

N e A bekarikazott csucsok fuggetlen csucshalmazt alkotnak &
A bekeretezett csucsok csucslefedést alkotnak

ii
S



talanositasa is az

Egy A probléma a B probléma altalanositasa (vagy B az A specialis esete), ha a B megkaphat6 A-bol ugy,

Ha valami nehez, akkor az a

hogy A bemeneteit megszoritjuk

(r 3

Vegylk példaul az ALT-SAT problémat, ami a SAT &ltalanositasa:
Adott egy @ itéletkalkulusbeli formula; vajon kielégithet6-e?

Ez a probléma szintén NP-teljes: NP-beli, amit hasonldoan lehet belatni, mint a SAT NP-beliségét; az
pedig, hogy NP-nehéz trivialis: barmit, amit a SAT-ra vissza lehet vezetni polinom idében, az ALT-
SAT-ra is vissza lehet (ugyanaz a konstrukcid j6 lesz)

Ez altalaban is igaz: egy NP-nehéz probléma altalanositasa szintén NP-nehéz

HITTING SET

Adottegy U halmaz, T = {s4, ..., S}, ahol s4, ..., s, € U, és egy K szam

Kérdés: Van-e olyan K elemt H € U halmaz (a hitting set ) ami tartalmaz minden T-beli
halmazbdl legalabb egy elemet?



HITTING SET

HITTING SET NP-teljes

Egyrészt NP-beli, mert polinom id6ben verifikalhato

Masrész a HITTING SET probléma a CSUCSLEFEDES éaltalanositasa: ha a
HITTING SET bemenetként csak olyan T-ket engediink meg, amiben csak kételemd
halmazok szerepelhetnek, akkor a CSUCSLEFEDES problémat kapjuk

Vegyiik példaul a kovetkezd grafot: p —QW
U
-(77 } *
\
S w \‘ t

Ebben négy elem( fliggetlen csucshalmazt keresni ugyanaz, mint az élek halmazaban (ami most a
T') keresni egy négy elemd , hitting set”-et:

o T = {{ul v}, {uls}, {v,wh, {slv}, W x3, {x[t}, {sly}, {y[T}, {s[t}}

> Egy négy elem( hitting set T-ben: H = {u, s, t, w}




HAMILTON UT

HAMILTON UT (HU): Adott egy G = (V, E) irdnyitott graf és s, t € V

Kérdés: Van-e G-ben s-bdl t-be Hamilton Ut (azaz minden csucsot pontosan egyszer érint6 ut)?

HU NP-teljes

t
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Bizonyitds — === === ========sssssssssssssssssssss===

Lattuk, hogy HU polinom idében verifikalhatd
Megmutatjuk, hogy SAT <, HU

| Legyen @ = ¢4 A -+ A ¢ egy tetszGleges KNF-ben adott formula
I

> Tegyuk fel, hogy a ¢-ben hasznalt valtozék: py, p,, ..., g




HAMILTON UT

I Minden p; valtozdhoz konstrualjuk meg egy alabbi részgrafot: I

VA I

| > I
| I
I cq-nek megfeleltetett cr-nak megfeleltetett Il

I csucspar csucspar I




HAMILTON UT

H Legyen G, az alabbi graf: [




HAMILTON UT

H Legyen G, az aldbbi graf: I




HAMILTON UT

H Legyen G,, az alabbi graf: I




HAMILTON UT

I

" B|Zony|'ta’5(f0|yt) — 13—\
|

| G polinom id6ben megkonstrualhaté H

” Tovabba, belathato, hogy ¢ kielégithets < G, -ben van Hamilton-ut s-bdl t-be H

Il - Megjegyzés: I
> Minden s-bél t-be vezet6 u Ut meghatarozza a ¢-beli valtozok egy A értékadasat: H

I > u egy p;-nek megfeleld részgraf tetején pontosan akkor megy balra, ha A(p;) = 1 I
I > Ekkor A E ¢ © u Hamilton Uttd alakithaté I

‘o __ )

Konstrualjuk meg G,-t,hagp = (pV =g) A (=p V q)



[IRANYiTATLAN HAMILTON UT

IRANY{TATLAN HAMILTON UT (IHU)
o Adott: G = (V,E) iranyitatlan graf és s, t € V

o Kérdés: Van-e G-ben s-bdl t-be Hamilton-ut?

[HU NP-teljes

(1 Bizonyitas == = =T =TT T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T )

Vilagos, hogy IHU is polinom id&ben verifikalhatd I
! Megmutatjuk, hogy HU <p [HU I

I Tetsz6leges G-re legyen G' = (V', E") a kdvetkez8 graf I
I Mindenu € V-re, u;, uy,u3 €V’ I
| ° Mindenu € V-re, {uy, u,},{u,, us} € E' I




[IRANYiTATLAN HAMILTON UT

H G' polinom id6ben megkonstrualhaté .
S

| Tovabba, beldthato, hogy

H G-ben van Hamilton-ut s-bél t-be & G'-ben van v

I Hamilton-ut s{-bdl t3-ba | |

H > Megjegyzés: A cstcsok tripldzasa biztositja G'-ben azt hogy a

I G-beli élek az iranyitasuk elvesztése utan is pontosan akkor

I alkossanak Hamilton-utat, ha G-ben azt alkotnak S1 U1 t,




FeszitOfa keresese

Egy G iranyitatlan graf feszitofaja a G egy olyan fa részgrafja, ami a G 0sszes
csucsat tartalmazza
o Feszitofat keresni lehet polinom idoben, pl. a Kruskal algoritmussal

Legyen KORLATOZOTT FESZITOFA a kévetkez probléma:
o Adott egy G iranyitatlan graf és egy K szam
> Dontsuk el, hogy van-e G-nek olyan feszit6faja, melyben a csucsok fokszama legfeljebb K

KORLATOZOTT FESZITOFA NP-teljes:
> NP-beli: a Turing-gép nemdeterminisztikusan legeneralja a G egy G’ részgrafjat (1gy, hogy
minden csiicsot megtart), és polinom idében ellendrzi, hogy G’ 0sszefiiggd és kormentes-e
(azaz fa graf-e) valamint azt, hogy benne minden csucs foka legfeljebb K-e

NP-nehéz, mert az IRANYITATLAN HAMILTON-UT altalanositasa:

o Egy G grafban egy olyan feszit6fa, melyben a csucsok kifoka legfeljebb 2 nem mas, mint egy
Hamilton-ut




IRANY{TATLAN HAMILTON KOR

IRANY{TATLAN HAMILTON KOR (IHK)

o Adott: G = (V, E) irdnyitatlan graf
o Kérdés: Van-e G-ben Hamilton-kor?

IHK NP-teljes

| Vilagos, hogy IHK polinom idGben verifikalhato I
I Megmutatjuk, hogy [HU <p IHK |

I Tetsz6leges G-re és s, t € V csucsokra, legyen G’ = (V', E") a koévetkezd graf I
I - V"=V u{u}, ahol u egy 0j, V-ben nem szerepl§ cstcs I
| O F "= EU{{s,u},{t,u}} I




IRANY{TATLAN HAMILTON KOR

/{: B|Zony|’taIS(fO|yt.) ===================================\\

I A konstrukcido szemléletesen: I

I Belsthato, hogy G-ben pontosan akkor van Hamilton-ut s-bél t-be, ha G'-ben I
| van Hamilton-kor I




UTAZOUGYNOK

UTAZOUGYNOK

> Adott: G = (V, E) irdnyitatlan graf az éleken pozitiv egész sulyokkal és K természetes szam

o Kérdés: Van-e G-ben legfeljebb K sulyd Hamilton-kor?

UTAZOUGYNOK NP-teljes

H Vildgos, hogy UTAZOUGYNOK polinom idSben verifikdlhatd I

I Eszrevessziik, hogy az UTAZOUGYNOK probléma bemenetét a kdvetkez6képpen megszoritva: ||
| ° G minden élén 1 suly szerepel I

I
. K = |V| ) I
I megkapjuk a HAMILTON KOR problémat I

I Tehat HAMILTON KOR az UTAZOUGYNOK egy specialis esete, azaz ez utébbi is NP-nehéz I




	1. dia: A SAT változatai
	2. dia: Gráfokkal kapcsolatos NP-teljes problémák
	3. dia: További NP-teljes problémák
	4. dia: További NP-teljes problémák
	5. dia: További NP-teljes problémák
	6. dia: Ha valami nehéz, akkor az általánosítása is az
	7. dia: HITTING , SET  
	8. dia: HAMILTON , ÚT 
	9. dia: HAMILTON , ÚT 
	10. dia: HAMILTON , ÚT 
	11. dia: HAMILTON , ÚT 
	12. dia: HAMILTON , ÚT 
	13. dia: HAMILTON , ÚT 
	14. dia: IRÁNYíTATLAN , HAMILTON , ÚT
	15. dia: IRÁNYíTATLAN , HAMILTON , ÚT
	16. dia: Feszítőfa keresése 
	17. dia: IRÁNYíTATLAN , HAMILTON , KÖR
	18. dia: IRÁNYíTATLAN , HAMILTON , KÖR
	19. dia: UTAZÓÜGYNÖK

