NP-TELJES PROBLEMAK SZAMOKRA

RESZLETOSSZEG probléma:

* Adott: a4, ..., a,, pozitiv egészek és egy K szam

* Kérdés: Kivalaszthatd-e az a;-k kdzul néhany ugy, hogy 6sszegik K legyen?
Allités: A RESZLETOSSZEG probléma NP-teljes

Az NP-beliség vilagos, az NP-nehézséget a 3SAT-rdél vald visszavezetéssel igazoljuk

* lLegyenp =cy A--Acpegy3CNF ¢; = ;1 VL, V{3, a@-belivaltozok: xq, ..., x;,

Ebbél elkészitjik a RESZLETOSSZEG probléma egy példanyat, melyben
n + m-jegyl (!) szdmok szerepelnek.

x;-bol a t; és f; szamok késziilnek:
> t; és f; els6 m jegye csupa 0, kivéve az i. jegyet, ami 1-es;
> t; utolsé n jegye kdzul az m + k. akkor 1-es, ha ci-ban szerepel z;,
egyébként 0;
> f; utolsd n jegye kozil az m + k. akkor 1-es, ha ci-ban szerepel —x;,
egyébként 0.

Tovabba, a; = b; = 0™*i=110" mindeni = 1, ..., n esetén

Az eredmény: a {f;,t;: 1 <i<m}U{a;,b;: 1 <i<n} halmazés a
K =11...133...3 célszam (m darab 1l-es, majd n darab 3-as).




RESZLETOSSZEG NP-TELJES

Példa
Ha ¢ = (21 V —22 V x3) V (1 V 722 V 24) V (—-x1 V T2 V —2g):

£, = 1000110 » 1 és f1 kozil pontosan az egyiket kell

f1 = 1000001
t2 = 0100001 egyiket — t; valasztasa feleljen meg az

f2 = 0100110 x; = 1, f; valasztdsa az x; = 0
ts = 0010100 értékadasnak;

vélasszuk (K elsé jegye miatt);

» altaldban ¢; és f;, kozil is pontosan az

f3 = 0010000 ezzel az m + j. jegyek mindegyike O, 1, 2
£, — 0001010 vagy 3 lesz j = 1,...,n-re, annak
fuggvényében, hogy c;-ben 0, 1, 2 vagy 3
literal valt igazza;

f4 = 0001001

a, = bl = 0000100 ha az m _|_J jegy 3, akkor jé, ha 2, akkor

az = by = 0000010 valasszuk ki még mondjuk a;-t, ha 1,
a3 = bz = 0000001 akkor a;-t és b;-t is, ha 0, akkor nem
K =1111333 tudjuk ezen a jegyen elérni a célszamot




NP-TELJES PROBLEMAK SZAMOKRA

HATIZSAK probléma:
* Adott: N elem mindegyikének w; sulya és c; értéke, valamint W és C

» Kérdés: Kivalaszthato-e ismétlés nélkil néhany elem ugy, hogy 6sszértékik = C és
osszsulyuk < W?

Allitas: A HATIZSAK probléma NP-teljes. Az NP-beliség vilagos, és nehéz, mert a
RESZLETOSSZEG altalanositasa

« Otlet: ARESZLETOSSZEG problémaban az a; értékekbdl rendre készitsiink egy
targyat w; = ¢; = a; sullyal és értékkel, tovabba legyen C = W = K, a célszam

Algoritmus a HATIZSAK megoldasara (az optimalizalasi verziéra):
A kovetkez6 rekurziv ésszefliggéssel szamithaté T'[i, w|, ami a legfeljebb az els6

1 targy felhasznalasaval egy w kapacitasu hatizsakkal elérhetd maximalis haszon:

0 hai=0

Tl —1,w) 1> 0,w < w;
max{7T[i — Lw],¢c; +T[i — L, w—w;]} ©>0,w>w

Ez ad egy O(N - W) iddigényl algoritmust, ami nem polinom, mert az input

mérete n = N(log w; + log CE) + log Ww. dinamikus programozas



HATIZSAK PROBLEMA

Felfoghatjuk ugy is, hogy az algoritmusunk akkor polinomidejl, ha az inputban a sulyokat
unarisan reprezentaljuk, vagy ha a sulyok a targyak szamanak egy polinomjaval
korlatozhatoak. Ez vezet el az algoritmikus bonyolultsagelméletben a pszeudopolino-
mialitas fogalmahoz:

Legyen A egy probléma.
Egy A-t eldontd algoritmus pszeudopolinomialis, ha tetszéleges (ai,. .. a.,) in-

~

puton a futasideje O((Zl<i<-‘m. a..z;) ) valamely konstans k-ra.

Emlékezzliink vissza: az input mérete E ~_ loga; volt!
1<i<m -

tehat nem az input méretéhez képest, hanem az input értékéhez képest kell polinom legyen.
Ha egy NP-teljes probléma eldonthetd pszeudopolinomialis algoritmussal, dgy
gyengén NP-teljesnek, ha pedig unaris valtozata is N P-teljes, akkor er6sen N P-

teljesnek nevezzik. Undris valtozat: amikor a szdmok unarisan jonnek be az inputra, pl a 4-et
1111 abrazolja

Ha egy erosen NP-teljes problémara van pszeudopolinomialis algoritmus, akkor
P = NP.

hiszen unaris szamabrazolasnal a polinomialis algoritmus ugyanaz, mint a
pszeudopolinomialis: méret=érték




A P és NP oszta

vok lehetséges viszonyai

NP-teljes

( N P-koztes )




Potencialis NP-koztes problémak

Példa izomorf grafokra (forras: Wikipédia)

GRAF IZOMORFIZMUS probléma:
> Adottak (1 és G, iranyitatlan grafok
° Kérdés: Izomorfak-e?

FAKTORIZALAS-E probléma:
o Adottak N, K > 0 egészek

o Kérdés: Van-e N-nek K-nal kisebb primosztdja?

* Ezek a problémak NP-beliek, de egyikrél sem ismert, hogy P-beli vagy NP-nehéz lenne
* Az asejtés, hogy NP-koztesek




Az NP és coNP osztalyok

Ha C problémak egy osztalya, akkor coC := {l_;| L € C} (itt L az a probléma melynek egy w

bemenete pontosan akkor pozitiv bemenete L-nek, ha w negativ bemenete L-nek)

coNP-teljes problémak:

 KIELEGITHETETLENSEG = ALT-SAT
* Adott egy ¢ itéletkalkulusbeli formula
* Kérdés: kielégithetetlen-e ¢?

« HAMILTON-UT
* Adott egy G iranyitott graf és s, t csucsai
* Kérdés: igaz-e, hogy nincs Hamilton-ut s-bél t-be?

coNP tartalmazza a polinomidében cafolhaté problémakat




Az NP és coNP oszta

vok

Legyen C problémak egy osztalya. C zart a polinom idej(i visszavezetésre nézve, ha tetszéleges
L, € Cés L, problémak eseten, L; <, L,-bdl kbvetkezik, hogy L; € C

Korabbi tétellink alapjan P és NP zartak a polinom idejl visszavezetésre nézve

Ha C zart a polinom idej( visszavezetésre nézve, akkor coC is zart
° Legyen L, € coCesL; <, L,

> Akkor L, € CésL; <, L, (mert cocoC = C)
> Amibdl L_1 € C (mert C zart)

> Esigy L; € coC (mert L, komplementere az L,)

Kovetkezmeény: coNP is zart a polinom idej(i visszavezetésre nézve




Az NP és coNP oszta

Egy L nyelv akkor és csak akkor C-teljes, ha L coC-teljes
o Elég az egyik iranyt belatni: tegylk fel, hogy L C-teljes
> Akkor minden C-beli visszavezethetd ra polinom id6ben
o Akkor minden coC-beli visszavezethetd L-re polinom idében, azaz L coC-teljes

vok

Kovetkezmény:
KIELEGITHETETLENSEG, ERVENYESSEG = {{¢) | ¢ érvényes zérusrend(i formula} és

HAMILTON-UT coNP-teljesek
» Trividlisan KIELEGITHETETLENSEG <, ERVENYESSEG

* Az asejtés, hogy NP # coNP

* Viszont ha egy coNP-teljes problémaradl kideril, hogy NP-beli vagy egy NP-teljesrél az, hogy
coNP-beli, akkor NP = coNP

e Azért, mert mindkét osztaly zart a polinom idejd visszavezetésre nézve




Tarbonyolultsag

A tarbonyultsag vizsgalatahoz un. off-line Turing-gépeket hasznalunk:
> A bemenetet csak olvassa

A kimenetet csak irja

A felhasznalt tarba csak a munkaszalagokon felhasznalt cellak szama szamit bele

I ° Off-line Turing-gépek hasznalataval szublinearis tarbonyultsagnak is van értelme I
I - A tar djra felhasznalhatd I




Tarbonyolultsag

PSPACE-szel jeloljik a

o polinom tarral
o determinisztikus Turing-géppel eldonthet6 problémak osztalyat

NPSPACE-szel jeldljuk a

o polinom tarral
° nemdeterminisztikus Turing-géppel eldontheté problémak osztalyat

Trivialisan: PSPACE © NPSPACE és NP € NPSPACE

Késbébb latni fogjuk, hogy PSPACE = NPSPACE és az a sejtés, hogy NP € PSPACE




Savitch tétele

Savitch tétele: Ha f(n) = logn és az L probléma eldénthetd f(n) tarbonyolultsagd nemdeterminisztikus
Turing-géppel, akkor L eldénthetd f?(n) tarbonyolultsdgl (determinisztikus) Turing-géppel

H El6szor definialunk egy specialis elérhetdségi problémat grafokban: I

H Legyen G = (V,E) egy iranyitottgraf, n = |V|[,1 < i < n,u,v €V, és tekintsiik a kdvetkez6
| Boole-fuggvenyt: " Egy u-bdl v-be tarté

I MAXELER(G,u,v,i) = igaz & G-ben van legfeljebb i hosszt Gt u-bél v-be ut hossza az uton

. Szerepld élek szama

H > MAXELER(G, u, v, i) kiszamithaté egy 0(log? n) tarigényl N (determinisztikus) Turing-géppel:
I > MAXELER(G,u,v,i) = igaz ©hai=1ésu = vvagy (u,v) € EVAGY i > 1 és I

, i , i
I 3w € V: MAXELER (G,u, w, H) = igaz A MAXELER (G,W, v, H ) = igaz [

I
L > Tehat N tarigénye O (log?n) I

° A szamitdshoz N-nek legfeljebb log n mélységli rekurzidt kell alkalmaznia, és a rekurzié Il
minden szintjén O (logn) méret(i adatot kell eltarolnia Il



Savitch tétele

M konfiguracios grafja w-n:
- A csucsai M lehetséges

[ ] , _ . - A grafban egy C; csucsbdl
I Ezek utan a tétel bizonyitasa: pontosan akkor vezet egy C,

| © Legyen M egy f(n) tarigényl nemdeterminisztikus Turing-gép és cstcsba él ha (7 = C;
| w az M egy n hosszi bemenete

I o Ekkor az M konfiguraciods grafjanak a mérete w-n 2% (™ egy alkalmas d konstansra I
I o Jeloljuk ezt a grafot G,-mel I

| ° Gu-ben kell keresni egy legfeljebb 24-F(M) hosszd utat a Ckezds k€zdO €s a Ceifpgaaselfogado I
H konfiguracid kozott I

I - Azaz az N Turing-géppel ki kell szamolni az MAXELER(GM, Ckezdés Celfogadés Zd'f(")) értékeét I

| ° Lattuk, hogy ez kiszamolhaté O ((log Zd'f(”))z) = 0(f*(n)) tarigénnyel I

\ ==============================y
‘ Kovetkezmény: PSPACE = NPSPACE \




emak

PSPACE-teljes prob

QBF mint quantified Boolean
QBF: formula

Adott egy ¢ prenex alaku zart Boole formula
Kérdés: Igaz-e ¢?

AXVYAZ(XVY)ANXY VZ)A(RY VAZ))igaz
IXVY (X VY) A (=X V =Y)) nemigaz

* Szokas a QBF-nek egy megszoritott valtozatat tekinteni: ¢-ben a kvantorok alternalnak, az elsé és utolsé
kvantor pedig 3
* llyen bemenetekre a QBF felfoghato kétszemélyes jatékként:

* Az elsé jatékos valasztja a paratlan valtozok értékét, és célja a formula igazza tétele
* amasodik valasztja a paros valtozoket, és célja a forme pontosan akkor igaz, ha az elsé jatékosnak
van nyerd stratégiaja ula hamissa tétele
llyenkor ebben a jatékban

QBF PSPACE-teljes (a kétszemélyes jaték valtozata is)




QBF PSPACE-teljes

| Csak azt mutatjuk meg, hogy QBF € PSPACE |
I > Az alabbi A algoritmus QBF-et donti el: I
I > Egy ¢ QBF bemenetre |

I > Ha ¢-ben nincs kvantor, akkor értékeljik ki: ha ¢ igaz, akkor a kimenetre: igen, egyébként a I
I kimenetre: nem I

| > Ha ¢ = 33X, akkor rekurzivan hivjuk meg A-t y-re X = igaz és X = hamis értékekkel is; Ha I
I valamelyik esetben igen a kimenet, akkor a kimenetre: igen, egyébként a kimenetre: nem I

> Ha ¢ = VX, akkor rekurzivan hivjuk meg A-t -re X = igaz és X = hamis értékekkel is; Ha mindkét I
esetben igen a kimenet, akkor a kimenetre: igen, egyébként a kimenetre: nem I

I > A tarigénye: I
H > A rekurzié mélysége: valtozok szama I
I ° Egy szinten tarolando adat: egy valtozo igazsagértékei |

I o Az 0sszes tarigény linearis ¢ valtozdinak szamaban I




FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes

FOLDRAJZI JATEK (F])
> Adott egy G = (V, E) iranyitott grafésp € V
o Kérdés: Van-e nyerd stratégiaja a kezd jatékosnak az alabbi jatékban:

o Két jatékos felvaltva jeloli meg p-bdl kiindulva G csucsait ugy, hogy a kovetkezd jatékos mindig csak egy a
legutoljdra megjeldlt csucsbdl elérhetéd még meg nem jel6lt csucsot valaszthat

° Az veszit aki nem tud Ujabb csucsot megjeldlni

F] PSPACE-teljes

H F] € PSPACE I
I > Hasonldan lathaté be, mint QBF esetében "




FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes

|

:I F] PSPACE-nehéz: ”

I > Polinom id6ben visszavezetjik ra QBF-et I

I ° Legyen [

" o (p = 3X1VX2 ...VXk_laxkl/), ahol 1/) = C1 N A Cm ”

> (QBF ilyen alaki bemenetekre megszoritva is PSPACE-teljes) Il

I ¢ Konstrualjuk meg G-t a kdvetkezGkeppen e B |

| > Minden X;-hez elkészitiink egy részgrafot: I

| X;: I
I I
I I
I I

ﬁ 9 J ”




FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes

7 Bizonyitds (folyt.) === == == === sss====== Q\\

| Legyen G, az dbran lathato graf ”

| > A konstrukcié polinom id6ben elvégezhetd és valasztarto: belathatd, hogy I
| ¢ igaz < G,-ben van nyerd stratégiaja a kezd6 jatékosnak I

| c jatékosoknak csak kovetnilk kell a masik jatékban [

" vald nyer6 stratégiajukat (ha van): a )
| ° X;igazza tételének az felel meg, hogy a graf megfelel P n

I rombuszaban balra kell menni, a hamissa tételének meg L c1

I az, hogy jobbra X1 i

| ° Mindig az egyes valasztja az utolso valtozo értékét illetve 1)

I ennek megfelel6en az utolsé rombusz bal vagy job oldali Ly NCi Y

I csucsat X,:

I o Ezért az egyes valasztja a Y-t, majd a kettes valaszt egy
| olyan csucsot (klozt), amit reményei szerint sikerlt
I hamissa tennie

° Ha egyesnek van nyerd stratégiaja, akkor mindig tud
valasztani egy olyan literalt, amit a kettes altal valasztott
I klézban is sikerult igazza tennie X

T Ekkor kettes nem tud olyan csucsot valasztani, ami
L még nem volt valasztva ... \_




Az L. és NL osztalyok

L: determinisztikus Turing-géppel logaritmikus tarral megoldhato problémak osztalya

NL : nemdeterminisztikus Turing-géppel logaritmikus tarral megoldhaté problémak osztalya

Trivialisan L € NL , de az a sejtés, hogy a tartalmazas valodi

Egy K; nyelv logaritmikus tarral visszavezethet6 egy K, nyelvre (jele: K; <; K,),haa K; < K,
visszavezetés kiszamithato logaritmikus taras determinisztikus (off-line) Turing-géppel

Egy K nyelv NL-nehéz (a log. taras visszavezetésre nézve), ha minden K’ € NL nyelvre, K’ <; K
Az K nyelv NL-teljes, ha K NL-nehéz és K € NL is teljesul

L zart a logaritmikus tarral valé visszavezetésre

Kovetkezmény: Ha egy K nyelv NL-teljes és K € L, akkor L = NL




Az L. és NL osztalyok

Az ELER probléma: Adott G = (V, E) irdnyitott graf és s, t € V

Kérdés: Van-e G-ben ut s-badl t-be?

|

ELER NL-teljes

r
|
1l
|

Bizonylltals — K ¥ ¥ F F F ¥ F F F F K F K F §F ¥ § F § ¥ F § ¥ § ¥ F ¥ §F ¥ ¥ ¥ ¥ N ¥ ¥

ELER € NL H
o Legyen M egy nemdeterminisztikus Turing-gép ami adott G = (V, E) grafra és s,t € V csucsokra a kdvetkez6t teszi: I
> Réirja s-t a masodik szalagra |

o Rairja a 0-t a harmadik szalagra I

> Amig a harmadik szalagon |V |-nél kisebb szam van I

> Legyen u a masodik szalagon |évé csucs I

o Nemdeterminisztikusan felir u helyére egy u-bdl elérheté v csucsot a masodik szalagra |

° Ha v = t, akkor elfogadja a bemenetet, egyébként noveli a harmadik szalagon lévd szamot binarisan eggyel

° Elutasitja a bemenetet I

> Beldthato, hogy M O(log |V|) térral elddnti, hogy van-e Ut s-bél t-be |




Az L. és NL osztalyok

H ELER NL-nehéz I
I - Legyen K egy NL-beli nyelv; megmutatjuk, hogy K <; ELER
© Legyen M egy K-t eldonté O(log n) taras nemdeterminisztikus Turing-gép és legyen u az M egy n hosszi bemenete I
I > Akkor M egy konfiguracidja c - log n méret(i valamely alkalmas ¢ konstansra I
I > Legyen G az M konfiguracios grafja az u-n I
I ° Legyen s és t rendre az M kezd§- és elfogadd konfiguracidja az u-n |

H ° Ekkor u € L(M) < G-ben van Ut s-bdl t-be, tehdt G megkonstrudldsa nem mas, mint K visszavezetése I
ELER-re

| Ez a visszavezetés logaritmikus tarral kiszamithato I
I > Lexikografikusan soroljuk fel az 6sszes ¢ - log n hosszu sz6t I
I o teszteljuk, hogy ez legalis konfiguracidja-e M-nek, ha igen, akkor a kimenetre irjuk, mint a G egy csucsat |
| > Az élek (konfiguracio parok) hasonloképpen felsorolhatdk, tesztelhetbk és a kimenetre irhatdk I




Az L. és NL osztalyok

" Korabban kimondtuk, hogy ha egy
NL-teljes problémarol kiderdil,
hogy L-beli, akkor L. = NL

7
Kovetkezmények:

- HaELER € L, akkorL = NL ™ ,
> ELER eldénthets O(log? n) tarral determinisztikusan £l E NL dat jelenti, hogy
ELER eldénthetd O (logn) tarral

o C ‘ - .
NLcP nemdeterminisztikusan;
k . 7 7
S | alkalmazzuk Savitch tételét!

H Legyen K € NL és M egy K-t felismerd logaritmikus taras Turing-gép I

H o M konfiguraciods grafja a w-n polinom méret(, polinom id6ben megkonstrualhato, és |
| ° ebben a grafban kell keresni utat a kezd6konfiguraciobdl az elfogadoba (feltehetjlk, hogy egy I

| elfogadd konfiguracio van) |

o

o

Legyen w az M egy n-hosszu bemenete I

I - Ez polinom idé alatt elvégezhetd (pl. Dijkstra algoritmusa) I




Az L és NL oszt3

Immerman-Szelepcsényi tétel: NL = coNL
o Tehat az is eldonthetd konstans sok csucs tarolasaval, hogy egy csucsbdl nem érhetd el egy masik csucs

o Ez meglepd, hiszen latszdlag ehhez el kellene tarolni a graf mar bejart részét
o A nemdeterminizmus lgyes alkalmazasaval ez nem sziikséges

vok

2

f

S A tanult (és egyéb) osztalyok feltehet6 viszonyai =
(f!( (és egyéb) y y N
[
u| R |||

L € NL = coNL € P € NP C PSPACE C EXPTIME | I
I EXPSPACE I

[ IH
o)
%%, I
A)}
éé* |||

PSPACE "l
= NPSPACE |||

o EXPTIME az exponencialis id6ben megoldhaté problémak
osztalya |

Ismert, hogy NL © PSPACE és P ¢ EXPTIME I

EXPTIME

Az a sejtés, hogy minden tartalmazas valodi

\
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