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Kornyezetfuggetlen nyelvtanok

I A kornyezetfiggetlen nyelvtanokat Noam Chomsky vezette be az 1950-es években a I

7 7 &4 Vé Vé Vé |I|
| természetes nyelvek strukturajanak leirasara I

I o Erre viszont csak korlatozottan alkalmasak IH

I Mire jok akkor? I:I

|  ° Programozasi nyelvek szintaxisanak megadasara I
I (Backus—Naur-forma, BNF) I

A bal oldalon |||
van amit
definidlunk

Hogyan ellenérizhetd, hogy az (a + b) * ¢

Eqgyszeri kifejezések definicidéja BNF-fel:
helyes-e?

<kifejezés> ::= <kifejezés> "+" <kifejezés> | e
INElsrelCE by <kifejezés>

..<..klfe-Je-ZeS,> >.k. "<k|fejezes> | megmondjuk, = <kifejezés> x <kifejezés>
("<kifejezés>")" | <konstans> mibél llhat egy = (<kifejezés>) * <kifejezés>
<konstans>:="a" | "b" | "c" kifejezés = (<kifejezés> + <kifejezes>) * <kifejezes>
(a | jel ,vagy”- =3 (<konstans> + <konstans>) * <konstans>
ként funkcional, =3 (a+b)*c
mint a Unix

regkifeknél)



Kornyezetfliggetlen nyelvtanok

Kornyezetfliggetlen (réviden: CF) nyelvtanegy G = (N, T, R, S) rendszer, ahol
o N véges, nemures halmaz: a nemterminalisok halmaza
o T véges, nemuires halmaz: a terminalisok halmaza, NNT = @
°© S € N a kezd6szimbdlum

> R: A — w alaku szabalyok véges halmaza, aholA € N,w € (N U T)*
> A tovabbiakban G szimbdlumai alatt az (N U T) halmazt értjuk

Tetsz6leges u, v € (N U T)™ szavakra, u-bél kdzvetlenil derivalhaté (vagy levezethetd) v

(jele: u = v) ha u, v felbonthaté u = uAu, és v = u;wu, alakban ugy, hogy A - w € R
o Szemléletesen:




Kornyezetfliggetlen nyelvtanok

Egy ug, Uy, ..., U, (n = 0) sorozatot a v sz6 u-bdl vald
derivacidjanak (levezetésének) nevezziik ha

© u=u0=>u1=>u2=>m$un_1$un=v

Ez esetben azt mondjuk, hogy a v derivalhato vagy levezethet6 u-
bdl, jele: u =" v §

> Mondatformanak neveziink egy u szét, N ={S},T ={a, b}
haS=>"u R={S—>¢S§ - aSh} Kezd&szimbdlum: S
, , , . (R ={S — aSb|e}),
A G altal generalt nyelv: azon T'felftt' szavak S = aSbh = aaSbb = aaaSbbb = aaabbb derivacio
halmaza, melyek levezethet6k S-bdl
e S
> Ezt a nyelvet L(G) jeldljuk PR
a s L
Egy L nyelvet kornyezetfiggetlennek SN denva,c o> fa
. . - a S b (pontos def. késbbb)
(roviden: CF) nevezlink, ha van olyan
PR
G CF nyelvtan, melyre L = L(G) a S b

IS

A generalt nyelv: {a™b" | n = 0} ;




Kornyezetfuggetlen nyelvtanok — Pe

da

Az ilyen nyelvtanok egyik legjellemz6bb tulajdonsaga az, hogy a helyes zardjelezéseknek
megfeleld strukturak modellezhetbk vele

Példaul a helyes zardjelezések nyelve a kovetkezd nyelvtannal generalhato:
o A terminalis jelek: ( és )

o A nemterminalisok: S

Derivacios fa

o Kezd6 nemterminalis: S
> A szabalyok: S - SS| (S)] ¢

Az (())() szo egy levezetése:
° §$=585=(5)S
= (($)s = (0)s
= (D))= (DO




Derivacios fak

Legyen G = (N, T, R, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Egy G-feletti derivacios fa egy olyan

fa, amire teljestilnek az alabbiak:
A'

A gydkere S-sel van cimkézve

A levelek cimkéje

terminalis
szimbdlum illetve az

€ lehet, és

ha egy csucs
cimkéje €, akkor &-
nak nincs testvére

Ha egy X-el jel6lt csucs gyerekei
X1, .., Xy, akkor X — X; ... X,, egy R-beli
szabaly

A fa csucsainak cimkéi G
szimbdlumai és az € lehetnek

A derivacios fa leveleinek
cimkéi balrdl jobbra olvasva:
a derivacios fa hatara




(7 N\

Egy G = (N, T, S, R) CF nyelvtan altal generalt nyelv szavai és G derivaciods fai kdzott szoros
kapcsolat van:

o Tetsz6leges u € T™ szbra:

> U levezethetd G-ben & G-nek van olyan derivaciés faja, melynek a hatara u

Egy L € X" nyelv széproblémaja alatt a kovetkezdt értjik:
> Legyenw € X*

> Dontsuk el, hogy w € L teljestl-e

Azt a programot, ami megoldja a szoproblémat hivjuk elemzének

I Ha egy L nyelv egy G CF nyelvtannal adott, akkor a fentiek alapjan azt, hogy w € L teljesiil-e |

I eldonthetjuk ugy is, hogy megprobalunk egy olyan derivacios fat felépiteni, melynek hatara w I

I Ha a derivacidés fa még nincs készen, azaz van olyan levele, ami egy nemterminalis, akkor I

m altaldban a kbvetkezs kérdésekre kell vélaszt adni: I

I 1. Melyik nemterminalist terjesszik ki Il

- 2. Melyik szabalyt alkalmazzuk erre a nemterminalisra |

e . . . . . e . . . . e . . . . . s . s s s s e s s s e e s s s s s — — —— —



Derivacios fak — Példa

' Az egyszerli kifejezések korabbi — BNF-fel megadott — leirdsa CF nyelvtannal I
megadva (nevezziik ezt a nyelvtant CFEXP1-nek): |

I o Terminalis jelek: +,%, (,), a (az egyszer(iség kedvéért a tovabbiakban a konstansok jeldlésére csak az a I
I terminadlist hasznaljuk)

I ° Nemtermindlisok: K, ez lesz a kezd§ is Az elsé levezetes A masodiké és I
I o Szabalyok: derivacios faja: harmadiké: I

I o KoK+K|K+*K|(K)|a

° Az a * a + a kifejezés néhany levezetése:
I 1. K>K+K=>K*xK+K=>K=+*a+K

I >axa+K>ax*xa+a

I 2 K=>K*xK=>a*xK=>a*xK+K

I >axa+K>ax*xa+a

I 3 K=>KxK=>K+*K+K=>axK+K

I >axa+K>ax*xa+a

| A harmadik csak annyiban kilonboézik a masodiktdl, ||




Derivacios fak — Baloldali levezeteés

| A derivaciods faboél konnyen kiolvashatd, hogy melyik nemterminalis melyik szabaly jobb oldalaval lett I
I kiterjesztve (el6z6 megjegyzés 2. pont), de az nem, hogy ez milyen sorrendben tortént (1. pont) I

G egy levezetését baloldalinak nevezziik ha minden lépésben az aktualis mondatforma legelsé

nemterminalisa van atirva (a jobboldali levezetések hasonldan definialhatok)

A baloldali derivacio jeldlése: uy =; uy =;...=; U, vagy uy = Uy,

Egy G CF nyelvtan derivacids fai és L(G)
szavainak baloldali levezetései kozott
kolcsonosen egyértelm( kapcsolat van

CFEXP1 levezetései kozul csak a 2. baloldali
levezetés




Egyertelmd CF nyelvtanok

A G CF nyelvtant egyértelm(inek nevezzik, ha minden u € L(G) szénak pontosan egy baloldali levezetése
(azaz derivaciods faja) van

CFEXP1 nem egyértelmd, de az altala generalt nyelvhez lehet egyértelm(i S
nyelvtant adni: Derivacios fa

> A terminalis jelek: +,%, a, (, ), a nemterminalisok: K, T, F, kezd6
nemterminalis: K

o A szabalyok:
o K->K+T|T,T>T*F|F,;F->(K)|a
° Az a * a + a kifejezés egyetlen baloldali levezetése:

o K=, K+T=>T+T=>T+*F+T=>F+«F+T=,a*xF+T>;a*xa+T
>,a*xa+F>a*xa+a




Egyertelmd CF nyelvtanok

Egy CF nyelvet egyértelmiinek neveziink ha generalhaté egyértelm( CF nyelvtannal

Nem minden CF nyelv egyértelm

Raadasul nem lehet algoritmust adni annak eldontésére, hogy egy CF nyelvtan egyértelmi-e (lasd kés6bb)

/=============================================\
| Egy nem egyértelmii CF nyelv: L = {atbIck |i,j,k=>1,i=jvagyj =k} I

'L generalasara alapvetden nincs mas mod, mint a kovetkez6 szabalyokkal rendelkezd G nyelvtan hasznalata (a I
| nagybetiik a nemterminalisok, a kisbet(ik a termindlisok, S a kezd8): |

I
|S—AB Ezt haszndljuk ha olyan szavakat

I: S CD akarunk levezetni, melyekben
ugyanannyi a van mint b

De akkor azok a szavak,
melyekben ugyanannyi a,
b és c van levezethet6k

I:A—>aAb|ab

:: BoeBle Ezt pedig akkor ha olyanokat,

I C-aC|a melyekben ugyanannyi b van mint ¢

- D — bDc | bc nyelvtan nem egyértelm( -

akkor is ha az els6 és
akkor is ha a masodik
szaballyal kezdjuk a
levezetést. Azaz a




Jobblinearis nyelvtanok

* EgyG = (N,T,S, R) CF nyelvtant jobblinedrisnak neveziink ha minden szabalya A — uB vagy A — u alaku,

aholA, BENésueT”

* Egy L nyelvet jobblinearisnak neveziink ha van olyan jobblinearis G nyelvtan, melyre L = L(G

A felismerhet6 nyelvek megegyeznek a jobblinearis nyelvekkel

/

Egyik irany: Legyen M = (Q, %, 8, qq, F) egy véges automata
> L(M) generalhato azzala G = (Q, %, R qo) jobblinedris nyelvtannal, melyre

={q - aq’ | q—>q 'az M egy atmenete} U {q > €| q € F}

Masik irany: legyen G = (N, T, S, R) egy jobblinearis nyelvtan
o feltehet6, hogy R szabalyai A — aB vagy A — ¢ alakuak, ahola € T,B € N

> Pl.egy A > auB alaku szabdly, ahola € T,u € T*,B € N, lecserélhet6 A — aA’, A’ - uB szabalyokra,

ahol A’ egy Uj nemtermindlis. Ezt a gondolatmenetet alkalmazva elérhet8, hogy minden szabdly a
fenti alaku legyen

> L(G) felismerhet6 azzalaz M = (N, T, §,S, F) NVA-val, melyre tetsz6leges
A € N,a €T esetén

a
A—>B pontosan akkor egy atmenete az M-nek ha A = aB € R,
és A € F pontosan akkorha A - € €R

Bizonyitds -= == ===================s========

— — — — — — — — — —

Az

L ={u € {0,1}" | |u|, paratlan}
nyelv felismerhet6 az alabbi véges
automataval:

és generalhato az alabbi jobblinearis
nyelvtannal:

* Nemtermindlisok: 4, B
Terminalisok: 0,1
KezdGszimbdlum: A

Szabalyok: A - 14,4 —»

0B,B - 1B,B - 0A4,B — ¢




Kornyezetfuggetlen nyelvek — zartsagi tulajdonsagok

[ Kovetkezmény: Minden regularis nyelv kornyezetfiggetlen ]
[ A kornyezetfliggetlen nyelvek zartak a regularis miveletekre ]

| Legyen G; = (N4, T, S, R{) egy L1 nyelvet, G, = (N,,T,S,, R,) pedig egy L, nyelvet generald CF I
| 1 |
I nyelvtan I
” > Feltehetjlk, hogy N; és N, diszjunktak I

| Legyen S egy Uj nemterminalis ”

| ° Az Ly UL, nyelvet generalé CF nyelvtan: I

” G - (NlUNZU{S},T,RlUR2U{S_)51,S_)52},S) "
|

1 ° AzLiL; nyelvet general6 CF nyelvtan: I

" G = (Nl U Nz U {S}, T, R1 U Rz U {S i S]_Sz}, S) "
oA L7 nyelvet generald CF nyelvtan : I
l G = (N, U{S},T,R, U{S = SS,,S = ¢},5) I




Kornyezetfuggetlen nyelvek — zartsagi tulajdonsagok

A kornyezetfiuggetlen nyelvek nem zartak a metszetképzésre és a komplementerképzésre

(( Bizonyita’s — 8§ F & & & & & & & & & & & & & & 5 & 5 & & & 5 & & 5 & & & 5§ F 5§ 5

| Elég megmutatni az allitast a metszetképzésre, abbdl az egyesitésre valod zartsag miatt adddik az allitas I

I a komplementerképzésre ”

[
I Legyen Ly = {a™b"c™ | n,m = 0} és L, = {a™b"c™ | n,m = 0) Il

I
I Vildgos, hogy Ly N L, = {a™b"c™ | n >0} ”

I
I Ugyanakkor{ a™b"c"™ | n = 0 } nem kornyezetfiiggetlen (ennek bizonyitadsa hamarosan) ”




A kornyezettuggetlen nyelvek korlatal

7 CF pumpald lemma A\
Legyen G = (N, T,R,S) egy L nyelvet general6 CF nyelvtan

Legyenp = kWI+1 ahol k az R leghosszabb szabalyaban a jobb oldal hossza

Legyen w egy olyan legalabb p hosszu sz6, ami levezethet6 G-ben. Ekkor w felirhaté

P 4 . + .yl >0
\ A A A A )
alakban ugy, hogy X X ;C( ;C \z(
1. |vy| >0, ) lvxy| < p g

Z. |vxy| <p,

3. uv'xy'z € L mindeni > 0 szdmra

e




O~

A kornyezetfiggetlen nyelvek pumpalo lemmaja

/ Bizonyitas i e e e e e e e e e e e e i
" Vegyik a w szé egy minimalis magassagu t derivacios fajat H
I ° t magassaga a leghosszabb uton 1évé élek szama; jele: |t| I
I A t hatdranak hossza legfeljebb k!l I
I Mivel w hossza legalabb k!N1*1 |¢t| legaldbb |[N| + 1 [

H Legyen h a t-ben az egyik leghosszabb ut, ekkor t felirhaté a kovetkez6 alakban: S I

I
[ S
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

" \ A A A J

I
I u v X y z

o

o

o

o

'€

Gekintsﬂk a h utat, és vegyiik a h-n az\
utolsé |N| + 1 nemterminalist

Ezek kozott kell legyen egy ismétl6dé
nemterminalis, vegylk a legelsé

ilyet, legyen ez B

A t'-vel jeldlt részfa i-
szeres iterdlasa (azaz
,€gymas ala irasa”)

J

1199-7 edeiey yauAjpw
‘e4 soldealiap A8s si z3

w ezen felbontdsara teljesiilnek a lemma \

feltételei:

1. vy nem lehet ires, mert akkor
készithetnénk egy alacsonyabb derivacios
fat melynek hatara ugyanugy w

2. vxy hossza legfeljebb p mert az 6t

I levezet6 der. fa magassaga legfeljebb




Az L = {a"b"c" | n = 0} nyelv nem kornyezetfiiggetlen

Hogyan lehet ezt megmutatni?

Tegylk fel, hogy mégis van olyan G CF nyelvtan ami L-et generalja és legyen p az el6z6 allitasban
definialt szam

w
Legyen w = aPbPcP, ez levezethets G-ben , A .
Mivel |w| = p, a w-nek van egy ilyen felbontasa: -bbb ...bbb| ccc ...ccc
\_V_Z _ \ y,
Y

vxy hossza

. max. p, ezeért
vy legalabb :
v2 2 yl bgett'jt legfeljebb
A kétféle betd

tartalmaz

Legyenw' =uvvxyyz lehet benne

Azt tanultuk, hogy G w'-t is tudja generdlni, de abban valamelyik bet(ib&l kevesebb van mint a tébbibél!

Hol a hiba? Hat ott, hogy feltettiik, hogy a G CF nyelvtan képes generalni az L-et generalni

Tehat L nem CF nyelv!
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