Kiszamithatosag elmeélet — Torteneti attekintes

David Hilbert azt gondolta, hogy minden probléma megoldhato
> Hilbert 23 problémaja (1900, Parizs)

Mit jelent az, hogy egy probléma megoldhatd?

> Azt hogy van egy olyan algoritmus, ami a probléma minden bemenetére
kiszamolja a helyes valaszt

A kiszamithatosag- és bonyolultsagelméletben jellemz6en eldontési
problémakkal foglalkozunk:

> A bemenetre a vdlasz binaris: igen/nem, true/false, 1/0

Eldontési probléma példaul az ELERHETOSEG:
© Bemenet: egy G = (V, E) irdnyitott graf, ahol V = {1, ..., n}
© Kérdés: Vajon van-e ut G-ben 1-bdl n-be?




Kiszamithatosag elmélet — Elddnthetd problemak

A megoldhato eldontési problémakat eldonthetének nevezziik

ELERHETOSEG elddnthetd:

Ez egy polinom

Bemenet: G = (V, E) iranyitott graf, ahol V = {1, ..., n} _ e Sl
> Legyen S = {1}
o Amign €& SésS = 0
o Vegyunk ki egy u csucsot S-bél;
o Vegyuk be S-be azon u-val szomszédos csucsokat, melyek még nem szerepeltek S-ben
Han € S, akkor kimenet:igen, egyébként kimenet: nem
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Kimenet:igen




Kiszamithatosag elmélet — Hilbert 10-ik problémaja

Hilbert 10-ik problémaja (H10):
Bemenet: egy p egész egyltthatos polinom, x4, ..., x,, valtozokkal

Kérdés: van-e az x4, ..., X, valtozoknak olyan egész értékei, melyekre
p(xq, ..., x,) = 07?

Példaul ha p = 2x; — 3x,x, + 2, akkor igen a valasz a kérdésre
> Mert pl. p(2,1) =0

De példaul ha p = 2x — 1, akkor nem a valasz a kérdésre

o Mert nincs olyan i egész szam, melyre 2i — 1 =0

I Vajon eldonthet6-e H10? I

I |
| Tudjuk, hogy a Z-feletti szam n-esek felsorolhatdk, mondjuk a (0, ..., 0)-val kezdve |

:: (hogyan?) ”

|
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Kiszamithatosag elmélet — Hilbert 10-es

— — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —

" Tetsz8leges (i, ], k) € Z3 esetén legyen (i, j', k") a szamhdrmasok felsoroldsaban az (i, j, k)- I
T kdzvetlenil kovetd I

. . . : I
H Tekintslink a kovetkez6 algoritmust: I

H Bemenet: egy tetszéleges p(xq, X, X3) polinom I

I > Legyen (i,j,k) = (0,0,0) I
| Anigp(ij k) # 0 |
I o Legyen (i,j,k) = (i',j', k" I
I ° Kimenet:igen i

I |
| Eldonti ez az algoritmus H10-et? I

I o Egyrészt minden ,j6” bemeneten helyes valasszal megall

I o Masrészt a ,rossz” bemeneteken nem all meg I

I o Példaul a 2x; + 0x, + 0x3 — 1 polinomon nem &ll meg I

| |
I Tehat nem donti el a problémat (ahhoz az kellene, hogy minden bemeneten megalljon I

| helyes vélasszal) |

S — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —



et — Bevezeteés

Kiszamithatosag elme
Van masik algoritmus ami elddnti a H10 problémat?
> Nincs (Matiyasevich, 1970)

Egy tetsz6leges E eldontési probléma B bemenetét szokas pozitivnak nevezni
ha B-re a valasz igen E-ben, és negativnak, ha nem a valasz ra

Félig eldonthetonek (vagy rekurzivan felsorolhaténak) nevezziik azokat a
problémakat, melyekhez van olyan algoritmus, ami pozitiv bemenetekre helyes
valasszal megall, negativ bemenetekre pedig helyes valasszal megall vagy nem

all meg

Eldonthetdk (vagy rekurzivak) azok a félig eldonthet6 problémak, melyekre van
olyan algoritmus, ami minden bemeneten megall
o H10 tehat félig eldonthetd, de nem eldonthet6

o Logikan mar lathattunk ilyet: az els6rend( logikai formulak kielégithetetlensége is félig egy
eldonthetd, de nem eldonthetd probléma




Kiszamithatosag elmeélet — Elddnthetetlenség

| Az, hogy vannak eldOonthetetlen problemak szamossagi megfontolasok I
I alapjan is konnyen belathato: f
I ° Legyen X egy abécé I
| o Y-feletti formalis nyelv megszamlalhatatlanul végtelen sok van I
I o Tetsz6leges L € X* nyelvre a széprobléma is egy eldontési probléma: |

Il o Adott egy tetsz6leges w € X sz6; kérdés: vajon w € L teljestil-e? I
I Teh4t az elddntési problémak megszamlalhatatlanul végtelen sokan vannak I
I o Algoritmus viszont megszamlalhatoéan végtelen sok van: I

” o Minden algoritmus tekinthetd egy véges hosszu szénak I
I o Tehat az algoritmusok sorba rendezhet6k, példaul lexikografikusan |

i Ezért ha minden eldodntési problémdahoz hozzarendeliink egy 6t eldontd I
I algoritmust, akkor kell legyen olyan, amelyikhez nem tudunk algoritmust I
\ rendelni I




Kiszamithatosag elmélet — Eldonthetetlenség

e — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — —

j Hosyan lehet bebizonyitani, hogy egy probléma nem eldonthet§? I

I:I Kell egy matematikai eszkoz I:I

I ° Amir6l mindenki ,elfogadja” hogy amit algoritmikusan el lehet donteni, azt ezzel az eszkozzel is |

IH el lehet I:I
| © llyen eszkdz tobb is van: I
I
I

Il
Il o RAM gép (egyszer(i programozasi nyelv, kb. mint a gépi kdd) I

Turing-gép (a véges automatak, veremautomatdak altalanositasa), Alan Turing 1936 I

(e]

o A-kalkulus (figgvények absztrakcidjan és alkalmazasan alapulé formalis rendszer), A. Church 1936 I

||| o Altaldnos nyelvtan (a Chomsky-hierarchia legerésebb nyelvtana), Chomsky 1956 I

Church-Turing tézis: a kiszamithatdsag fenti modelljei mind az effektiven (algoritmikusan)
kiszamithatd problémak osztalyat definialjak (tézis és nem tétel, mert az, hogy , effektiven

kiszamithatd” egy intuitiv fogalom)




Kiszamithatosag elmélet — Eldonthetetlenség

I A Church-Turing tézis alapjan ha egy probléma nem donthetd el a fenti kiszamitasi modellek I

| €8vikével, akkor nem dénthetd el semmilyen algoritmussal sem :::

| Az elsé problémak, melyek eldonthetetlensége kiderdult: m

I o A Turing-gépek megallasi problémaja Il
I > A-kalkulusbeli kifejezések ekvivalenciaja I

I:I Az eldonthetetlenség bizonyithatd visszavezetéssel is (ezt kés6bb targyaljuk majd részletesen is): m
I o Legyen K és L két eldontési probléma, és tegyik fel, hogy K elddnthetetlen I

I - Havan olyan 4 algoritmus, ami a K bemenetébdl kiszamolja L bemenetét ugy, hogy pozitiv bemenethezll

I pozitivat, negativhoz negativat rendel, akkor L is eldonthetetlen I

I o Példaul vegyik a kovetkez6 problémat: adott egy F els6rendl formula, vajon tautoldgia-e F (masképp: ::I

I érvényes-e F)? I
I > Erre a problémara visszavezetheté a kielégithetetlenség eldontése (hogyan?), ami eldonthetetlen Il

I > [gy tehat az érvényesség sem lehet elddnthet6 I

============================================#/




A Turing-gép

Egy algoritmus modell formalis nyelvek eldontésére

Egy M = (Q,%,T, 6, qy, q;, ) rendszer, ami egy szalagon lévé szét olvas és ir:

* XY abemend jelek dbécéje; a bemenet mindig egy X feletti sz6

* T aszalagszimbolumok abécéje; a szalagon I'-beli szimbdlumok fordulhatnak csak
el6,2cTl, UET -2,
LI: Ures szimbolum, kezdetben ezek vannak a szalagon a bemenet koriil

\/

Bemenet
1

b Két iranyban
(potencidlisan)
T végtelen szalag

Két iranyban mozgé ir6 / olvaso fej

Véges vezérlo

/\

Q az M allapothalmaza, véges és nem lres

Speciadlis allapotok Q-ban: g, - kezd6allapot, g; - elfogadd allapot, g,, - elutasitd allapot

d az M dtmenetfliggvénye, azaz a gép ,programja”, ami Q' X I'-bdl Q X T’ X {L, R}-be képez,
ahol Q" = Q — {qi,qn}, L, R pedig a fej iranyai (Left, Right)




A Turing-gep

Legyen M = (Q,%,T, 6, qo,&&) egy Turing-gép

Ha (p,b,D) @6(61, a), ahol p,q € Q,a,beTr,D e {L,R}, akkor

a/b,D )
q >p az M egy atmenete

A 6 most is egyértelm(en leirhatd az atmeneti diagrammal

> A csucsok az allapotok, és két csucs kdzte egy a/b, D harmassal cimkézett éllel megfelel egy
atmenetnek

M megadasa atmeneti diagrammal: megjeldljik a kezd6- SsMgallapotoleat




A Turing-gep — pelda
Az My Turing-gép: . R 5(a1b) = (q1,b, L)

QJ L/u, L
a
~~
]

A be nem rajzolt atmenetek g,,-be vezetnek
Bemené jelek: a, b, szalagszimbdlumok: a, b,Ul, dllapotok: qq, 94, 94 » 9b» 9> 91> 9i» In

Szamitas az abba szén:

20 bb U=U bb U=
? 1 1
9, 9o 9o

LU=U bba U=3U bba ¥=>u bba LI
4 4
9a 9a 9a

L




A Turing-gép - Konfiguracio

AzM = (Q,%,T,0,q0, q;, q,) Turing—gép egy konfiguracidja egy harmas, ami leirja, hogy
° mivan a szalag nem csak LI-ot tartalmazd részén,
° hol van a szalagon a fej,
° milyen allapotban van M

Egy konfiguracio megadhato
o szemléletesen, mint az el6z6 példaban

> vagy uqv alakban, aholu € T'*, v € I'", uv a szalagon 1évé sz6 (tSle balra és jobbra csak L

van), q az M aktualis dllapota, a fej pedig v els6 betljére mutat

Egy uqv konfiguracio
> Kezd6konfiguracié, hav € 2t U {Uu}, g =qpésu = ¢
o Elfogado konfiguracid, ha g = q;
o Elutasitd konfiguracid, hag = q,
o Az elfogado és elutasitd konfiguracidkat megallasi konfiguracidknak is nevezziik

12



A Turing-gep — Konfiguracioatmenet

Legyen C; és C, azM = (Q,%, T, 6,9y, q;, q,) Turing—gép két konfiguracioja
o C, kdzvetlenil elérhetd C;-bdl, jele C; = C,, ha az alabbiak egyike teljesul:
> C; =uqav,C, = ubpv és5(q,a) = (p,b,R) ahola,h eT,u er*,ver"




A Turing-gép — Konfiguracioatmenet

Tobblépéses konfiguracio atmenet:
> Legyen C,C'az M két konfiguracidja
o (" elérhetd C-bél, jele C =* C’, ha
° vannak olyan Cy, ..., C,, konfiguraciék (n = 1) hogy
o C=C>C,>Ch.1=>C,=C(

M felismeri/elfogadja az u € X sz6t, ha az qyu kezd6konfiguraciobdl elérheté egy elfogadd
konfiguracio

Az M 3altal felismert nyelv:
L(M) :={u € X" | M felismeri az u-t}

Tekintsuk a korabbi M,,,; Turing-gépet:

* Lattuk, hogy M,,,; a qoaabb kezdSkonfiguraciobdl indulva elér egy elfogadasi konfiguracidt, tehat
elfogadja az aabb bemenetet

© L(Mpyy) ={uu™'|u € {a b}*}




Turing-felismerhetd nyelvek

Egy L nyelv Turing-felismerhetd, ha van olyan M Turing
gep, hogy L=L(M)
> Ha M minden bemeneten meg is all, akkor L

eldonthet¢ 0 __
\

A Turing-felismerheté nyelvek ugyanazok, mint a I:I Meg itt is (ezek I

rekurzivan felsorolhaté nyelveknek I L= ;53_'( Rl (8 RE ::I
Vé Vé . .e LX) urlng-

o Ezen nyelvek osztalyat RE-vel jeldljuk I:I felismerhet&ek) I

5 .. V24 7 4 M _ |I|

jﬂézléﬁ}g(lzntheto nyelvek osztalyat pedig R-rel I / |

Itt is vannak Il
nyelvek (ezek nem Il
eldonthet6ek) l
Pl. a Hilbert 10-es Il

lll !




Aszimptotikus jelolések

Legyen f, g: N —» N*fliggvények
o Az f legfeljebb olyan gyorsan né minta g (jele: f(n) = 0(g(n))), ha létezik olyan ¢ > 0, hogy
f(n) < c- g(n) majdnem minden n-re

* f(n) = Q(g(n)), ha g(n) = 0(f(n))
> f(n) = 0(g(n)), ha f(n) = 0(g(n)) és g(n) = 0(f(n))

Ha f(n) = 0(g(n)), de g(n) + O(f(n)), akkor ennek jele f(n) = o(g(n))

Ha p(n) és q(n) polinomok (pozitiv f6egylitthatdval), akkor
> p(n) = 0(q(n)) pontosan akkor, ha p fokszama legfeljebb akkora, mint g-é
> p(n) = ©(q(n)) pontosan akkor, ha fokszamaik megegyeznek

Legyen a > 1 egész szam. Akkor p(n) = o(a™)

Ha ¢ € N, akkor minden p(n) pozitiv f6egyutthatoju polinomra
> logn® = 0(logn) éslogn = o(p(n)),
> p(n) = 0(a!°8™) = 0(a™) minden a > 1 egész szdm esetén.

R ————————————————————————————
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Turing-gép — Iddigeny

Legyen f: N — N egy fliggvény, M pedig egy Turing-gép

o

Amig go-ban nem L-ra mutat a fej

o

o

Elfogadja a bemenetet M

A felismert nyelv: L(Myq;) = {uu™? | u € {a, b}"}

Hatarozzuk meg M, ,; altal felismert nyelvet és az idGigényét!

M id&igénye f(n), ha M minden nn hosszu bemeneten legfeljebb f(n) [épésben megall

Letorol egy betlit a szalagon 1év6 sz6 elejérdl és az Uj allapotban
megjegyzi ezt a bet(t

Elmegy a szo végére (ezt U jelzi) Az idGigény: Legyen a

Vi P t (3 fei ;s S utolsé betiii bemend sz6 u, a hossza n.
isszalép egyet (a fej pozicidja a sz6 utolso betlje) Mo u-n akkor Iép a

Ha a fej poziciéjan a sz6 elején letordlt bet(i van, akkor letérli az utolsé betiit, és az Uj legtobbet, ha elfogadja

allapot g4, egyébként elutasitja a bemenetet ésmegall Ekkor a ciklusmag egyszeri
végrehatdsa O(n) lépés

q1-ben visszamegy a sz6 elejére (ezt U jelzi) és qo-ba lép A ciklusmag legfeljebb

0 (n)-szer hajtédik végre
pai 1d6igénye 0(n?)




Tobbszalagos Turing-gep

Tobbszalagos Turing-gép
o Turing-gép k (konstans) szdmu szalaggal
A szalagok mindegyike rendelkezik egy figgetlen iré / olvaso fejjel
A bemenet az elsé szalagra kertl, a tobbi szalag Ures
Az atmeneti fliggvény:

8:(Q — {qi1, qn}) X T* — Q x T x {L, R}*
A tovabbi komponensek mint az egyszalagos esetben

Az egyszalagosra tanult definicidk kiterjeszthet6k a tébbszalagos esetre (atmenet,
konfiguracio-atmenet, felismert nyelv, id6igény, stb.)

Az atmeneti fliggvény és a gép most is megadhatd az atmeneti diagrammal




Obbszalagos Turing-gep — Példa

Az M4, kétszalagos Turing-gép —
atmeneti figgvénye: 8(qs,a,1) = (q3,a,U,L,S) Mpalz mkodése:
° Ha Ures a bemenet, akkor

sy a,a/a,a,R,L elfogad, egyébként
qi (UL ¢ a/a, 4R, . i
1 'S, b,b/b,b,R, L atmasol 1 bet(t a 2-es szalagra
g és g,-be lép
) 4 “y, al/au,LS ° Ha afej U-ra mutat, akkor
~ QQ4, bu/bu,L,S elutasit, egyébként
;l a,U/a,a,R,R aU/a,a,R,R 4 atmasol egy betlt a 2-es
~ ' bu/b,b,R,R  bU/bbRR szalagra és g,-be Iép
~do 11 2 u,u/l_l,u,L,Sq3 © Amig van bet(i a 2-es szalagon
) < Z . p
a,U/a,a, R\/ 0(n) © Atmasol két betL,u’t a 2-es szalagra
b,U/b,b,R, p——y Eoce ferl]itgss?tli egy bet van, akkor
hogy a fej helyben is L ;
maradhasson (S - stay) f_\o - ° qz-ban az els6 szalagon a sz6
épés elejére megy, majd q4-be lép
S — ° g4-ben az els6 szalagon jobbra,
* Abe nem rajzolt atmenetek q,,-be vezetnek — a masodikon balra Iépve
0 ” » .
* bemend jelek: a, b |é§2 0sszehasonlitja a két szalagon
* Afelismert nyelv: — |évé szot
L(Mparz) = {uu™t | u € {a,b}*} * Ha megegyeznek, akkor
* 1dGigény: O(n) elfogad, egyébként

elutasit
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