A nemdeterminisztikus Turing-gép

A két iranyban végtelen szalaggal rendelkezd, tobbszalagos Turing-gép altalanositasa
o Az atmeneti figgvény:
8:(Q = {qi, qn}) X T¥ = P(Q x T* x {L, R})
> Azaz: 8§(q,aq, ...,a;) S Q x 'K x {L, R}¥
> A tovabbi komponensek mint az egyszalagos esetben

Konfiguracidé: ugyanaz, mint a determinisztikus esetben

Konfiguracié atmenet: a determinisztikus esethez hasonldéan

o Példaul, legyen M egy nemdeterminisztikus egyszalagos Turing-gép és C;, C, az M két
konfiguracioja. C, kozvetlenil elérhetd C;-bdl, jele C; = C,, ha az alabbiak egyike
teljesul:

> C; =uqav, C, = ubpvés ((p,b,R) € 6(q,a)| ahola,b €T, u eT*,ver*
o C; = ucqav,C, = upcbv és|(p,b,L) € 6(q,a)| ahola,b,c €T, u,v el




A nemdeterminisztikus Turing-gép

A tobblépéses konfiguracid atmenet és a felismert nyelv a determinisztikus esethez hasonldéan definialhatd

Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép 0sszes szamitasa egy u szon egy un. szamitasi faval szemléltetheto:
o A gyokere az M kezd6konfiguracioja az u-n

o A csucsai M konfiguracioi

o Két szomszédos csucs (azaz egy éllel 6sszekdtott csuicspar) megfelel M egy lehetséges
konfiguraciéatmenetének

o Minden csucsnak annyi gyermeke van ahany nemdeterminisztikus valasztas |étezik az adott
konfiguraciéban

Pl. gou = Cy, = €, = -+ = elfogadd konf. vagy
qou = Cy3 = -+ = elutasito konf.

elutasito
konf.

elfogado
konf.

M elfogadja az u-t ha a szamitasi fa legalabb egy levele elfogadé konfiguracid




Nemdeterminisztikus Turing-gep

M eldonti az L € X* nyelvet, ha felismeri és minden u € £ széra az M szamitasi faja
véges és minden levele elfogadd vagy elutasito konfiguracio

M f(n) id6igény(, ha minden u € £* n hosszU szdéra a szamitasi fa legfeljebb f(n) magas

M43 miikodése:
* Ha Ures a bemenet, akkor
elfogad, egyébként atmasol 1

Az M),q;3 nemdeterminisztikus, kétszalagos Turing-gép:

., qi bet(it a 2-es szalagra és g4-be lép

el U'U/L/ a,a/a,a,R,L q,-ben szétosztja a szamitast:

::-’ alU/a,a,R,R ’L/:JZJ» b,b/b.b,R,L » Az egyik tovabbra is masol g4 -
3 [ bu/b,b, R,RQ Q ben
:;’ > (5 * A masik abbahagyja és g3-ba lép

do LI R RA' q1
au/a a,R, aU/au,Ss,L qs-ban az elsé szalagon jobbra, a

b,u/b,b,R,R b,u/b,U,S,L e , ; -
: _1 . masodikon balra [épve dsszehasonlitja
A felismert nyelv: L(Myq3) = {uu™ | u € {a, b}*} 2 két szalagon 16V sz6t
ldGigény: O (n) Ha megegyeznek, akkor el fogad,
egyébként elutasit




Nemdeterminisztikus Turing-gep

Minden M = (Q,%,T, 96, qo, qi, qn) f (n) idejli nemdeterminisztikus Turing-géphez megadhaté
egy ekvivalens, 2 o(f )y idejd M' (det.) Turing-gép

"c Bizonyl'ta's(va’zlat) =================================§II
I . s S Y

Legyen u € X* és tekintsuk az M t szamitasi fajat az u-n N\

|| 1]

I A t minden csucsahoz egyértelmdlen hozzdrendelhet6 Ci1 Cp I

H egy {1, ..., d}*-beli sz, ahol d a t kifokainak maximuma ' /\c e.uta::n I

22 I

I M’ egy ciklusban az egyik szalagjan lexikografikusan felsorolja elfosads Nﬂ\ﬂ [

I a{1,..,d} -beli szavakat egészen addig, amig nem talal t-ben onf. J

I elfogadd konfiguraciét: I
[ legyen az aktudlis sz6 w [
T M’ szimuldlja a gou =" C szamitast, ahol C a w-vel cimkézett konfiguracié t-ben H
| ° Ha C elfogadd, akkor M’ is elfogadé allapotba Iép I

|l - Egyébként atirja w az azt lexikografikusan kovetd széra I




Nemdeterminisztikus Turing-gep

Kévetkezmény: Ha egy L nyelv eldonthetd nemdeterminisztikus Turing-géppel, akkor
eldonthetd determinisztikussal is

° Az el6z6 szimulacidban a determinisztikus Turing-gép megadhatd ugy, hogy csak O (f(n)) hosszu
szamitasokat szimulaljon, és ha ezek kdzo6tt nincs elfogadd, akkor elutasitja a bemenetet

I
||| . 77 7 . V4 7 X . . . . Vé . Vd .
I id&igény drasztikus romlasa nélkul determinisztikus Turing-géppel szimulalni I

o N . , . : , [
Az a sejtés (még nincsen bebizonyitva), hogy nem lehet a nemdeterminisztikus Turing-gépet az




Turing-gep - bonyolult vagy egyszeru

|
I Bar a Turing-gép egy nagyon egyszer( algoritmus modell, mar a vele kapcsolatos legegyszer(ibb [

I kérdések megvalaszolasa is kihivas lehet [

m N o I
| Ezt demonstralja a ,Szorgos H6d” jaték: I

I ° Adottn = 2 szdmhoz keressiik azt az n allapotu Turing-gépet (n allapot plusz egy amiben megall), ami I
I bizonyithatdan a legtobbet |épi, miel6tt megall I

I - Agépet iires bemenettel kell inditani I
I Szalagszimbolumként csak LI és 1 hasznalhato

I A2 3allapotd ,,szorgos héd” I
I Vajon mennyit |ép és mennyi 1-est ir a szalagra, amig megall:
J yitlep y g

I A " D |||

I U/LR I

i o Valasz: 4 darab 1-es 6 |épés utan \




Turmg gep - bonyolult vagy egyszer(

I A3 3allapotu ,,szorgos hod” I
I - Vajon mennyit I1ép és mennyi 1-est ir a szalagra, amig megall: I

Il L/1,R
||| o '"
I
IH 4 1 )1/LR I
2 I
||| M\ </§
||| We" TS 4O III
I L/1,L [

" Valasz: 6 darab 1-es 14 |épés utan
A 4 allapotu ,,Szorgos H6d” Il
Il 13 1-est ir a szalagra 107 Iépés utdn I
| Alegjobb 5 allapotu jeldlt:
I 4098 1-est ir a szalagra 47.176.870 lépés utdn I
I Alegjobb 6 allapotu jeldlt: I

| ~35- 1018267 1-est ir a szalagra = 7.4 - 103°°3% [épés utan J"

—_— e — —— — . — —— — — — — — — —— — — — e — e — e — . —— . — . — e — e —— — . — — . — — ——  ——




éma mint formalis nyelv

Elddntési prob

Jelolés: Tetszb6leges D objektumra (D) jeldli a D egy tomor elkddolasat egy megfelel6 széban
(D lehet formula, graf, Turing-gép — lasd kés6bb, vagy barmilyen végesen reprezentalhatd dolog)

Tomor elkddolas: példaul ha egy szamot bindrisan adunk meg (unarisan nem tomor)

Egy P eldontési problémanak megfeleltethetd egy

Lp:={(I)|1IaP pozitivbemenete} formalis nyelv
SAT probléma:

Példaul * Input: konjunktiv normalformaju (itéletkalkulus-beli) formula.
* Output: kielégithets-e?

A SAT problémanak megfeleltethet6 a

{{p) | @ egy kielégithet6 itéletkalkulusbeli konjunktiv nf.} nyelv

L, = {{M,w) |w € L(M)} (M egy Turing-gép w pedig ennek egy bemenete) megfelel azon problémanak, ahol a
feladat annak eldontése, hogy egy M TG elfogadja-e a w bemenetet

o Ezt szokas univerzalis nyelvnek hivni

Litis = {{M) | (M) & L(M)} (M egy Turing-gép) megfelel azon problémanak, ahol a feladat annak eldontése,
hogy egy M Turing-gép elfogadja-e sajat maga kddjat bemenetként



/ /

A Turing-gepek elkddolasaro

I Megjegyzés: Ebben a részben csak {0,1} bemend abécével rendelkezd Turing-gépeket I
I vizsgdlunk

| Az(M,w) és (M) definicidja Il

Legyen M = (Q,{0,1}, T, 6, q0, qi, Gn) egy Turing-gép I
° () és ' minden eleméhez rendelhetlink egy sorszamot I

I > afej L és R irdnyait tekinthetjik rendre az 1-es és 2-es irdnynak Il

M minden 6(q,a) = (p, b, D) dtmenete egyértelmden elkddolhaté a kdvetkezd széval: I

[ <ko} kodja: (61)11(5,)11 ...11(5;), ahol 64, ..., §; az M Gsszes atmenete, (§;) az i-ik atmenet I
6dja

I (M,w)kédja: (M)111w I




/

aro

A {0,1}* elemei felsorolhatdak, pl. lexikografikusan:

{0,1}* = {¢0,1,00,01,10,11,000, ... 111, ...}

2-hosszu szavak
lexikografikusan
1-hosszu szavak rendezve
lexikografikusan
rendezve

0-hosszu
sz0

Jelolés: Mindeni = 1-re,
o w; jeloli a {0,1}* halmaz i-ik elemét

o M; jeldli a w; altal kédolt Turing-gépet (ha w; nem kédol Turing-gépet, akkor M; egy
olyan tetsz6leges Turing-gép, ami nem fogad el semmit)




Az RE szerkezete

Emlékeztetd:
° R az eldonthetd, RE pedig a Turing-felismerhet6 nyelvek osztalya
° R € RE

A célunk megmutatni, hogy :

Ligie = {{M) | (M) & L(M)}




Elddnthetetlen problémak

L4415 nem ismerhetd fel Turing-géppel

I Tekintsiik azt a T tablazatot, mely i-ik soranak j-ik oszlopa (i,j = 1), azaz T(i, j), akkor és csak akkor 1, ha w; € I
L(M;) I
| Legyen d a T atléjaban olvashatd végtelen hosszu bitsztring, és legyen d a d bitenkénti komplementere I
|: Ekkor igazak az alabbi megjegyzések: I
I ° Mindeni = 1-re, T i-ik sora az L(M;) nyelv karakterisztikus fliggvénye |
. d az Ly, 4 karakterisztikus fuggvénye I
| ° Minden Turing-géppel felismerhetd, azaz RE -beli nyelv karakterisztikus fliggvénye megegyezik T valamelyik soraval ||

|l - dkildnbodzik T minden soratdl

| Ezek alapjan Ly killonbozik az 6sszes RE -beli nyelvtdl I




Elddnthetetlen problémak

Az L,, nyelv eldonthetetlen

({: Bizonyitals ======================================\\

Il ° Indirekt mdédon tfh. L, € R és legyen M egy L,,-t eldénté Turing-gép |
Il - Konstrualjuk meg M'-t: I

| : w |

» .
" w —> ; (w, w) = i 4 "
Il Masol M g "
I —>(n

, I
I \M A w 3ltal kédolt T-gép és a w bemenet I

I parosa elkddolva ( azaz (w,w)= wlllw ) I

e Ekkor M’ elfogadja w-t & M nem fogadja el a (W, w) sz6t & A w éltal kodolt Turing-gép nem fogadja el w-t I
| °© Azazw € L(M') © w € Ly 1

I Tenat L(M") = Ly, ami ellentmondds, mert Ls; ;4 -t nem lehet felismerni I

u o Kovetkezik, hogy L,,-t nem lehet eldonteni I




Eldonthetetlen problémak

I,I,’f:====,==,=================§“

L., felismerhet6 Turing-géppel I U mikodése vazlatosan: I

I - Létrehozza M kezd&konfiguraciéjat elkédolva a 2-es (M |l

_ szalagja) és 3-as (M dllapota) szalagon I

Bizonyi‘ta’S S "

II: I 4 i Uni (s Turd o ol © Szimulalja M egy lépését: I
-t egy un. Univerzalis Turing-gép ismeri fel: . , e
I ut €8y &78€P > Leolvassa a masodik szalagrél M aktualisan olvasott |l

I szalagszimboélumat I

M kddja w
I —— —— ° Megnézi, hogy a bemenetén szerepl6 u sz6 kédol-e ”
H <Jufofojuftjrfrjoftju]..  Ubemenete (u) Turing-gépet; ha nem elutasitja a bemenetet I
I —X2 oy oy, > Leolvassa a harmadik szalagrél M aktualis allapotat I
ofof1]0]1]0|1 . . 2a s s
I = - M szalagja > Szimulalja M egy lépését (M ott van az 1-es szalagon) ”
[ elkédolva

° Ha M aktualis allapota elfogado vagy elutasito, akkor U ||

Il ~lujo]o]olo|ul.. : ) , iy , sy ,
I M "f”apo"a is belép a sajat elfogadd vagy elutasito allapotaba I
f p'4 elkodolva I

I Megjegyzés: ha M nem all meg w-n, akkor U sem all ||

1 Julofofofo]uol- Segédszalag meg (M, w)-n [




ema komplementere

Tehat egy P elddntési probléma komplementere az a
P probléma aminek pozitiv bemenetei a P negativ
Jelolés: bemenetei, negativ bemenetei pedig az P pozitiv

Egy elddntesi prob

 HaL S akkorL :={u€X*|u & L}azL komplementere” (il
» Tetsz6leges C problémaosztalyra coC jel6li a C-beli problémak komplementereinek az osztalyat

Ha L és L is felismerhetd Turing-géppel, akkor L elddnthetd

I Legyen M, és M, rendre az L-t és L-t felismer& Turing-gép I

| Konstrudljuk meg az M’ kétszalagos Turing-gépet: ( ) I
|| w _w_, s o, ||
” w—s{_My }>a—pa, |
I M’ ) I

I pm lemasolja w-t a masodik szala%jléra, majd felvaltva szimulalja M, és M, egy-egy lépését I
| addig, amig valamelyik elfogadd allapotba lép "
I

L l[gy M’ az L-et ismeri fel, és minden bemeneten meg is all, azaz M el is donti L-et |




RE nem zart a komplementerképzésre

Kovetkezmény: RE + coRE

I+ Tudjuk, hogy L,, € RE, ezért elég belatni, hogy L,, ¢ RE I
H * Indirekt médon tegyiik fel, hogy L,, € RE I
I+ Akkor a korabbi allitasunk alapjan L,, € R |

l ° De azt tanultuk, hogy L,, € R, ellentmondds, tehat L,, € RE I

R = coR

H Legyen L € R és M egy Turing-gép, ami az L-t donti el,,

I Akkor a kovetkezé M’ L-t donti el:

Hasonldan igaz, hogy P = coP

Ugyanakkor az a sejtés, hogy NP + coNP



Visszavezetések

Egy f: X" — A" fuggvény kiszamithato ha van olyan Turing-gép, ami egy u € X* szdval
az els0 szalagjan elinditva ugy all meg, hogy az utolso szalagjan az f (u) sz6 van

Egy L, € X" nyelv visszavezethet6 egy L, € A" nyelvre (jele: L; < L), ha van olyan
f: X" — A" kiszamithato fliggvény, hogy minden u € X" szdra,

hau € Ly, akkor f(u) € L, éshau € L, akkor f(u) € L,

pozitiv

Mivel tetsz6leges L nyelvre
L=1L,azL;ésL,illetve L,
és L, szerepének
felcserélésével kapjuk, hogy
L, < L, is teljesil




Visszavezetések

Kovetkezmény:
Legyen L, és L, két nyelyv, és tegyuk fel, hogy L; < L, Ha L, eldonthetetlen, akkor L, is az

Ha L, € RE akkor L; € RE, tovabba ha L, eldontheto, akkor L, is az |

Bizonyitas I
Legyen L, € RE I

I Legyen M, az L,-t felismerd, M pedig a visszavezetést kiszamité Turing-gép I
Konstrualjuk meg M, -et: -~ ~ I

M M
I i l 2 Qi > |

I 5

_—\
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

Z

Il Vilagos, hogy M; az L,-et ismeri fel, azaz L; € RE I
Ha L, € R, akkor M, valaszthaté olyannak, hogy minden bemeneten megall I
| Akkor M; is minden bemeneten megall, tehat eldénti L -et |




A Turing-gepek megallasi problémaja

Az alabbi nyelvet a Turing-gépek megallasi problémajanak nevezzik:
Ly, = {{M,w) | M megall w - n}

Eldontési problémaként megfogalmazva: Fontos: egy Turing-gép csak a g;
> Adott egy M Turing-gép és M egy w bemenete vagy ¢, allapotok valamelyikében
o Kérdés: Megill-e M a w-n? tud megallni

Ly, elddnthetetlen

I I
| Kordbbi tétel alapjan elég megmutatni, hogy L,, < Ly I

I Tetsz8leges M Turing-gépre, legyen M’ az aldbbi Turing-gép |
| M' tetsz6leges u bemeneten a kovetkezSket teszi: I
1. Futtatja M-et u-n (ahogyan azt az Univerzalis Turing-gép is tesz) I
I 2. Ha M q;-be |ép, akkor M' is g;-be lép I
I 3. Ha M q,-be |ép, akkor M’ egy végtelen ciklusba lép I




A megallasi probléma

| ° Belathatd, hogy |
I 1. Az f: (M) - (M'") leképezés egy kiszamithatd fliggvény I
| 2. Tetsz6leges M, w Turing-gép — bemenet parosra: I
(M,w) € L, © M megéll w-n q;-ben © Az M’ megéllw-n & (M',w) € L, |
| © Tehataz M’ konstrukcidja az L,, visszavezetése Lj-ra I
I o Mivel L,, elddnthetetlen, kovetkezik, hogy L, is az [

Visszavezetések megadasakor jellemz&en csak azon szavakat vizsgaljuk, amelyek I
| kodolnak valamilyen objektumot I

| Pl- a fenti esetben nem foglalkoztunk azzal, hogy f mit rendeljen egy olyan széhoz, I
I aminem kdédol Turing-gépet (ami egyébként egy konnyen kezelhetd eset) Il
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