* 1900: Hilbert 23 problémaja

* Pl 10-es: keresstik meg egy tetszoleges egész
egyutthatos tobbvaltozos egyenlet gyokeit

°* Pl bemenet: 3xy — 2x2 + 2z + 4 = 0, kimenet:
x=0,y=0,z=-2

Kiszamithatosag ° 1920-as évek: Hilbert programia
elmélet — * (Célja a matematika 6sszes elméletének
- axiomatizalasa egy végesen reprezentalhato
Egy SE axiomarendszerrel

torténelem

* 1929, Godel: Az els6rendt kalkulus teljes
(minden tautologia levezethetd egy megfeleld
axiomarendszerbol)




Kiszamithatosag elmélet — Egy kis torténelem

* 1931, Godel els6 nemteljességi tétele

* Minden olyan effektiven kiszamithaté elmélet ami tartalmazza az elemi aritmetikat nem lehet
egyszerre helyes és teljes

* Kovetkezmény: Hilbert programja megvalosithatalan
* 1930-as évek: kilonboz6 algoritmus modellek bevezetése
* Godel: rekurziv fliggvények
* Church, Kleene, Rosser: A kalkulus
* Alan Turing: Turing-gép

* Church-Turing-tézis: a kiszamithatosag kilonb6z6 matematikai modelljei mind az
effektiven kiszamithato fuggvények osztalyat definialjak

* Megjegyzés: A 10-es probléma algoritmikusan eldonthetetlen (1970, Matiyasevich)



Kiszamithatosag elmélet — Alaptogalmak

* Kiszamitasi probléma: olyan matematikailag precizen megfogalmazott probléma,
amit algoritmikusan szeretnénk megoldani

* Pl Hilbert 10-es problémaja

* Egy hétkoznapi problémahoz, megfelel6 absztrakcioval, altalaban megadhat6
ckvivalens kiszamitasi probléma

* Pl Utaz6 tgynok — Sulyozott Hamilton kor

* Hordok pakolasaa teherautora = Korpakolas



Kiszamithatosag elmélet — Alaptogalmak

* Eldontési probléma: Egy I bemenetre a valasz igen vagy nem (rendre, [ pozitiv
vagy negativ bemenet)

* Példa: SAT probléma

* P probléma megoldhat6, ha minden I bemenetre az [-re adott P szerinti valasz
algoritmikusan kiszamithato

* A megoldhat6 eldontési problémakat eldonthetének nevezzik

* Példa: SAT eldonthetd



Kiszamithatosag elmélet — Alaptogalmak

* Jelolés: Tetsz6leges D objektumra (D) jeldlia D elkddolasat egy megfelel abécé felett

* Egy P eldontési probléma megfeleltethetd egy

Lp:={(1) |1 aP pozitiv bemenete}

formalis nyelvnek

* Példa: Lsar (vagy SAT) = {( F)|F kielegithetd}



* Egy klasszikus algoritmus modell problémak
eldontésére

Bemenet
A
.U U a b b a U U . EGEHEZNLEN
potencialisan végtelen
‘ Két iranyban mozgé iro szalag
/ olvasé fej
Véges

vezérlo




A Turing gép

* Formalisan: M = (Q, X, T, 0, q9,9;, 45 ), ahol

Q az allapotok véges, nem tres halmaza, qg: kezd6-, q;: elfogadod, q,,: elutasité allapot

2 a bemen6 jelek abécéje

I' a szalagszimbolumok abécéje

@ cT, uerl — X U: dres szimbolum)

5:(Q —19;,9,}) XT = Q XT X{L,R, S} az atmeneti fugovény

* M mukodését egy adott szon konfiguraciok sorozataval irhatjuk le



A Turing gép mukodése

* Konfiguracio:

* Azaz, a szalagon csak az UV sz6 van (az azon kivuli rész csak LI-t tartalmaz)
* afeja v elsé betlijére mutat és az M a q allapotban van

* Tomorebben leirva: uqu

* M a miikodése soran konfiguriciditmeneteket (roviden: 1épéseket) hajt végre

* Ez mindig ,,kompatibilis” a §-val, pl.

u v u 1
1 |

Juvlal|w|ofalwfc|ul.. = Jula|w|b]bo|w]c|ul. akkoréscsakakkorha5(q’a)=(p’b’r)

(] (] 8




A Turing gép mukodése

* M clfogad egy w € X7 sz6t,

* haa w-t tartalmazé kezd6konfiguraciobol

* (azaz amikor M qg-ban van, a szalagon csak w van és M feje a w elsé betljére (W = € esetén egy

LI-re) mutat)
* konfiguracivatmenetek sorozatat végrehajtva

* egy elfogado (azaz q;-t tartalmazo) konfiguracioba jut

* Az M altal felismert nyelv (jel6lése: L(M)):

° azon X"-beli szavak halmaza melyeket M elfogad



Turing-felismerhet6 nyelvek

* Egy L nyelv Turing-felismerhet6, ha van olyan M Turing gép, hogy L = L(M). Ha M
olyan, hogy minden bemeneten meg is all, akkor L eldonthet6

* Megjegyzés:

* A Turing-felismerheté nyelveket nevezziuk még rekurzivan felsorolhatd nyelveknek; ezen nyelvek
osztalyat RE-vel jeloljuk

* Az eldonthet6 nyelveket nevezzik még rekurziv nyelveknek 1s; ezen nyelvek osztalyat R-rel jeloljuk
* Trivialisan R € RE

* Turing-gépek kiterjesztéset:
* tobbszalagos Turing-gép .

* nemdeterminisztikus Turing-gép (lasd kés6bb)



Turing-felismerhet6 nyelvek

* Turing-felismerhet6, de nem eldontheté problémak:

* Hilbert 10-es problémaja

* Egy els6rendt formula kielégithetetlen-e?

* Egy M Turing-gép elfogad-e legalabb egy sz6t? Formalisan: L = { (M) | L(M) # @}
* Nem Turing-felismerheté problémak:

* Egy els6rendt formula kielégithet6-e?

* Igaz-eaz, hogy egy M Turing-gép nem fogad el egyetlen sz6ét sem? Formalisan: L = {{M) | L(M) = @}
* Altalanosan: minden L € RE — R nyelvre, L € RE
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Turing-gépek 1dbigénye

* Az M Turing-gép idGigénye f: N — N, ha minden n hosszu bemeneten M
legfeliebb f(n) 1épésben megall

* Megjegyzés: nem kell a pontos 1d6igényt megadnil

* Hasznalhatjuk a nagy O jel6lést:

* f,9:N > R", az f legfeliebb olyan gyorsan né mint a g (jelélés: f = 0(g)), ha IAng €
N,c>0:Yn=ny f(n) <c-gn)

n

* Példaul, n'%°% =0 (Zm), logn = 0(n) (de forditva nem igaz egyik esetben sem)
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Turing-gépek 1dbigénye

* Milyen id6igényt Turing-géppel donthet6 el a SAT probléma?
* Legyen F egy m karakterbol allo, n valtozot tartalmazo KINF-ben 1évé formula
* Legyen M a kovetkez6 Turing-gép
* M a miasodik szalagjan legenerilja az Osszes lehetséges interpretaciot, ami O (n - 2™) 1épés
* Adott interpretaciora leellenérzi, hogy az kielégiti-e F -et, ami O (1) 1épés
* 'Tehat M id&igénye O(m - n - 2™) 1épés

* Azaz, ha nincs tul sok kl6z F ben, a futisi id6 exponenciilis (a kl6zok szima max. 3"; tehat ha
nagysagrendileg ennyi kléz van, akkor akar linearis is lehet a futasi ido)

* Nem ismert (a legrosszabb esetet figyelembe véve) ennél hatékonyabb algoritmus *



A Nemdeterminisztikus Turing-gép

* A Nemdeterminisztikus Turing-gép komponensei megegyeznek a determinisztikus Turing-gépével,
kivéve az atmeneti fliggvényt:

* 5:(Q—19;,g. ) XT > P(QXT x{L,R,S}) (azaz s mosta Q X I' X {L, R, S} részhalmazainak halmaziba
képez)

* Egy M nemdet. Turing-gép lehetséges szamitasai egy U szon egv un.
szamitasi (konfiguracios) taval szemléltethetdk: a qoll N\

— T Egy lehetséges szamitas
C11 C1z Ci3 példaul:

' C21 C22 elut;lsl'té qou = ClZ = C21 =288 =

konf. elfogado konf.

elfogadd

K kont. j
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* M clfogadja az u-t ha a szamitasi fa legalabb egy levele elfogad6 konfiguracié

* A felismert nyelv definicioja ugyanaz, mint a determinisztikus esetben



A Nemdeterminisztikus Turing-gép

* Az M nemdeterminisztikus Turing-gép eldonti az L © X™ nyelvet, ha
felismeri és minden u € X* széra az M szamitasi fija véges és minden levele
elfogad6 vagy elutasitd konfiguracio

°* M f(n) id6igényl, ha minden u € £™ n hosszu szora a szamitasi fa
legfeliebb f(n) magas

* Tétel: M-hez megadhat6 egy vele ekvivalens (ugyanazt a nyelvet felismero)
determinisztikus T-gép

* A bizonyitas konstruktiv de a kapott det. T-gép 1d61gény romlasa exponencialis

. . ., 15
®* nem ismert ]obb konstrukcid



A Nemdeterminisztikus Turing-gép

* Milyen 1d6igénnyel lehet eldonteni a SAT problémat nemdeterminisztikus Turing-
géppel?
* Legyen F egy m karakterbdl allo, n valtozot tartalmazé KNF-ben 1évé formula

* Egy M nemdeterminisztikus Turing-gép a masodik szalagjan nemdeterminisztikusan el6allit egy
lehetséges interpretaciot (M képes az Osszes lehetséges interpretaciot eléallitani ily médon), ami

O(n) lépés
* Erreaz interpretaciora leellen6rzi, hogy az kielégiti-e F-et, ami O(m) 1épés

* Bz O(n+m) = 0(m) lépés (nyilvan n < m, azaz legfeliebb annyi valtozé van F-ben, mint ami a
hossza)

* Azaz M idéigénye linearis figgvénye a formula méretének (hosszanak)

* Megjegyzés: az M felfoghaté tgy, hogy pathuzamosan futtat 2" szamitast, melyek 16
leellen6rzik az Osszes lehetséges interpretaciot



A hatékony visszavezetésekrol

* Egy A probléma hat¢konyan visszavezethet6 egy B problémara, ha van egy olyan M
nagyon haté¢konyan mukodo, pl. logaritmikus taras Turing-gép ami

* az A egy I bemenetét k6dolo6 (I} sz6bdl kiszamitjaa B egy I' bemenetét kédolé (I') sz6t tigy, hogy a
kovetkez6 teljesul:

* [ akkorés csak akkor pozitiv bemenete a A-nak ha I’ pozitiv bemenete a B-nek

* Ekkor ha van B-t hatékonyan megold6 algoritmus, akkor van ilyen A-ra is:

* Tegytk fel, hogy el akarjuk donteni, hogy az A egy I bemenete pozitiv bemenet vagy sem
* Konstrualjuk meg (I')-t az M Turing-géppel
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* Dontsiik el a B-t eldonté algoritmussal, hogy I pozitiv bemenete-e B-nek vagy sem



NP-teljes problémak

* Legyen C egy bonyolultsagi osztaly Emlékeztets:

* C-teljes problémak: azon C-beli problémak, melyek melyekre THHHE = H T -k

nemdeterminisztikus Turing-gépekkel polinom
idében megoldhato problémak osztalyai

minden tovabbi C-beli probléma hatékonyan visszavezethetd

* Ezek a problémak a legnehezebben megoldhaték a C-n belil
* Tétel: Ha egy NP-teljes problémardl kidertilne, hogy P-beli, akkor P = NP 1s igaz lenne

* Kovetkezik, hogy az NP-teljes problémak feltehetéen nincsenek P-ben, azaz az NP-teljes
problémakat feltehet6en nem lehet polinom idében (hatékonyan) megoldani

* Tétel: SAT NP-teljes (Cook tétele)

* Kovetkezmény: SAT-ra valoszintleg nincs polinom ideja algoritmus .



A klasszikus id6bonyolultsagi osztalyok viszonyai

o /
(sejtes)
. Polinom id6igényi
EXPTIME . .
nemdeterminisztikus Turing-
’  PSPACE geppel eldonthetd problémak
Polinom id6igénya

Exponencialis 1d6igényi

determinisztikus Turing-
géppel eldonthet6 problémak

Polinom tarigényt

NP-teljes

(nem)determinisztikus Turing-

Logaritmikus tarigényQ

nemdeterminisztikus Turing-

geppel eldonthetd problémak

geppel eldonthetd problémak SAT

determinisztikus Turing-

geppel eldonthetd problémak
Logaritmikus tarigénva

A legnehezebb problémak az
NP-n beltl

determinisztikus Turing-
geppel eldonthetd problémak

Megjegyzés: Az a sejtés, hogy az Osszes tartalmazas valodi, de egyel6re csak az bizonyitott, hogy P & EXPTIME



Klasszikus Id6ébonyolultsagi osztalyok

* Nehezen megoldhaté problémaknak néha érdemes a megszoritasait vizsgalni
* k =1, kSAT: Adott egy olyan F KNF, melyben minden tag pontosan k
literalt tartalmaz. Kérdés: Kielégithet6-e F?
* SAT, 3SAT: NP-teljes, azaz nehezen megoldhatok
* 2SAT: NL-teljes, azaz mar polinom 1d6ében megoldhat6
* HORNSAT: A Horn-formulak (olyan KNF amiben minden kloz legfeljebb
egy pozitiv literalt tartalmaz) kielégithet6ségének eldontése
* HORNSAT: P-teljes
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Klasszikus Id6ébonyolultsagi osztalyok

Néha a gyengébb keresési feltételekkel megfogalmazott problémak egyszeriibben
megoldhatok:

HAMILTON-UT: Adott egy G iranyitott graf és ennck s, t csticsai. Kérdés: Van-
e G-ben s-bdl t-be vezeté Hamilton-ut?

* HAMILTON-UT NP-teljes, azaz nehezen megoldhat6 a probléma

Ha csak tetsz6leges utat kerestink s-bol t-be: NL-teljes, azaz polinom idében
megoldhaté a probléma

Ha G raadasul iranyitatlan: L-teljes, azaz akar log-tarral is megoldhat6 a probléma

21
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