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Halmaz, fuggveny megvalositasa
AVL fak, B-fak, 2-3 fak, Piros-fekete fak, Hasitotablazatok

Asszociativ tomb megvalositasa
Rendezettminta-fak (Piros-fekete rendezett-minta fa)

(Intervallum-halmaz megvalositasa)
Intervallum-fak (Piros-fekete intervallum fa)

Vaghato, egyesitheto halmaz adattipus megvalositasa
Onszervezd binaris kereséfak



Sor, Verem megvalositasa

Lancolt listak

Prioritasi sor megvalositasa



Prioritasi sor muveletek:

void s.sorba(T x}

T s.sorbol()

67521

s.sorba(5) s.sorba(1)
s.sorba(8) s.sorbol() 8
s.sorba(2) s.sorbol() 7

s.sorba(7) s.sorbol() 5



Sor, Verem megvalositasa

Lancolt listak

Prioritasi sor megvalositasa

Mar ismert adatszerkezet: q‘*'\- A

Egyesitheto prioritasi sor megvalositasa
2?7?7977

Modosithato prioritasi sor megvalositasa

Modosithato, egyesitheto prioritasi sor megvalositasa



Binaris kupac



Kupm‘:: adakszerkezek %ulajdonsﬁga:

VA LA LA LLYW wupm?::

glcs
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Vp E Qpac : pqlcs = min(<pbal >qlcs ’<pj0bb> )



Kupac: adakszerkezek %utajdansﬁga:

YO X LU Mupar::

Vp S Qpac : qlcs = max(<p bal >qlcs < JObb > ) d;’

glcs
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58271 maximum kupac
void s.sorba(T x)



58271 maximum kupac

void s.sorba(T x)



58271 maximum kupac

void s.sorba(T x)



58271 maximum kupac
void s.sorba(T x)

o e



58271 maximum kupac
void s.sorba(T x)



58271 maximum kupac
void s.sorba(T x)



582171 maximum kupac
void s.sorba(T x)



582719 maximum kupac
void s.sorba(T x)



582719 maximum kupac
void s.sorba(T x)



582719 maximum kupac
void s.sorba(T x)



sorba muvelet idoigenye O(log(n))



maximum kupac
T s.sorbol()



maximum kupac
T s.sorbol()



sorbol muvelet idoigenye O(log(n))



A kupac adatszerkezet mar tanult megvalositasa

Nem dinamikus adatszerkezet



Dinamikus implementacio

Binaris fa 2 pointeres megvalositasa?

gyoker ~ o

~

!

ks

nil



Egyesitheto prioritasi sor




Egyesitheto prioritasi sor miveletek:
Eprisor s1,s2 ;
void s.sorba(T x) ; O(log(n) ?

T s.sorbol() ; O(og(n)) ?

Y\

Eprisor s1.egyesit(Eprisor s2) ;




Binomialis fa




maximum Kupac
Prisor Si, Sz ;

S=54A5;

def.: & mlvelet a nagyobb kulesot

tartalmazé gyokérelemhez kapesoljuk a
kisebb kulesot tartalmazs gyoskérelemet




maximum Kupac
Prisor Si, Sz ;

e S=54A5

.y

def.: & mlvelet a nagyobb kulesot

tartalmazé gyokérelemhez kapesoljuk a
kisebb kulesot tartalmazs gyoskérelemet




def.: legyen 06 (r) r-ed rangd binomialis fa
legyen 6 (0) egy egyetlen pontbol
allo binomiaris fa
es 6(r)=6(r-1)a 6 (r-1)

pelda:

6 (0)

() @ 6(1), @

6 (0)



pelda:

6(0) O 6 (1) f“”
A
6 (0)
6(2) 6 6 (3) 6 (
A A

0 (1 0 (



0 (4)

0(3)

0 (3)



tetel: h=0(log(n))

biz.:
h=h( 6 (r))=r+1
n=N( 6 (r))=2"
loga(n)=logz(2")=r-logz(2)=r=h-1
h-1=logz(n)
h=logz(n)+1=0(log(n))
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Binomialis kupac









Mennyi adatot kell tarolunk?

r{hi|n
O|1]1
1 12| 2 3
2|3
* n=5 n=6 n=7
314 |8

csak binomiaris fakat hasznal junk!
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tetel: l<logz(n)

biz:

L egyenld az n bindris
alakjdbawn szereplo 1-ek
szamaval, amtl kilsebb,
mint a bindris alak osszes
szémjegyeinek szama



Egyesitheto prioritasi sor muveletek:
Eprisor s1,s2 ;
void s.sorba(T x) ;

T s.sorbol() ;

Eprisor s1.egyesit(Eprisor s2) ;



T s.sorbol()




6 (3) 6 (4)
6(0) _6(Q)

0(3) 0(2) 76 ( 0 (0)



o (i) pl. i=4 6 (4)

0 (3) 6(2) -5 (1 6 (0)



o (i) pl. i=4

6 (3) 6(2) 6(1) 6 (0)



0 (0)

6 (1)

0(2)

0(3)



6 (0) 6 (1) 6 (3
( bi >
Eprisor sl.egyesit(Eprisor s2) ;

6(0) 6(1) 6 (2) 6 (3)
>



















Pont tarolasa

class bingp<T,K> {
T key ;
K value ;
int rang ;
bingp testver,elsofiu ;



class pbingp<T, K> {
T key 7
K value ;

int rang ;

bindp testver,elsofiu .

}

bindgp elso,nil ;




Egyesitheto prioritasi sor miveletek:

8@38811: O (wog W)
sorbol o (Logw)
sorba O (LOQ VL)

_ Létrenozunk €9y 1 elem % kRupacot

@@@@@t ke az s W@@@L

Létrehoz o (1)

megszuntet O (n)
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Modosithato Prioritasi sor
Binomialis kupaccal



modosit(x,k) {
1f (k>x.kulcs) {
X.kulcs=k ;
y=X
Zz=X.apa ;
while(z!=nil and y.kulcs<z.kulcs) {
csere(y kulcs,z.kulcs) ; // és érték

Y=2
z=y.apa ;
'
} else ... (HF!) torol (x) {
} modosit(x,INF) ;
O(log(n)) sorbol() ;

}
O(log(n))



Fibonaccl kupac




private class FibFaPont<E>{

E kulcs; apa

FibFaPont<E> bal, jobb, apa, efiu: bal jobb

byte fokszam;

boolean megjelol=false; efiu

FibFaPont(E k){
kulcs=k;
this.bal=this;
this.jobb=this;




Jelolje t(H) a H sorozatbeli fak szamat, m(H) pedig a
megjelolt pontok szamat!

p(H)=t(H)+2m(H)



Muveletek
H=egyesit(H1,H2);

A muvelet egyszeriuen megvalosithato ket
korlanc kozonséges egyesitésével.
Egyesitsuk a H1 e€s H2 korlancot, majd Hs:min
és H2:min kozul a kisebb kulcsot tartalmazo
legyen az egyesitett sorozat kijelolt minimum
pontja.



Ag:
o(H)-(p(H,)+@(H,))=
= (t(H)+2m(H))-((t(H,)+2m(H,))+(t(H,)+2m(H,)))
=t(H)-((t(H,)+t(H,))+2m(H) - (2m(H,)+2m(H.))
=0

o(1)

C,=c,+A@((H,,H,)=>H)  O(1)



sorba(x);

Képezzunk a beszurando x elembol egypontu
fat, majd egyesitsuk a H-t abrazolo kupaccal.

A(P : (¢(H)+1)+2m(H))— (t(H)+2m(H)) = 1.

O(1)



x=sorbol();

Az amortizalt elemzés soran feltételezzuk, hogy adott

egy D(n) felso korlat az n pontot tartalmazo Fibonacci
kupacban szerepl6 csucsok maximalis fokszamara.

KésObb az is igazolni fogjuk, hogy D(n) = O(log(n)).

Az algoritmus a minimum elem fiait atrakja a
gyokeérlistaba, majd vegrehaijtja a kiegyenlit
eljarast.



sorbol (x) {

Zz=max

1f (z==nil) return z ;

for (z minden x fiara) {
x—-et tegyuk a gyokérlistaba
X.apa=nil ;

}

vegyuik ki z-t a gyokérlistabdl

1f (z==z.jobb) max=nil ;

else max=z.jobb ;

kiegyenlit() ;

elemszam-- ;



A kiegyenlit hasznalja a kupszerk(y,x) eljarast, ami
az y gyokeru fat berakja az x gyokerl fa ala. Tovabba
felhasznal egy T tombot, amelynek a merete D(n) és
amelyre T[i] az | fokszamu fat fogja tartalmazni.

T Ok i ok b s




kiegyenlit() {
for (i1=1;i<D(n);i++) A[i1]=n1il ;
for (S minden w fajara) {
X=W;
d=x.fokszam;
while (A[d]!=nil) {
y=A[d] ;
1f (x.kulcs > y.kulcs) csere(x,V)
kKupszerk(y,x);

Sif?znll; kupszerk(y,x) {
} ’ "vegylik ki y-t S-bol"
A[d]=x; tegyuk y-t x egy fiava

) "noveljuk x fokszamat"”

max=nil ; x.megjelolt=false;

for (i=1;i<D(n);i++) }
if (A[i]!=nil) {
"tegyuik A[i1]-t a gyOkérlistaba"
1f (max==nil or A[i].kulcs>max.kulcs) min=A[1] ;



A gyokeérlista meérete legfeljebb D(n) +t(H)-1,
Igy az aktualis koltség O(D(n) +t(H))

A potencial a min. pont kivagasa elott: t(H) +2m(H)

A kivagas utan D(n) +1+2m(H)

O(D(n)*t(H)) + ((D(n)+1)+2m(H))-(t(R)+2m(R))

= O(D(n)) + O(t(H))-t(H) = O(D(n))



modosit (x,k)

Az algoritmus kivagja az adott elemet ha serul a
kupactulajdonsag, tovabba a KASZKAD-VAGAS
algoritmus segitsegevel gondoskodik arrol, hogy
ne legyen olyan pont, ami tobb fiat is elveszti.



modosit(x,k) {
1f (k>x.kulcs) {
X.kulcs=k ;
y=X.apa ;
1f (y!=Nil and x.kulcs<y.kulcs) {
kivag(x) ;
kaszkadvag(y) ;
}
1f (x.kulcs<max.kulcs) min=x ;
} else

}



kivag(x) {
vegyuk ki1 x-et x.apa fiainak listéajabdl
tegyuk bele x-et a gyokérlistaba
X.apa=nil ;
x.megjelolt=False ;

kaszkadvag(y) {
Z=y.apa ;
1f (z!=nil) {
1f (y.megjelolt==False) y.megjelolt=True ;
else kivag(y) ;
kaszkadvag(z) ;

}



A modosit algoritmus futasi idejének elemzese:

1. Atényleges koltseg kiszamitasa.
Tegyuk fel, hogy modosit adott hivasara ¢ szamu kaszkadvag hajtodik
vegre. Ekkor modosit tenyleges futasi ideje O(c).

2. A potencial valtozas:
A kaszkadvag minden hivasa, az utolso kiveteléevel, kivesz egy
fapontot a fabdl és beteszi azt H gydkérlistajaba. Igy a kaszkadvag-ok
vegrehajtasa utan t(H)+c fa lesz a gyokerlistaban. (t(H) volt eredetileg,
az x pont, és meg masik c-1 pont kerult be a vagasok eredmeényekent).
Legfeljebb m(H)-c+2 pont lesz megjelolve, mert c-1 pont jeloletlenné
valt a kaszkadvag-ok miatt, es esetleg egyet meg jeloletlenné tesz.

A potencial valtozasa: ((t(H) +c) +2(m(H)-c+2))-(t(H) +2m(H)) = 4-c

Tehat a modosit eljaras amortizalt futasi ideje legfeljebb O(c) +4-c = O(1)
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A maximalis fokszam felso korlatja:

Lemma.

Legyen x a H Fibonacci-kupac tetszoleges
pontja, amelynek fokszama k.

Jelolje az y1, y2, ..., yk sorozat x fiait abban az
idorendi sorrendben, ahogyan x fiai lettek!
Ekkor

y1.fokszam = 0 és

vi.fokszam 21i1-2, vi=2, ..., k-ra.



Bizonyitas.

Az y1.fokszam = 0 allitas nyilvanvalo.

| 2 2 eseten vegyuk észre, hogy amikor yi-t x-hez
kapcsoltuk annak fiakent, akkor mar az y1, ..., Vi
pontok x fiai voltak, igy az x.fokszam =i -1 fennalit.
Az yi pontot csak akkor kapcsoltuk x-hez, ha
yi.fokszam = x.fokszam, tehat yi.fokszam =i- 1 is
teljesult.

Azota yi legfeljebb egy fiat veszthette el, mert
egyebkent x-bol kivagtuk volna.

Tehat yi.fokszam 2 i - 2.



Tekintsuk a kovetkez0 Fibonacci szamsorozatot:

0 nak =0,
Fr=4¢ 1 nak=1,

Fr_1+F,_>» hak>2.
Lemma.

Minden k = 0 egesz szamra:

k
i=0

k

k | Fe | xr|1+Lr
1 1 1 2
2 1 2 3
3 2 4 5
4 3 I 8
5 5 | 12 | 13
0 8 | 20 | 21
/[ | 13| 33 | 34
8 | 21 | 54 | 55




Bizonyitas
k-szerinti indukcioval bizonyitunk.

k = 0-ra:

0
1+YF = 1+F = 140 = 1= B
i=0

Az indukcios feltétel szerint F.i =1+ F
tehat:

k—1 k
Frio = I+l = Fk+(1+ZFi) = 1+) F
i=0 '



Lemma

Minden k > 0 egész szamra Fy.., > ®*.

Bizonyitas
Bizonyitas k-szerinti indukcidval.
F=1=®,F=2>(1+5)/2=o!
Firo = Fe+Fep > &2+ 01 =9 2(1 + @)

P’ = (1+ D)
Fiip > HPrk—2Pp2 — Pk



Lemma.
Legyen x a H Fibonacci-kupac tetszoleges pontja,

amelynek fokszama k. Exkor méret(x) > @
Bizonyitas
Jelolje sk a legkevesebb pontot tartalmazo

Fibonacci-kupac k fokszamu fajanak pontjai

A
szamat! so=1,51 =2, 50 =3

sk ertéeke k-szerint monoton né

Jelolje az y1, y2, ..., Yk sorozat x fiait abban az idérendi sorrendben, ahogyan x fiai lettek!

k k k k
méfet(X)ZSk:‘ 2+ Z Sy;.fokszam > 2 + Z Si—n 2> 2+ ZE’ZI + ZE = Fry2
=2 =2 =2 i=0

Tehat méret(x) > s > Fiyp > O,



kovetkezmeny:

Egy n pontot tartalmazo Fibonacci-kupac
tetszOleges pontjanak maximalis fokszama:

D(n) = O(lg n).

Bizonyitas:

n > méret(x) -2 Pk

k <loggn

lgy barmely pont maximalis fokszama D(n) = O(Ign)



torol(x) {
modosit (x,INF) ;
sorbol () ;

}
O(log(n))



BinQpac vs. FibQpac

BinQpac FibQpac
sorba O(logn) *O(1)
sorbol O(logn) *O(logn)
egyesit O(logn) *O(1)
modosit O(logn) *O(1)
torol O(logn) *O(logn)
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