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Geometriai algoritmusok

pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszé szakaszparok keresése



Pont

— | class pont {
p=(x,y) double x,y ;
x,yER- pont (double 1ix,1y) {
X=q e
o1y

}

}
pont p=new pont(5.2,7.47) ;

P, = (xl’yl ) P, = (xz ,)’2) pontok
konvex kombinacidja p, =(x,,y;)| pont, ha

JaER:O<aslx,=ax,+(1-a)x, Ay, =ay +(1-a)y,

azaz p,=ap +(-a)p,) e

P3



Szakasz /pz
Pi

P1

Két kiilonb6zo p1 és p2 pont esetén pip> $zakasz
p1 €8 p2> konvex kombinacioinak halmaza.

p1 €8 p2 pontokat a pip2 szakasz végpontjainak nevezzik.

Néha p1 p2 sorrendje is szamit, ilyenkor /’Pz /Pz
p1p2. iranyitott szakaszrol heszélink. { |
class szakasz {
pont pl,p2 ;
szakasz (pont 1ipl,ip2) {
pl=ipl;
p2=1ip2 ;
}
}

szaksz s=new szakasz(pl5,p26) ;



Forgasirany

1. Adott két iranyitott szakasz: pop: €S Pops.
A kiozos po végpont koril opi-hez viszonyitva
pop2 jobbra (©), vagy balra fordul?

sz

Po

2. Adott pop: €8 pip> Szakasz.
Ha folyamatosan bejarjuk pop:-et majd pips-1,

balra fordulunk-e a p, pontban?

Po



Forgdsirany
— — X X
Py XD, = =X Y, =X 0
N W

Ha p1xp> pozitiv, p1 jobbra fordul p3-hiz képest.

/ Po#FO

f = (pl _po)x(pz -p0)= (xl _xo)(yz _yo)—(xz _xo)(yl —}’0)




Forgasirany

"

./ Po#FO

"N

=1 =Py)*x(py = Do) = (X, = X)(Yy = Yo) = (X, =X, )Y, = Yp)

f>0=balra fordul
f<0=jobbra fordul

f=0—egy egyenesbe esik (nem fordul)



Forgasirany

i

/ Po¥FO

P2

=P, =P)x(Py—Py) =X, =X )V, = Yo) = (X, = X)), = ¥o)

forgasirany(pont p0,pl,p2) {
f=(pl.x-p0.x)*(p2.y-p0.y)-(p2.x-p0.x)*(pl.y-p0.y) ;

if (£>0)
if (£<0)
retun 0;

return 1
retun -1;

°
4

sl.p2=s2.p1
s2
sl s2.p2
fél.pl
;I
X
Y
®
sl ,52.p2
s2
&
sl.pl=s2.pl
;I



Forgasirany

' XY
p1=(9,14)
X Y
p2=(20,10)
.P0=(315)
XY

forgasirany(pont pO0,pl,p2) {

f=(pl.x-p0.x)*(p2.y-p0.y)-(P2.x-p0.x)*(pl.y-p0.y) ;
9 3 10 V] 20 3 14| %

30 ‘
if (£>0) return 1 ; // balra fordul 193 123
if (£<0) retun -1; // jobbra fordul

retun 0;
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{p1,...,pa} Pponthalmaz polarszig szerinti rendezése

1. Valasszuk ki a legkisebb x koordinataju pontot, ha fobb ilyen van,
akkor valasszuk ezek koziil a legkisebb y koordinatajut és jeliiljik g-val.
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{p1,...,pa} Pponthalmaz polarszig szerinti rendezése

1. Valasszuk ki a legkisebb x koordinataju pontot, ha fobb ilyen van,
akkor valasszuk ezek koziil a legkisebb y koordinatajut és jeliiljik g-val.

2. Hizzunk félegyeneseket a g-bal
winden ponthoz.

.P13

.P4 .P15

P1

Rendezzik az egyeneseketa g \ *\¥

nonton athaladé, x-tengellyel 3 - .
parhuzamos egyenessel bezart \

(elojeles) szdg alapjan. ¢ (q,p) -

.P16

: L
P7 P12

3. Rendezziik a pontokat tgy, hogy E
q legyen az elso és p eldbb legyen e
mint r ha: ’n/‘\/§>4
¢ (q,p)<e (g, r) vagy X ,::j
¢ (q,p) =0 (q,r) és p kizelebb van g-hoz mint r. -

p<r < forgasirany(q,p,r)==1 O(”log")



Feladat

Pontok Osszekotése zart nem metszd poligonna

Adott {p1,...,pa} ponthalmaz.
Kossik dssze p1, . . . ,pn pontokat zart, nem metszo poligonna!

.P4 :
.Pl By Pis

P2 p!
P1ise

.P3 .pz .pl4

S .Pe .p13
P .P5

P9 .p1o .P12

.P11



Megoldas

1. A ponthalmaz polarszig szerinti rendezése.

2. Kossiik dssze a pontokat a rendezés szerinti
sorrendben.
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Feladat

Konvex burok meghatarozasa

Adott {p1,...,pn} ponthalmaz.
Hatarozzuk wmeg p1, . . . ,pn ponthalmaz konvex burkat!

Definicio:

Egy egyszeri (nem metszo) poligon konvex, ha barmely
két belso pontjat dsszekdto szakasz wminden pontja a
poligon belsejében, vagy hataran van.

Definicio:

Egy P={p1, . . . ,pn} ponthalmaz konvex burka az a
legszikebb @ konvex poligon, amely a ponthalmaz wminden
pontjat tartalmazza.
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pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




Megoldas

M
E:,’/}"j 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




Megoldas

M
E:,’/}"j 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas

g,,:} 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




Megoldas

M
}i% 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas

g,,:} 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




Megoldas

M
}i% 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas

g,,:} 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




Megoldas

M
}i% 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas

g,,:} 1. aponthalmaz polarszig szerinti rendezése.




konvex burok

Megoldas




konvex burok

Megoldas
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konvex burok

Megoldas
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10




Megoldas

Konvex burok meghatarozasa

M ,J 1. A ponthalmaz poldrszog szerinti rendezése. Q(nlogn)

}f" 2. A pontokat sorra vessziik a rendezés
sorrendjében. * (O(n)

3. Haaverem tetején lévo pont, az aktvdlisésa 0(n)
kivetkezo pont forgasiranya

1 vagy 0: az aktualis pontot betesszik a verembe
-1: kivessziik a pontot a verembol és visza 3.-hoz

4. Az utolsd pont utan mégeqyszer vesszik g-t,
majd megallunk.
A veremben lévo pontok a konvex burok pontiai.

= O(nlogn)



konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Feladat

Legtavolabbi pontpar meghatarozasa

Adott egy P = {p1,p2,...,pn} ponthalmaz a sikon. Szokdsos moédon, a
pi = (zi,¥:) és p; = (z;,y;) pontok tévolsaga

V@ =22 + (s — )2,

Adjunk hatékony algoritmust a két legtavolabbi pont meghatarozasara!




konvex burok, ponthalmaz

Feladat

legtavolabbi pontparja,

Legtavolabbi pontpar meghatarozasa

Adott egy P = {p1,p2,...,pn} ponthalmaz a sikon. Szokdsos moédon, a
pi = (z;,¥:) és p; = (z;,y;) pontok tévolsaga

V@ =22 + (s — )2,

Adjunk hatékony algoritmust a két legtavolabbi pont meghatarozasara!

O(nlogn)




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas




Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas

0(n)



pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legtavolabbi pontparja,

Megoldas

Legtavolabbi pontpar meghatarozasa

g :},3 %@ 1. A konvex burok meghatarozasa. O(nlogn)
o~ 2. k2 egyenes végigadrgetése és kizhen + O(n)
@ maximumkeresés az érintett pontok
e tavolsagnégyzetein.

O(nlogn)



konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Feladat

Legkozelebbili pontpar meghatarozasa

Nézziik végig az dsszes pontpart és valasszuk ki hol lesz
a tavolsag (négyzete) minimalis?

0(n?)




konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Megoldas




konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Minden rekurziv hivasnal atadasra keriilnek a P
ponthalmaz egy Q részhalmazanak pontijai egy az x
koordinatak szerint monoton nivekvoen rendezett X
tombben (azonos x koordinataju pontok esetén a kisebb y
koordinataju jon elobb), valamint eqy az y koordinatak
szerint monoton novekvoen rendezett Y tombben (azonos
yl koc;rdina'\’réjti pontok esetén a kisebb x koordinataji jon
elobb).

Hogy ne kelljen minden eqyes rekurziv hivas elott
rendezésre pazarolni az idot, ezért mar az algoritwmus
elején eloallitjuk P pontjainak az x, illetve az y
koordinatak szerint monoton nivekvoen rendezett
tombjeit, igy a rekurziv hivasok elott csak kivalogatasokat
kell végezni.



konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Egy adott rekurziv Iépés a kivetkezo.

Ha IQ < 2 akkor paronkénti vizsgalattal hatarozzuk
meq a minimalis tavolsagoft.

Természetesen az érdekes eset, amikor [Ql > 2
ilyenkor az alabbiak szerint jarunk el:

Eloszor eqy olyan e fiiggoleges egyenest keresink,
amely Q-1 két olyan Qi és Qr részre osztja,
amelyekre:

lac|=[|al2] Es |a&|=||a)/2]
QL MINDEN PONTJA AZ EGYENES BAL OLDALAN
VAN, VAGY ILLESZKEDIK AZ EGYENESRE

+ QL MINDEN PONTJA AZ EGYENES JOBB OLDALAN

VAN, VAGY ILLESZKEDIK AZ EGYENESRE



konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Valogassuk szét a pontokat az X tombbol az X, és Xg tombikbe:
Xi-be keriilienek a Qu-beli pontok, Xe-be pedig a Qz-beliek.
Természetesen az X és Xg tombok is rendezettek az x

koordinatak szerint.
Valogassuk szét a pontokat az Y tombbol is az Y és Yr

tombokbe a fentiekhez hasonldan!

Ezutan keressik meg rekurzivan a Q1 és Qz halmazokban a
legkdzelebbi pontpart.

Az elso hivas bemenete az X és Y\ tombok, mig a masodik hivasé
az X és Yr tombok. Legyen Qi-ben, illetve Qr-ben a minimalis
tavolsag 81, illetve 8z, és legyen § = wmin(8,, Sg)

Most a legkézelebbi pontpar:

® vagy az eqyik rekurziv hivas altal megtalalt § tavolsagu paros,
® vagy egy olyan par, amelynek egyik pontja Qi-ben, a masik Qrz-ben van.



nvex burok, ponthalmaz legkbzelebbi és legtavolabbi pontparja,

A kivetkezo lépés annak meghatarozasa, hogy ez utdbbi parok
kizitt van-e olyan, amelyben a pontok tavolsaga kisebb, mint 8.
Vegyiik észre, hogy ha van ilyen par, akkor annak egyik pontja
sem lehet §-nal nagyobb tavolsagra e-tol.

Valogassuk ki az Y tombbol azokat a pontokat, amelyek e-tol
mért tavolsaga legfeljebb 8. Jeldlje a kapott tombit Y.
Természetesen az Y' tomb is rendezett az y koordinatak szerint.



konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

Most minden egyes pcY' ponthoz keressiik meg Y' azon pontijait,

melyek p-tol mért tavolsaga legfeljebb §, és amelyek a p-n atmeno
vizszintes egyenesen vagy az folott vannak.

Legfeljebb 7 ilyen pont johet szawmitasha:

Hai<jés Y'Til valamint Y'Ij] tavolsaga legfeljebb §, akkor ez a két pont

az abran lathato §x28 oldaly téglalapban van.

Mivel a téglalapban lévo 8 kis négyzet eqyikében sem lehet

egynél tobb pont Y*-bol, az allitas adodik.




konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

lgy minden p € Y pontra elég kiszamolni p tavolsagat az Y -
ben utana kovetkezo 7 ponttdl. Az igy kapott favolsagok
minimuma legyen §'. Ha § < §, akkor Q-ban a minimalis
tavolsag §, eqyébként a minimalis tavolsdg 8.

2T'(n/2)+O(n) han> 3,

fn) = { o) ha n < 3. ;

n) = 0(nlogn).
T() = O(nlogn). |

Mivel az elorendezések is megvalosithatok O(n log n)

kiltséagel, ezért az algoritmus teljes koltsége szinten
O(n log n).



konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja,

TAVKERES (P, X,Y) {
if |P| = 3 then return NAIV(P)
Legyen PL, P [ |P|/2c | darab legkisebb x koordinataja eleme.

Legyenek XL,YL a PL beli pontok rendezett halmazai.

Legyen PR P tobbi eleme

Legyenek XR,YR a PR beli pontok rendezett halmazai.

Legyen x0 PL-t és PR szeparald x koordinata

dL := TAVKERES(PL,XL,YL)

dR TAVKERES (PR, XR, YR)

dz=min(dL,dR)

Yd := azon P-beli pontok y koordindta szerint rendezett
halmaza, amelyek x-koordindtdjara |x0-x| = d (max. 7 pont)

Ha van Yd-ben d-nél kozelebbi par, akkor azt adjuk vissza,

egyébként d-t a megfelelo pontparral



konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja, metszo

Szakaszok metszése

A p.p. Szakasz atfoq egy egyenest,
ha p. az egyenes eqyik, p> az eqyenes masik oldalara esik.

e /p2 T

4 /p2

P1

A p.1p2 $zakasz egyenese e, ha pice A pace

e




konvex burok, ponthalmaz legkozelebbi és legtavolabbi pontparja, metszo

Szakaszok metszése

Két szakasz pontosan akkor metszi eqgymast, ha az
alabbi feltételek eqyike teljesiil:

v mindkét szakasz atfogja a masik egyenesét

? azeqyik szakasz valamelyik végpontija illeszkedik
a masik szakaszra

€34

/ i
€12
Lle ~— P2




konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszo

Szakaszok metszése

e2

v ’

sl.p2
sl )(
e sl.p2
Sz.p</. Z

s2.p2

s2.p2

s2.pl s2 H Sk
.—

sl.pl

sl.pl

szmetsz(szakasz sl,s2) {
int e=forgasirany(sl.pl,sl.p2,s2.pl)
int f=forgasirany(sl.pl,sl.p2,s2.p2)
int g=forgasirany(s2.pl,s2.p2,sl.pl)
int h=forgasirany(s2.pl,s2.p2,sl.p2)
if i fe*f<0 and g*h<0) return| true| ;

e

«e we we

... // és ha rajta van is return true!l?

returntalse s /



pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkodzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszo

Feladat

Pont helyzetének meghatarozasa

Adott a sikon eqy zart, nem-metszo poligon a
esicsainak {p1, . .., pa} Orajarassal ellentétes
felsorolasaval és adott egy g pont.

Eldintendo a g pontnak a poligonhoz viszonyitott

helyzete, azaz, hogy a belsejéhez tartozik-e, az
oldalan van-e, avagy kilso pont?



pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszo

Megoldas

J

O(n)



pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszo

Megoldas

O(n) O(n)



pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Feladat

Metsz0 szakaszparok keresése

A teladathan adott n darab szakasz {s.,...,s.} (a
szakaszok az s; .bal és s; . jobb végpontjaik altal
adottak) és meqg kell hatarozni vane-e kozottik ketto
olyan, amely metszi eqymast.

Egyszerisito feltételek:
1. Egyik bewmeneti szakasz sewm fiiggoleges.
2. Nines harom olyan szakasz, amelyek egy ponthan metszenék egymast



pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas

. i
N

SR
- -

Sepro egyenes

Seprés soran eqy képzeletbeli sepro egyenest mozgatunk a
geometriai elemek halmazan. Azt a dimenziot, amelyben a
sepro egyenes halad, idodimenzionak hivjuk.

Jelen esethen a sepro egyenes az y-tengellyel parhuzamos
egyenes, az idodimenzid az x-koordinata lesz.




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas
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pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas

i S

-




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas
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pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas
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Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Megoldas




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Legyen s1 és s2 szakasz és x € R

s; Osszehasonlithato s.-vel x-nél, ha X

s;.bal.x =< x< s1.jobb.x

s;.bal.x < x< s,.jobb.x

Az s, szakasz felette van

az s, szakasznak, (s; > s>), ha \
s1 0sszehasonlithato s2-vel x-nél és az x

sepero egyenesnek si-el vett metszete
maqgasabban van, mint s2-vel vett metszete.



pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Ha X1 { X2-te s1 >, S2 és S2 >, S1, akkor az S1 és S2
szakasz metszi eqgymast x1 és x2 kozott. Tovabba,
ha X1 és X2 a sepro egyenes két egymast kiveto
megallasi helye, akkor x1-ben (utan) a két szakasz
eqymast koveto lesz a rendezéshen.




pont helyzete, konvex burok, ponthalmaz legkdzelebbi és legtavolabbi pontparja, metszd szakaszparok keresése

Tehat elegendo ellenorizni minden szakasz

4 "

berakasakor, hogy a rendezéshen ot megelozo, és
kiveto szakasz metszi-e a berakottat, és kivételkor
ellenorizni, hogy a kivett szakaszt megelozo és
kiveto szakaszok metszik-e egymast.

Haszndljunk Rhalmaz adattipust! (pl. piros-fekete fa)

MSZPkeres () {
minden p-re az R bell sorrendben
1f (p==s.bal) {
betesz(s) ;

i1f (szmetsz(kovet(s),s) or szmetsz(eloz(s),s))
return True ;

1f (p=s.jobb) { S
1f szmetsz(kovet(s),eloz(s)) return True ;
kivesz(s) ;

O(nlogn)
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