Algoritmusok és adatszerkezetek |I.

2-3-4 fak és piros-fekete fak

Szegedi Tudomanyegyetem




Szolgalati kozlemény

Emlékeztetd

Mar kitolthetd az elsé Coospace kviz.

o Hallgatoi észténdijlehet6ség a mestint tanszéken

@ Szorgalmi feladatok

o Ertékelés



https://github.com/begab/alga2/blob/master/szorgalmi/feladatok.pdf
https://docs.google.com/forms/d/e/1FAIpQLSdudmDtFcVYwumCu3s90kJh_oDMKvTtFUhVwCqvZclGSjw6vw/viewform?usp=sf_link

2-3-4 fa

Definicio

2-3-4 fa alatt olyan altalanos kereséfat értiink, amelynek minden
X cslicsara Rang(X) € {1, 27 3} (Mégis miért hivjuk akkor 2-3-4 fanak?)
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Piros-fekete fak tulajdonsagai

© Minden csics szine piros vagy fekete

@ A gyokér szine fekete

© Minden levele! fekete

@ A piros csucsoknak kizarélag fekete szinii gyerekeik vannak

© Barmely csicsbdl azonos szamu fekete csiics érintésével jutunk
el barmelyik levélbe

Hevelek alatt itt most az "6rszemeket” értjiik



Piros-fekete fak tulajdonsagai

© Minden csics szine piros vagy fekete

@ A gyokér szine fekete

© Minden levele! fekete

@ A piros csucsoknak kizarélag fekete szinii gyerekeik vannak

© Barmely csicsbdl azonos szamu fekete csiics érintésével jutunk
el barmelyik levélbe

Bérmely n kulcsi piros-fekete fa magassaga legfeljebb 2log(n + 1).

Hevelek alatt itt most az "Grszemeket” értjiik ‘



Fekete-magassag

@ bh(x) jeldlje az x csticsbdl induls, barmely levélig vezets Gton
talalhato, (x-en kiviili) fekete csiucsok szamat




Fekete-magassag

@ bh(x) jeldlje az x csticsbdl induls, barmely levélig vezets Gton
talalhato, (x-en kiviili) fekete csiucsok szamat

A (teljes) fa fekete-magassaga 2
A 9 gyokerii fa fekete-magassaga 1
A 69 gyoker( fa fekete-magassaga 2




A piros-fekete fak legrosszabb magassaganak igazolasa

Fontos észrevételek
O x gyokerii fa h(x) magassaga > bh(x)
@ x minden y gyerekére bh(y) = bh(x) vagy bh(y) = bh(x) — 1
@ x minden y gyerekére h(y) < h(x) —1




A piros-fekete fak legrosszabb magassaganak igazolasa

Fontos észrevételek

O x gyokerii fa h(x) magassaga > bh(x)
@ x minden y gyerekére bh(y) = bh(x) vagy bh(y) = bh(x) — 1
@ x minden y gyerekére h(y) < h(x) —1

Minden x gyokerii fa legalabb 27(*) — 1 csacsot tartalmaz.

0 magas fara természetesen teljesiil.
Az x gyokerii faban legalabb annyi csiics van, mint ahany csiics a
fiaiban legalabb van + 1, azaz 2  (200()=1 — 1) 4 1 = 2bh(x) _ 1
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A piros-fekete fak legrosszabb magassaganak igazolasa

Fontos észrevételek

O x gyokerii fa h(x) magassaga > bh(x)
@ x minden y gyerekére bh(y) = bh(x) vagy bh(y) = bh(x) — 1
@ x minden y gyerekére h(y) < h(x) —1

Minden x gyokerii fa legalabb 27(*) — 1 csacsot tartalmaz.

0 magas fara természetesen teljesiil.
Az x gyokerii faban legalabb annyi csiics van, mint ahany csics a
fiaiban legalabb van + 1, azaz 2  (200()=1 — 1) 4 1 = 2bh(x) _ 1

A piros-fekete fak 4. tulajdonsagabdl kovetkezéen

Barmely x-bél levélig mend Gton az érintett csicsok legalabb
1/2-e fekete = bh(x) > h(x)/2, vagyis az x gyoker(i faban lévé n
kulcsok szama n > 202 —1 = h <2 log(n+ 1) @

y A




Piros-fekete fa implementéaciéja

class Node {
Object kulcs;
boolean fekete;
Node =xapa;
Node xbal;
Node *jobb;
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Piros-fekete fa implementéaciéja

class Node {
Object kulcs;
boolean fekete;
Node =xapa;
Node xbal;
Node *jobb;

Megjegyzés

Csupan 1 bitnyi kiegészité informacié
= akar a kulcsba is integralhato
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AVL vs. piros-fekete fa

AVL fa legrosszabb magassaga jobb, mint a piros-fekete faé

h < 1.45 x hOTp(n) VS. h <2x% hopT(n)

@ hopt(n) az n kulcsot tartalmazé, teljesen kiegyensilyozott
binaris keres6fa magassaga



https://stackoverflow.com/questions/13852870/red-black-tree-over-avl-tree

AVL vs. piros-fekete fa

AVL fa legrosszabb magassaga jobb, mint a piros-fekete faé

h < 1.45 x hOTp(n) VS. h <2x% hopT(n)

@ hopt(n) az n kulcsot tartalmazé, teljesen kiegyensilyozott
binaris keres6fa magassaga

o Gyakorlati jelentésége minimalis: n =230 — 1 > 10%ra azt
kapjuk, hogy egy AVL/piros-fekete-fa legfeljebb 44/60 magas

@ Ha a Keres miivelet végrehajtasa dominal, el lehet gondolkozni
az AVL-fa hasznalatan



https://stackoverflow.com/questions/13852870/red-black-tree-over-avl-tree

AVL vs. piros-fekete fa

AVL fa legrosszabb magassaga jobb, mint a piros-fekete faé

h < 1.45 % horp(n) Vs. h < 2% hopt(n)
@ hopt(n) az n kulcsot tartalmazé, teljesen kiegyensilyozott
binaris keres6fa magassaga
o Gyakorlati jelentésége minimalis: n =230 — 1 > 10%ra azt
kapjuk, hogy egy AVL/piros-fekete-fa legfeljebb 44/60 magas
@ Ha a Keres miivelet végrehajtasa dominal, el lehet gondolkozni
az AVL-fa hasznalatan

@ A Beszir és Torol miiveletek ugyanakkor implementaciés
szempontbdl egyszeriibbek/gyorsabbak piros-fekete fakra



https://stackoverflow.com/questions/13852870/red-black-tree-over-avl-tree

A helyreallitas (egyik) zaloga — atszinezés

@ Ha van egy valid piros-fekete fank, amelynek egy x csicsa
fekete, fiai viszont pirosak, akkor az 5. tulajdonsagot nem sérté
fat kapunk akkor is, ha x pirosra, fiai pedig feketére valtanak

o Masképpen, ha piros testvérpar szine feketére valt, a kozos
sziilének a tovabbiakban nem kell feketének lennie
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Beszlras utani javitas atszinezéssel

@ A beszarandé kulcsot piros szinnel szarjuk be (arra a helyre
ahova egyébként egy binaris kereséfaba tennénk)
@ Mitél romolhat el beszlras kapcsan a piros-fekete fa?



Beszlras utani javitas atszinezéssel

@ A beszarandé kulcsot piros szinnel szarjuk be (arra a helyre
ahova egyébként egy binaris kereséfaba tennénk)
@ Mitél romolhat el beszlras kapcsan a piros-fekete fa?
e Ha piros sziil6 jut piros gyerekhez
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Beszlras utani javitas atszinezéssel

@ A beszarandé kulcsot piros szinnel szarjuk be (arra a helyre
ahova egyébként egy binaris kereséfaba tennénk)
@ Mitél romolhat el beszlras kapcsan a piros-fekete fa?
e Ha piros sziil6 jut piros gyerekhez
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Mi lehet ennek a helyreallitasnak a velejaréja?

A pirosra szinezett csiics mentén Gjabb helyreallitasra lehet sziikség




Beszlras utani javitas forgatassal

® «,f,7,0 egy-egy részfat jelol

o Az el6z6 helyzettsl az kiilénbozteti meg a mostanit, hogy a
beszart kulcs nagybatyja (a ¢ részfa gydkere) fekete

@ AVL fakhoz hasonléan, itt is a "cikk-cakkos” esetben van
sziikség 2 forgatasra (a cikk-cakkot d-hoz viszonyitva nézziik)

9

B ¥ a B 4§
(a) 2 forgatas kell (b) 1 forgatas elég (c) helyreallitas utan @




Torlés utani javitas atszinezéssel

@ Bajt az okozhat, ha kiesik egy fekete csiics

@ A kies6 csucs feketeségét at kell ruhazni, hiszen két "rétegnyi”
feketeségért semelyik csics sem lehet felel6s

@ Ha a duplan fekete csiics testvére és unokadccsei is feketék, a
sziil6 at tudja vallalni a feketeséget




Torlés utani javitas atszinezéssel

@ Bajt az okozhat, ha kiesik egy fekete csiics

@ A kies6 csucs feketeségét at kell ruhazni, hiszen két "rétegnyi”
feketeségért semelyik csics sem lehet felel6s

@ Ha a duplan fekete csiics testvére és unokadccsei is feketék, a
sziil6 at tudja vallalni a feketeséget




Torlés utani javitas atszinezéssel

@ Bajt az okozhat, ha kiesik egy fekete csiics

@ A kies6 csucs feketeségét at kell ruhazni, hiszen két "rétegnyi”
feketeségért semelyik csics sem lehet felel6s

@ Ha a duplan fekete csiics testvére és unokadccsei is feketék, a
sziil6 at tudja vallalni a feketeséget

Mi tortént volna, ha a duplan fekete csiics apja nem piros?
Sziikség esetén a helyreallitast az apatdl folytathatjuk tovabb. @




Torlés utani javitas forgatassal

@ Piros unokadcs esetén forgatasra van sziikség
@ Ha a (d-vel megjeldlt) duplan fekete cstics tavolabbi
unokadccse (E) piros, 1 forgatas is elég

€ ¢

(d) helyreallitas elstt @



Torlés utani javitas forgatassal

@ Piros unokadcs esetén forgatasra van sziikség
@ Ha a (d-vel megjeldlt) duplan fekete cstics tavolabbi
unokadccse (E) piros, 1 forgatas is elég
o Valdban, az egyes részfakig a forgatast kdveten is ugyanannyi
fekete csiics érintésével tudunk eljutni
o aés fB:2/3; v, eés (: 1/2 (B kezdeti szinétdl fliggben)

e ( a g

(e) helyreallitas elstt (f) helyreallitas utan @



Torlés utani javitas segédforgatassal

@ Piros unokadcs esetén forgatasra van sziikség
@ Ha a (d-vel megjeldlt) duplan fekete cstics tavolabbi
unokadccse fekete (de a kdzelebbi nem), segédforgatunk
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Torlés utani javitas segédforgatassal

@ Piros unokadcs esetén forgatasra van sziikség

@ Ha a (d-vel megjeldlt) duplan fekete cstics tavolabbi
unokadccse fekete (de a kdzelebbi nem), segédforgatunk

@ 1 tovabbi forgatassal garantaltan orvosolhaté (hiszen a duplan
fekete csucs tavolabbi unokadccse piros lett, lasd el6z6 eset)

(8)
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(h) segédforgatas el6tt (i) segédforgatas utan @




Egy tovabbi eshetéség segédforgatasra

o Piros testvér esetén is forgatni kell

@ (o
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(j) segédforgatas elstt




Egy tovabbi eshetéség segédforgatasra

o Piros testvér esetén is forgatni kell

@ A duplan fekete csiics megmarad, de a forgatast kdvetSen
biztosan valamelyik mar targyalt eset all elé

=] D

@ @ OB
a (e € d @ C
Y5 a B 79

(k) segédforgatas el6tt () segédforgatas utan




2-3-4 és piros-fekete fak kozotti kapcsolat
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A fekete csiicsokat piros leszarmazottaikkal 6sszeolvasztva 2-3-4 fat
kapunk.

I  fcoritmusok és adatszerkezetek I



Osszegzés

@ A piros-fekete fak az AVL fakhoz hasonlé tulajdonsaguak

o Piros-fekete fakkal tulajdonképp egy specialis hatékony
altalanos kereséfat (2-3-4 fa) valésitunk meg



