Algoritmusok és adatszerkezetek |I.

Sztring,-és szamelméleti algoritmusok

Szegedi Tudomanyegyetem



Mintaillesztés problémaja

T =[t1...t,] input tartalmazza-e a P = [p1 ... pm| mintat? Ha
igen, mely inputpozicié(k)tél/eltolasi érték(ek)tsl kezd6dsen?
Tipikusan n > m



Mintaillesztés problémaja

T =[t1...ts] input tartalmazza-e a P = [p; ... pm| mintat? Ha
igen, mely inputpozicié(k)tdl/eltolasi érték(ek)tsl kezdsdéen?
Tipikusan n > m

Hanyszor szerepel az ’orosz’ szé a Habori és béke c. miiben?

Nyers erét hasznalva legrosszabb esetben O(mn) vizsgalat kell
Milyen hatékonyabb médszerek vannak?

o Mintaillesztés automataval
@ Knuth-Morris-Prat

e Rabin-Karp algoritmus



Jelolések

@ P; jeldlje P-nek az i hosszlsagl prefixét (kezd@szeletét), azaz
pl. P3 = bab, P; = b, illetve Py = € (e az ires sz6t jeldli)



Jelolések

@ P; jeldlje P-nek az i hosszlsagl prefixét (kezd@szeletét), azaz
pl. P3 = bab, P; = b, illetve Py = € (e az ires sz6t jeldli)

@ X 1Y jeldlje azt, ha X sztring szuffixe Y-nak (azaz Y végz6dése
maga X)

aaba T cacaaba, ugyanakkor aaba 7] cacaabb
Megjegyzés: Az Y 1Y, valamint az € 1 Y relaciok trivialisan
teljesiilnek minden Y-ra.




Véges allapott automatak

Automata alatt egy M = (Q, qo, A, X, §) rendezett 6tdst értiink,
ahol

@ @ a lehetséges allapotok halmaza
@ qo a kezdéallapot

o AC Q@ a végallapotok halmaza

@ Y egy véges abécé

@ §: QXX — Q az allapotatmenet-fliggvény



Mintaillesztés véges allapotd automatakkal

e Q-t valasszuk {qo, q1, ... gm}-nak

o g; allapot jelentése: az input aktualis poziciéjaig a minta elsd J
karaktere illeszkedik

@ g, allapotba elérve elmondhato, hogy megtalaltuk a P-nek
egy T-beli elsfordulasat



O kiszamitasa

ATMENETFUGGVENYSZAMITAS(P, ¥) {
m = P.length
for (@ = 0 tom) {

for (aeX) {
k = min(m + 1, q + 2)
repeat
k=k -1
until Py 7 Pya
d(g, a) = k
}
}
return 9



P = baba minta felismerését végzé véges automata

Az allapotatmenet-fliggvény tablazatos formaban

[0 g1 g 9
Q9 92 do da Qo
1 g1 93 g1 g3

a

b

Kitoltése és tarolasa egyarant O(m|X|) koltségi




Knuth-Morris-Pratt (KMP) algoritmus

A véges automataval torténé feldolgozas korlatai

Eléfeldolgozas gyanant ki kell tolteni egy m|X| méretii tablazatot
(és persze tarolni is kell azt)




Knuth-Morris-Pratt (KMP) algoritmus

A véges automataval torténé feldolgozas korlatai

Eléfeldolgozas gyanant ki kell tolteni egy m|X| méretii tablazatot
(és persze tarolni is kell azt)

Eszrevételek

© Ha P = aab minta illeszkedett az input i-edik poziciéjara,
akkor az i + 1 pozici6tél kezd6dGen biztos nem beszélhetiink
illeszkedésrdl

@ Ha P = aaa minta nem illeszkedett az input i-edik pozicidjara,

akkor az i + 1 poziciétél kezdédéen biztos nem beszélhetiink
illeszkedésrdl




Prefixfliggvény

o m:{1,2,...,m} - {0,1,...,m—1} P=[p1...pm] minta
prefixfliggvénye, ha 7[q] = max{k : k < g AP, JPq}

e Azaz 7[q] megadja P azon leghosszabb (g-nal révidebb)
prefixének hosszat, ami valédi szuffixe Pq = [po . . . pg]-nak

o Ertelmezése: ha nem sikeriil tovabbillessziik a mintat az
inputra, az legalabb mely allapotig vet minket vissza



Prefixfliggvény

o m:{1,2,...,m} - {0,1,...,m—1} P=[p1...pm] minta
prefixfliggvénye, ha 7[q] = max{k : k < g AP, JPq}

e Azaz 7[q] megadja P azon leghosszabb (g-nal révidebb)
prefixének hosszat, ami valédi szuffixe Pq = [po . . . pg]-nak

o Ertelmezése: ha nem sikeriil tovabbillessziik a mintat az
inputra, az legalabb mely allapotig vet minket vissza

T = abaabababaca inputban keressiik a P = ababababca mintat

i |1 2 3 45 6 7 8 9 10
Plil]{a b a b a b a b c a
©lil]{0 0 1 2 3 45 6 0 1




A prefixfliggvény novekedése

Indirekt belathaté, hogy m[i + 1] — 7[i] < 1 minden esetben teljesiil




A prefixfliggvény novekedése

Indirekt belathaté, hogy m[i + 1] — 7[i] < 1 minden esetben teljesiil

[i]=2 w[i]=2

= —

S1 52 S354 ... S—2 Si—1Si Si+1
n[i+1]=4 wli+1]=4

Azaz 7[i + 1] — 7[i] > 1 csak tgy teljesiilhet, ha 7[i] nem P;
leghosszabb valédi szuffixének a hossza, ami ellentmondas.




Prefixfliggvény viselkedése

o Folytatédo illeszkedés

w[i] Sa=Ssi11 w[i] sa=s;+1
—— = —
S1 525 S4 ... S5-25-1S5 Sit1

wli+1]=n[i]+1 wli+1]=n[i]+1

o Nem (kozvetlen) folytatédé illeszkedés
m[i] m[i]
515 S35 ... 5-3S5_2 Si-15; Sit1
~ —
J j=n[rli]]



Prefixfliggvény kiszamitasa

PREFIXSZAMIT(P) {
m = P.length
m[1] =0
i=0
for (g=2 to m) {
while i > O and P[i+1] # P[q]
i = 7w[i]
if P[i+1] = PI[q]
i=1i+1
mlql=i
}

return 7



KMP algoritmus

KMP-1LLESzTA(T, P) {
n = T.length
m = P.length
m = PREFIXSZAMIT(P)
q=20
for (i = 1 to n)
while q > 0 and P[q + 1] # T [i]
q = 7wlql
if Plq + 1] = T [i]
q=9q+1
if g =m
print("Illeszkedés a %d. pozicidéval bezardlag" % i)
q = 7[m]

@



Rabin-Karp algoritmus

Az egyszer(iség kedvéért a mintara és az inputra tekintsiink 10-es
szamrendszerbeli szamokként

Alapéotlet

P mintara alkalmazzunk egy hq(x) = x mod q hasitéfiiggvényt.
T-nek csak azon S = [t; ’-i?’_l réssztringjei egyezhetnek meg

P-vel, melyekre hy(S) = hq(P)
hq(S) = hq(P) természetesen csak sziikségességi feltételt tamaszt




Rabin-Karp algoritmus illusztracié (Forras: CLRS 32.5 4bra)

P = 31415, hq(x) = x mod 13

[213]s]ofof2[s]u]a]1]s|2[6[7]3]o]0]2]1]

mod 13

I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
[2]3]s]9o]o]2]3]1]a]1]5]2]6][7]3]0]9]2]1]

mod 13
[s]o]3]ufo]1][7]s8]a]s]0[11[7]9]11]
valodi hamis
illesztés taldlat
le leg legkisebb helyi ériékii
Iéptetés sz gy
\ VY
Glila]1]5]2] 14152 = (31415 = 3-10000)-10+ 2 (mod 13)
‘-—-..-——'w = (7-33)10+2 (mod 13)

. = 8§ (mod 13) .
[1T+] @




Rabin-Karp — a hasitéfliggvény cstsztatasa

hq-nak az input minden indexén kezd6dé kiszamitasa koltséges




Rabin-Karp — a hasitéfliggvény cstsztatasa

hq-nak az input minden indexén kezd6dé kiszamitasa koltséges

A hatékonysag zaloga

Ahogy abc és bcd szamparral teljesiil
bcd = 10 * (abc — 100  a) + d
egyenlGség, hasonléan igaz

hq(bcd) = hg(10 % (hg(abc) — hqg(100) * a) + d)

Osszefliggeés is.




Kis kitéré: Bloom filterek

Probabilisztikus adatszerkezet a Keres miiveletre nézve

Implementacidja: (egyenletesen szord) h hasitéfiiggvény és egy
(kezdetben csupa 0) bitvektor
o x elem beszirasakor a bitvektor h(x) indexét 1-re allitjuk
o x elem keresésnél ha a bitvektor h(x) indexe 1, akkor azt
mondjuk, hogy x-et tartalmazza a bloom filteriink

@ Hamis elutasitas soha nem tesziink, ugyanakkor hamis pozitiv
valaszt adhatunk

Hatékonysaga fiigg h hasitofliggvénytél, valamint az eltarolt
elemek szamatdl (ami kihat a bitvektor kitdltottségére)

Linkek: Bloom filter demo és Guava API


http://billmill.org/bloomfilter-tutorial/
http://code.google.com/p/guava-libraries/

Bloom filterek tévesztési aranyanak elemzése

o Egy bloom filter olyan aranyban ad egy elem tartalmazasara
nézve igenlé valaszt, mint amennyi bitje egyesre lett allitva a
beszarasok hatasara

o Feltessziik, hogy az alkalmazott h hasitéfiiggvény j6l szér, azaz
m ekvivalenciaosztalyba val6 sorolas esetén az objektumok
kozelitbleg % részét sorolja az Gsszes osztélyba

Hany bitje lesz egy m hosszii bloom filternek 1-es n besziras utan?

1 besziras soran % valésziniiséggel toltiink fol egy bitet
1 besziiras soran 1 — % valészintiséggel nem toltiink fol egy bitet

n
n besziiras soran (1 — %) valésziniiséggel nem toltiink fol egy
bitet




Bloom filterek tévesztési aranyanak elemzése

o Egy bloom filter olyan aranyban ad egy elem tartalmazasara
nézve igenlé valaszt, mint amennyi bitje egyesre lett allitva a
beszarasok hatasara

o Feltessziik, hogy az alkalmazott h hasitéfiiggvény j6l szér, azaz
m ekvivalenciaosztalyba val6 sorolas esetén az objektumok
kozelitbleg % részét sorolja az Gsszes osztélyba

Hany bitje lesz egy m hosszii bloom filternek 1-es n besziras utan?

1 besziras soran % valésziniiséggel toltiink fol egy bitet
1 besziiras soran 1 — % valészintiséggel nem toltiink fol egy bitet

n
n besziiras soran (1 — %) valésziniiséggel nem toltiink fol egy
bitet .
(1 - i)n = [(1 - i>m} "~em (nagy m esetén)
m m
n beszarast kdvetéen 1 — e~ m valdszintiséggel lesz a bloom filter
valamely bitje 1-esre allitva @




Mintaillesztés f6bb megkozelitései

Algoritmus \ Elsfeldolgozas lllesztés?
Nyers eré 0 O(mn)
Rabin-Karp ©(m) O(mn)
Véges automata O(m|X]) ©(n)
Knuth-Morris-Prat O(m) ©(n)

@ Rabin-Karp a nyers er6 médszerének heurisztikus
kiterjesztéseként tekinthets

o KMP pedig a véges automatakkal valo illesztés egy

hatékonyabb verziéja

legrosszabb eset

@



A modularis hatvanyozas

Alapprobléma: Mi az a? mod n kifejezés értéke?

Gyakorlati jelent8ség: titkosité eljarasok (pl. RSA) hasznalata soran
sziikségiink lehet ilyen szamitasok elvégzésére

Mar viszonylag kis b-re is rengeteg bitmiiveletet kell elvégezziink J




A modularis hatvanyozas

Alapprobléma: Mi az a? mod n kifejezés értéke?

Gyakorlati jelent8ség: titkosité eljarasok (pl. RSA) hasznalata soran
sziikségiink lehet ilyen szamitasok elvégzésére

Mar viszonylag kis b-re is rengeteg bitmiiveletet kell elvégezziink J

Példa — Mi lesz 7% mod 561 értéke? Avagy

179846672920572906577258722224560336083856608137007342561
612636144396089769552955665549135995604075608096691162101
184113545972526638255004784055311390598542305958357097082
391225061077433281620117130013826448606281708665937931659
796736755253074977366471063146923373865223501532185753076
292710887401801774392779475679510556311966981952826025487
057204699261913973664257857993744045143447531121540574215
969802961003872086163860991702035506591312847029674260362| ..
509156745965136001 mod 561=7 @




Modularis hatvanyozas

MODULARIS-HATVANYOzG(a, b, n){ Megjegyzések

c=0 @ b-nek k bites binaris alakja B

_ @ c csak egy segédvaltozé

for (i=k; k >=0; --k) {
© = 2%c|
d = (d*d) mod n
if (Bli] == 1) {
e =ctl
d = (d*a) mod n
}
}

return d




Modularis hatvanyozas

MODULARIS-HATVANYOzG(a, b, n){ Megjegyzések

c=0 @ b-nek k bites binaris alakja B

_ @ c csak egy segédvaltozé

for (i=k; k >=0; --k) {
e
d = (d*d) mod n @ Mi lesz d és c értéke a for
if (B[i] == 1) { ciklus els6 végrehajtasa utén?l
d = (d*a) mod n
}
}

return d




Modularis hatvanyozas

MODULARIS-HATVANYOzG(a, b, n){ Megjegyzések

@ b-nek k bites binaris alakja B

d=1
_ @ c csak egy segédvaltozé

for (i=k; k >=0; --k) {
s
d = (d*d) mod n o Milesz d és c értéke a for
if (B[i] == 1) { ciklus els6 végrehajtasa utan?

d = (d*a) mod n Miiveletigény

+ Ha a, b és n k biten elfér, mindez
+ O(k) aritmetikai miveletet és
return d O(k3) bitmiiveletet jelent
} ”

@
D  fcoritmusok és adatszerkezetek I



A modularis hatvanyozas miikodése

@ Az algoritmus for ciklusdban minden egyes iteracié megkezdése
elétt a ¢ és d valtozok értékeire teljesiil, hogy:
@ c valtozé értéke megegyezik a [by ... bj11] binaris értékkel
Q@ d=23a° modn

@ A fenti ciklusinvarians teljesiil, megmarad és befejezédik —



Modularis hatvanyozas példa

70 mod561 =?

a=7,b=560,n=561 (B = [1000110000])

i |19 8 7 6 5 4 3 2 1 0
bi|1 0 0 0 1 1 0 0 0 0
c|1l 2 4 8 17 35 70 140 280 560
d|7 49 157 526 160 241 298 166 67




