Bolyai Farkas szdmelméleti vonatkozasu kéziratos hagyatéka

Nevezetes matematikatorténeti eredménynek szamitott Kiss Elemér marosvasarhelyi
matematikusnak Bolyai Jdnos algebrai és szamelméleti jellegl kéziratos hagyatékanak a feldolgozasa.
Kiderilt — ellentétben a korabbi vélekedéssel —, hogy Bolyai Jdnos nem csak a geometridban alkotott
nagyot, hanem szamos figyelemremélté algebrai és szamelméleti eredményt is elért. Bolyai Janos
ezen vizsgalatai korabban teljesen ismeretlenek voltak.

Kiss Elemér kutatasi eredményeit el6bb cikkek sorozataban, majd az Akadémiai Kiadd és a
Typotex Kft. kozos kiadvanyaként megjelent Matematikai kincsek Bolyai Jdnos kéziratos
hagyatékdban cim(i munkajaban adta kozre. A konyvbdl egyértelmden kideriil, hogy nemcsak Bolyai
Janost, hanem az édesapjat Bolyai Farkast is érdekelték a szamelméleti kérdések. Elolvasva a most
el6szor publikalt matematikai targyu leveleket vilagossa valt az is, hogy tobb szamelméleti probléma
megvalaszolasara éppen Bolyai Farkas kérte meg a fiat. Természetesen meril fel igy a kérdés, hogy
vajon Bolyai Farkas kéziratos hagyatékaban rejt6znek-e szamelméleti targyu feljegyzések. Erre adunk
valaszt.

Bolyai Farkas kéziratos hagyatéka

Bolyai Farkas kéziratainak javarésze a marosvasarhelyi Teleki-Bolyai Konyvtarban és a Magyar
Tudomanyos Akadémia Konyvtaranak Kézirattaraban vannak. Frater Janosné az Akadémia Bolyai-
gylijteményének repertériumat még az 1960-as években allitotta Ossze és tette kdzzé. Olah Anna
Bolyai-kutatd, hosszu évek munkdjanak eredményeként a Marosvasarhelyen taldlhatd Bolyai Farkas
kéziratok katalégusat is elkészitette, amely meg is jelent az Egy halhatalan erdélyi tudds, Bolyai
Farkas (6sszeallitotta Gazda Istvan) kétetben az Akadémiai Kiaddnal.

Olah Anna Bolyai Farkas tébb ezer oldalnyi kéziratat témajuk alapjan 29 csoportba sorolta,
amely oldalszdmuk alapjan a kovetkez6k (kezdve a legterjedelmesebbel): didkkori jegyzetek,
matematika, fizika, levelezés, kemence, torténelem, peregrinacids utikonyv, gydgyaszat, csillagaszat,
évnyitd-, Unnepi és gydszbeszédek, irodalom, zene, tanterv, kémia, vegyes, Osszefliggéstelen
feljegyzések, hivatalos okmanyok, mdszaki feljegyzések, szénoklattan, erdészet, haziszerek leirasa,
nyelvészet, tanulmanyrészletek (bevezetdk), filozofikus elmélkedések, ballisztika, publicisztika, birtok
iratok, jog, életrajzi feljegyzések, gazdalkodas.

A matematikai targya kéziratok harom nyelven irddtak: magyarul, németil és latinul. A
kéziratok két csoportra oszthatdk: az egyikbe tartoznak azok az irdsok, amelyeket ténylegesen Bolyai
Farkas jegyzett le, mig a masikba a hagyatékban taldlhaté mas személyek matematikai targyu irasai.
Az utdbbi csoportba tartozo iratok szerzGi kozott taldljuk Bolyai Janost, Michael Schuster segesvari
matematikatandrt és tobb didkjegyzetirét: Orban Lajost, Antal Laszlot, és Vallyi Karolyt is. Itt
kiilonosen VAalyi (mas irdsmddban Vallyi) Karolyra szeretném felhivni a figyelmet, hiszen Bolyai
Farkasnak ez a tanitvanya kés6bb egy neves magyar matematikust is adott a vildgnak, nevezetesen a
fiat, Valyi Gyuldt. Réthy Mér (Valyi Gyula tandra, kés6bb tandrtarsa) amikor elldtogatott a Valyi
csalddhoz és hallotta az id6s Valyi Karolyt Bolyai Farkasrdl beszélni, majd meglatta a csalad féltve
6rzott dedikalt Tentamen-jét is, akkor nem volt tobbé kérdés a szdmara, hogy Valyi Gyula miért
valasztotta a matematikusi palyat.

Bar dolgozatunk végén Schusterhez még egy rovid megjegyzés erejéig visszatériink, a
tovabbiakban csak az elsé csoportba tartozé matematikai kéziratokroél lesz szé.

Bolyai Farkas matematikai vonatkozdsu kéziratai
Bolyai Farkas matematikai targyu feljegyzései teljes egészében eddig még nem lettek

feldolgozva. A hagyaték lapjai egyarant tartalmaznak kidolgozott tanulmanyokat, néhany soros
feljegyzéseket és mellékszamitdsokat is. A tovabbiakban vélogatast kozliink a hagyatékbdl a



kéziratokat témakorok szerint csoportositva. Hivatkozasként feltlintetjiik a marosvasarhelyi Teleki-
Bolyai Koényvtarnak a jelzetszamait is. Az itt targyalt iratok a Magyar Tudomanyos Akadémia
Konyvtaranak Mikrofilmtaraban is elérhetGk a 8030-as tekercsen.

Néhany témakor és dolgozat Bolyai Farkas matematikai targyu irataibdl:
a) Algebra
- A’Log a s Log b-bél Log(a+b) Gauss szerint’ kezdet(i irds (BF. 56/1).
- Komplex szamok vizsgalata
A 'Sigillum veri simplex’ jeligéji tanulmany (BF. 51/1-51/8v). Ezt vagy ennek egy
tisztaltabb valtozatat kildte el Bolyai Farkas a lipcsei Jablonowsky-féle tarsasag 1837-es
matematikai palyazatdra, amire Bolyai Jdnos a Responsiot kildte. Késébb mindkét Bolyai
visszakérték a dolgozataikat Lipcsébdl.
- A polinomialis tétel vizsgalata (BF. 63/1-BF. 63/3v).
-’A Farczddi dr radix cubicdjdra’ cimd irds (BF. 84/1,1v).
Nagy segitséget jelentett ennek az iratnak a megfejtésben az, hogy Koretz Lérincz kegyes
szerzetbeli dldozar 1852-ben Pesten megjelent Elemi mennyiségtan cim{ konyvének egy
megjegyzésében sikerilt rdbukkanunk egy kolozsvari illetéségli Farczadi urra, annak pontos
nevére, és egy konkrét szamoldsi példara is az altala kozolt kobgydkvonasi eljarast illetéleg.
Ennek ismeretében Bolyai Farkas kézirata is érthet6bbé valt. Bolyai mar kisiskolas kordban is
remekelt a fejszamoldsban, szdmara nem jelentett gondot fejben megmondani, hogy példaul
egy ilyen 14-jegy(i szdmnak mi a kdbgydke: 46764948693952. Hogyan csindlta ezt Bolyai? Es
hogyan szamolt Farczadi ur? Ezzel kapcsolatos ennek a kéziratnak a tartalma.
b) Analizis
- Hatvanysorba fejtés (BF. 90/1,1v).
- Sorok konvergencidjanak vizsgalata
'Egy kis értekezés fels6bb rendeletre’ cim(i tanulmany (BF. 52/1-52/5). A matematikai
hagyaték talan legnehezebben olvashaté dolgozata, benne az Olivier-, Burg- és Montucla-
kritériumokkal.
- Integralszamitas (BF. 101/1,1v).
- Taylor formula (BF. 92/1).
c) Geometria
- Elemi geometriai feladatok (BF. 70-77).
- Feljegyzések a parhuzamosokroél (BF. 104/1,1v,2,2v).
- A Generatio plani cim(i dolgozat (BF. 54/1-54/3v).
d) Vegyes feljegyzések, mellékszamitasok
e) Szamelméleti targyu irdsok

A tovdbbiakban mi csak a szamelméleti targyu irdsokat vizsgaljuk. Nem titkolt célunk ezzel
Kiss Elemér kutatasaihoz adalékokkal jarulni és feltarni azokat a matematikai csomdpontokat, ahol a
két Bolyai vizsgalatai talalkoznak. Nagyon izgalmas feladat az olyan néhany soros megjegyzések
értelmének megfejtése, amelyek magukban ugyan tobbet sejtettnek, de csak gondolattoredékek
maradtak meg réluk. llyenkor a két Bolyai kéziratainak egylttes tanulmanyozasa segitségiinkre lehet
a probléma megoldasaban.

Lassunk erre egy példat!

Bolyai Farkas a BF. 96/1 lapjan ezt irja:

n+l

x=—y 1
yn+l_2yn +1

majd ezt rogton bibliai targyu irdsokkal folytatja.

, S x-nek s yn+l —1-nek primnek kell lenni x pro y=3 =2",



Mashol a sorok kozott ezt jegyzi fel (BF. 55/1):
yn+1 -1
yn+l _ 2yn + 1

becsei, hogy x egész legyen minden n re [tehdt?] y csak 2 kettd lehet.”

” ynX, s X= is yn+l —1 nek, s x nek primnek kell lenni, s y nak csak 3 [..] 2 lehetnek

A BF. 57/3v oldalon is hasonldérdl olvashatunk:
Ly +y? oy x(+y+ Y+ YT = X
yn+1 _l+ yn _1 _on

y-1  y-1 0F
yn+1_1:X(yn+1_2yn +1)
_ yn+1_1

XnhekK s —Llnek primnek Kell lenni X=Z pro y=s, minden nre y=2-,
ks Y™™ —1nek primnek kell lenni x=2 3; mind 27

majd Bolyai hazipraktikakkal folytatja gondolatait, egerek, bolhdk és mas tarsbérlék ellen. Vajon
miért vizsgalja Bolyai Farkas ezeket az egyenleteket? Orémmel olvassuk, hogy Janos is ir errél
édesapjanak egyik levelében (BJ. 1014/1v):

»Wolfius abban is hibdzott, hogy nem mondja meg, hogy y és x primek legyenek; egyébardnt az ide
kiildott kifejezettje x-nek el van hibdzva,; ugyanis nem

y"(2y-1)-1
y'(y-2)+1
hanem
yn+l -1
y'(y-2)+1
Hogy ez pro y>2 nem lehet egész, és a féladatnak meg nem felelhet, nagyon réviden kivildglik onnan,
hogy nyilvdn <

n+l
n y = y = l+ 2 ’
y'(y-2) y-2 y-2
tehdt csak =1 lehet egész: mib6l Y" (Y —2) +1=y"™™ =1, tehgt y" is =1 lenne; mi repugndl.”

Kettejiuk jegyzeteinek egylttes tanulmdanyozasa utdn mar kezd vildgosodni a kép: arrdl a kérdésrél
van szo, hogy egy tokéletes szdm (vagyis olyan pozitiv egész szam, amely megegyezik a nalanal kisebb
pozitiv osztéinak dsszegével) mikor lehet Yy"Xalaku. Ismeretes, hogy mar Euklidész (Kr.e. Ill. szazad)
igazolta, hogy minden 2" (2”+l —1) alaki szam tékéletes szam, ha n olyan pozitiv egész szam, hogy
2m -1 primszam. Kétezer év mulva, L. Euler (1707-1783) bizonyitotta be, hogy minden paros
tokéletes szam sziikségképpen 2" (2n+1 —1) alaku (az, hogy van-e pératlan tokéletes szdm ma is
nyitott probléma). A Bolyaiak el6bb emlitett feljegyzései a szorzatalak altalanositasara vonatkoznak,
vagyis ha egy tokéletes szdm Y"X alakd, ahol x és y is primszédmok, akkor vajon mit mondhatunk x-
rél és y-roél. A valaszt bizonyitassal egylitt a fenti jegyzetekben taldljuk: az (y=3, x=2, n=1) megoldason
kiviil, y csak 2-vel lehet egyenl és az n-t gy kell vélasztani, hogy x 2™ —1 alaku primszam legyen.
Igazi 6rom a kutatdnak, ha valamely altala feltart eredménybdl kés6bb kozkincs lesz. A

kozelmultban Sandor Jozsef szamelmélész a fenti eredményre a két Bolyai kozos tételeként
hivatkozott egyik munkdjaban.



Bolyai Farkas szamelméleti targyu kéziratai

Kiss Elemér korabban emlitett konyvében utalt arra, hogy Bolyai Farkas is foglalkozott a
Wilson-tétel és kis Fermat-tétel megforditasaval. Bolyai Farkas kéziratos hagyatékaban sikerdlt
megtaldlnunk ezen vizsgalatokat is.

A kis Fermat-tétel megforditdsa

A kis Fermat-tétel azt allitja, hogy ha p primszam és (p,a)=1, akkor a’™ =1 (mod p). Bolyai
Farkast nagyon érdekelte, hogy vajon igaz-e az allitds megforditdasa, vagyis a kongruencia
teljesiilésébdl kovetkezik-e p primsége. Fiat is megkérdezte ennek a problémanak az eldontésérdl. A
tétel megforditasa nem igaz, és ezt Bolyai Janos ,elmélet utdn” (a Jeans-tétel felfedezésével) a 341
alprim megtaldlasa révén latta be, vagyis ha a=2 és p=341, akkor a kongruencia teljestl, pedig a 341
nem is primszam, mivel az 11 és 31 szorzata. Eredményét el is kiildte édesapjanak (BF. 100/1).

Azt gondolhatnank, hogy ezzel Bolyai Farkas vizsgalédasait a megforditassal kapcsolatosan be
is fejezte, hiszen a kérdés megoldddott, Janos taldlt egy ellenpéldat igy a kis Fermat-tétel
megforditdsa nem igaz. Nos, az 6reg Bolyai itt nem allt meg, tovdbb kérdezett, hiszen a ,,conversdnak
két s6t 3 esete van” — irja és valdban, mi van akkor
»1. ha p nem prim az a-hoz, de maga prim”

»2. ha p prim az a-hoz, de maga nem prim”

»3. ha p nem prim az a-hoz, sem maga nem prim”,

ezekben az esetekben fennall mindig a kongruencia? Bolyai Farkas kénnyen valaszt ad erre magdnak
az alabbi példakkal (BF. 57/1):

1. 5° =1 =624 és ez nem oszthatd 5-tel (itt a=p=5), vagyis ekkor nem teljesiil a kongruencia.

2. 2% =1+4+mp (ezt taldlta Bolyai Janos, itt a=2 és p=341) dsszetett p-re is teljesiilhet a
kongruencia.

3. 27 =511+1 és 511 nem oszthaté 10-zel (itt a=2, és p=10), vagyis ekkor sem teljesiil a
kongruencia.

Bolyai Farkas taldlt egy-egy példat arra, hogy ha a és p nem relativ primek, ahol p prim vagy
Osszetett szam, akkor nem teljesil a kis Fermat-tétel kongruenciaja. De 6 még tovabb megy, észre
veszi, hogy ha a és p nem relativ primek, akkor soha nem is teljesiilhet ez a kongruencia. Ezt gyorsan
be is bizonyitja maganak az aldbbi frappans mdédon (a mai atirassal és szohaszndlattal kdzlom):

1. Allitas: Ha (a, p) #1, akkor aP™ =1 (mod p) nem teljesiil.

Bizonyitas: Ha (@, p) # 1, akkor léteznek olyan k,/,h 1-nél nagyobb egész szdmok, hogy a=kh és p=kI.

Ekkor nyilvan a* —1=k*h* —1, melynek p vagyis kI nem lehet osztéja, hiszen akkor k is osztdja
kellene, hogy legyen, de az nem lehet, mert k-val osztva k-1 maradékot adna.

Bolyai Farkasnak még egy bizonyitasat k6zoljiuk (a mai szokdasos jeldlésrendszerrel), amelyet a
kis Fermat-tételre ad az a=2 esetre. Az igazolds a mellékelt kéziraton l|athaté és a BF. 55/1
jelzetszamu oldalon van, kicsit hosszabban leirva, de a bizonyitds gondolata lényegében egyetlen
sorban is vilagosan megadhaté.

2. Allitas: Ha p primszam, akkor 2P —2 oszthaté p-vel.

Bizonyitas:

2p :(1+l)p :2+pz_lL:2+ ppz_lM:2+mp'
i KH(p—K)! i K (p—k)!
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A BF. 57/1 jelzetszamu kézirat, amelyen Bolyai Farkas a kis Fermat-tétel megforditasanak kilénbozd
eseteit vizsgalja.
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»T6kélyes szdmoknak mondottdk a goérégék” kezdetd irds a BF. 55/1 oldalon. A lapon Bolyai

Farkasnak a tokéletes szamokkal kapcsolatos néhdny vizsgalatat, a 2. allitasra adott bizonyitasat, a
pitagoraszi szamharmasok formulajat valamint a 341 alprim prébajat is megtalaljuk



Bolyai fenti bizonyitasa a binomidlis tételen alapul. Itt jegyezziik meg, hogy a kis Fermat-
tételnek adhatd az altalanos esetre is az el6bbihez hasonld bizonyitasa, de ott a polinomidlis tételt
kell felhasznalni.

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy vajon Bolyai Farkas hagyatékaban Fermat karacsonyi
tételére adott bizonyitasa is meg van-e, hiszen Janos azt irta, hogy azt is bebizonyitotta az édesapja.
Ezt a bizonyitast még nem sikerilt megtaldlnunk, de nem kizart, hogy az valahol még meg van, mivel
tobb feljegyzés foglalkozik a négyzetszamok és a tortek négyzetdsszegének vizsgalataval.

Tovabbi szamelméleti érdekességek Bolyai Farkasndl

Erdemes megfigyelni, hogy a Bolyaiak nem ijedtek meg gércsé ald venni a hosszl évszazadok
O6ta megoldatlan nehéz matematikai problémakat. Foglalkoznak a hires gorog feladatokkal: a
szogharmadolds, kockakett6zés, kornégyszogesités, a tokéletes szdmok és természetesen a
parhuzamosok problémajaval.

A nagy Fermat-sejtés (nagy Fermat-tétel) is megérintette Sket. A ,Theorema summae
duorum cuborum, quorum radices sunt numeri integri cuborum, non est cubus” cim{ 16 oldalas
dolgozat a nagy Fermat-sejtés n=3 esetét vizsgdlja (BF. 397, 8033-as tekercs). Bolyai Farkas ezt irta a
munkdra: , Schuster kiildétte hozzadm a segesvdri Rector kordban ezen imaga demonstratidjdt. Volt ez
révidebben demonstrdlva az Euler algebrdja harmadik darabja végén.” Ezt a munkat Bolyai Farkas
haldla utan Bolyai Janos megtalalta és nem tul kedvezd biralatot ir réla 1857. november 27-én kelt
levelében Bolyai Gergelynek: ,,idé jobb téltéséért valami mathesisi speculatiokat kisértek meg, jelesen
egy oly tdrgyban, melyben egy Schuster nevii becsiiletes segesvdri rector kemény hajotérést
szenvedett (mint az Oreg iratai k6zétt taldltam), s6t az orids Euler is csak félszegen ad el6” .

Bolyai Farkas és a lanctértek

Bolyai Farkas szerethette a lanctortek elméletét is, mivel a kéziratainak lapjain is gyakran
felbukkannak. A Tentamen-ben megtalalhatjuk Lord Brouncker 1655 koriil megadott példajat is
bizonyitasaval egyitt, valdsziniileg Euler nyoman:

3. Allitas:
4_, r
2
m o4 3
52
2+
2+...

Bizonyitds: A ‘'Tentamen’ 2. kiadasanak I. kotetének 441. oldalan olvashatd bizonyitds az

1 1 1 1
—_—_ 4 — - = >
a b c 1+ a
b2
b-a+
c—-b+..
azonossagnak a jolismert
LR P
4 3 5 7

Leibniz-sorral vald 6sszevetésébdl adédé igazolas, ahol a=1, b=3, c=5,...



A lanctorteket valds egylitthatds egyenletek gyokeinek kozelitésére is felhaszndlta. Bolyai

hires munkdajaban részletesen bizonyitotta azt is, hogy a végtelen lanctort az

b
b
a+
at...
x?+ax=b valés egyltthatdés egyenlet egyik gyokét adja. Az ilyen végtelen processzusok iranti

a+

vonzalmat jol példazza az X™ = a+ X trinom egyenlet (ahol M= 2 egész szam, a pozitiv valés szam)
egyik gyokének az

% =0
x =¥a
x, =Y a+Va

X, :”\fa+Q7a+Q7a+...

iteracids sorozattal valé megadasa. Bolyai Farkas 6nallé matematikai erdeményei kozil kulféldon ez
az eljards, az un. Bolyai-algoritmus valt legkordbban ismertté R. Baltzer, Die Elemente der
Mathematik cim{d konyvébd6l. A trinom egyenletek megoldasat akkoriban a pénzigyi élet is
szlikségessé tette, mivel a jaradékszamitds un. kamatldbproblémaja pont ilyen egyenletek
megoldasat igényelte. Farkas Gyula fiatalkordban a fenti eredményt tovabb altaldnositotta, téle ered
a modszer elnevezése is. Hasonld vizsgalatokkal Egervary Jend is foglalkozott. Kés6bb Széndssy Barna
mintegy félszaz olyan dolgozatot talalt, amely szorosan kapcsolédik Bolyai fenti gyokkozelité
maddszeréhez, példaul Rényi Alfréd a valds szamok elGallitadsanal tudta azt felhasznalni.

Kiss Elemér kdnyve nemcsak a Bolyai-kutatasban hozott Gjat, de ramutatott egyben arra is,
hogy a magyar szamelméleti kutatasok kezdetei nem a XIX. szazad végétél indultak meg hazankban,
hanem félévszazaddal korabban mar a Bolyaiak munkassagatol. Eredményeiket sajnos csak most
ismerhette meg a nagyvilag, pedig korukban bizonyara nagyobb hatast fejtettek volna ki.
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