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https://www.inf.u-szeged.hu/sites/default/files/szalap/bonyelm-print.pdf
https://www.libri.hu/konyv/christos_h_papadimitriou.szamitasi-bonyolultsag.html

Az eloadas felépitése

A kiszamithatésag- és a bonyolultsagelmélet kialakuldsa
Turing-gépek. A kiszdmitas RAM modellje.
Probléméak egymashoz viszonyitott nehézsége: a (hatékony) visszavezetés

Eldonthetetlen problémak

Teljesség, nehézség; NP-teljes problémak zv!
Approximacid, pszeudopolinomialis algoritmusok, parametrizalt komplexitas
PSPACE-nehéz problémak zv!
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» Bonyolultsagi osztalyok
>

>

>

» Randomizalt algoritmusok talan
>

Parhuzamositas talan
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check this


https://www.facebook.com/szteinfosmemek/photos/a.1696325810393867/2607557512604021/?type=3&permPage=1

check this

IVAN SZABOLCS

Megoldas
» pirosvirag: 20

» kékvirag: 5
» sargavirag: 1 (oh my so clever lulz)

» célfiiggvény (lol): 25

... mert csak négy kék szirom van

koészi a dc pmet errél
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https://www.facebook.com/szteinfosmemek/photos/a.1696325810393867/2607557512604021/?type=3&permPage=1

95% of people cannot solve this!

' + E&' + b =4
2% % ¥R
Can you find positive whole values

for .; E:&,; andb?

check this
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https://www.quora.com/How-do-you-find-the-positive-integer-solutions-to-frac-x-y+z-+-frac-y-z+x-+-frac-z-x+y-4/answer/Alon-Amit

95% of people cannot solve this!

' + g& + b =4
2% % ¥R
Can you find positive whole values

for '; &fb; andb?

check this

: 2
Legkisebb megoldasok
alma: 154476802108746166441951315019919837485664325669565431700026634898253202035277999
bandn: 36875131794129999827197811565225474825492979968971970996283137471637224634055579
ananédsz: 4373612677928697257861252602371390152816537558161613618621437993378423467772036

aki akar, megprébalhat ra programot irni, good luck
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https://www.quora.com/How-do-you-find-the-positive-integer-solutions-to-frac-x-y+z-+-frac-y-z+x-+-frac-z-x+y-4/answer/Alon-Amit

A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

1900: Hilbert 10. problémaja (a 23-bdl)
Adott p(x1,...,x,) egész egyltthatds polinom, létezik-e (egész értékii)

zérushelye.

p|2 xf + :rg + :cg — Sx?xg — 3:1:11% — 31‘%13 — 3x11§ — 336%13 — 3$2$§ — b5x1x013.
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

1900: Hilbert 10. problémaéaja (a 23-bdl)
Adott p(z1,...,x,) egész egyiitthatds polinom, |étezik-e (egész értékii)
zérushelye.

PP L eV =391 3R 139D V1333 v ersPdic s,
Gyiimélccsel minden jobb.
1928: Hilbert

Talaljunk olyan algoritmust, amellyel a predikatumkalkulus tetszéleges
formulajardl eldonthetjiik, hogy tautoldgia-e.

IVAN SzZABOLCS BONYOLULTSAGELMELF 5 /230



A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

1900: Hilbert 10. problémaja (a 23-bdl)
Adott p(x1,...,x,) egész egyltthatds polinom, létezik-e (egész értékii)
zérushelye.

p|2 a:f + :r; + :c; — 3:0?:02 — 3:(:1555 — 3x§13 — 31‘11% — 3151’3 — 5I2I§ — b5x1x013.

1928: Hilbert
Talaljunk olyan algoritmust, amellyel a predikatumkalkulus tetszoleges
formul3jardl eldonthetjiik, hogy tautolégia-e.

Algoritmusbdl sokkal kevesebb (megszamlalhatéan végtelen) van, mint eldéntési problémabél (kontinuum) —
Cantor, 1874 —, emiatt a problémak tilnyomé tobbsége megoldhatatlan. J
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Mi az, hogy valami kiszamithat6?

1931, Godel: Primitiv rekurziv fiiggvények

» f(n)=0; RETURN 0
» s(n)=n+1; az input ndvelése eggyel
> 7 (21,. .. 2k) = 24 ,projekcié” = témbelem-kivélasztas
> f/n, q1/k,...,gn/k = h(z) = f(g1(x),. .., gn(x)); ,kompozici¢”

,az outputo(ka)t odaadjuk egy masik kiszdmithaté fiiggvénynek inputként”
> f/k g/(k+2)= primitiy rekurzié”

h(0, ) = f(x),
h(n+1,z) = g(n, h(n,z), ).

Intuitive vildgos, hogy ezek tényleg , kiszdmithaté” fliggvények, konnyii rajuk mai

programozasi nyelven is kédot irni, mely biztos, hogy mindig meg is all
(a primitiv rekurziv hivésok is, mert n leszéllasi feltételként miikodik)
v
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Néhany primitiv rekurziv fiiggvény

Az utolsé konstruktor magyarul ,rekurzivan hivjuk a fliggvényt eggyel kisebb
paraméterre, eztdn az eredménybdl, a paraméterbdl és az input tovabbi elemeibdl
kiszamitjuk az aktudlis értéket”.

Példak
» add(0,z) =z, add(n + 1,z) = add(n, ) + 1 — 6sszeadas

(adjuk o6ssze az eggyel kisebb n-t az z-szel — rekurziv hivds — majd az
eredményhez adjunk egyet)

» mult(0,z) = 0, mult(n + 1, ) = add(mult(n, z), z) — szorzas
» pow(0,z) =1, pow(n + 1,z) = mult(pow(n, z), ) — hatvanyozas

» faktoridlis, kiilonbség, egyenl6ség tesztelés, elGjel, egészosztas, maradék, stb

4

Ha csak ezt a fajta rekurziét tdmogatjuk, az tényleg elég , primitiv".
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Primitiv rekurzié ~ for ciklus

int h( int n, int x1, int x2, .., int xk )
{
int ret = £( x1, x2, ..., xk ); // alapeset: O-ra
// fontos: eldre ismert, hogy hanyszor fut le!
for( int i = 0; i < n; i++ )
{
ret = g( i, ret, x1, x2, ..., xk );
}
// nem is kellett hozza rekurzid, és plusz tar se sok
return ret;

}
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Primitiv rekurzié ~ for ciklus

Ezt csinaltuk az el6bb

int add( int n, int x )
{
// projekcid
int ret = x;
for(int i = 0; i < n; i++)
{
// inkrementalas
ret = ret + 1;
}
// 6sszeadtuk
return ret;

}

int mult( int n, int x )
{
// konstans 0
int ret = 0;
for(int i = 0; i < nj; i++)
{
// addjuk hozza
ret = add( ret, x );
}
// bsszeszoroztuk
return ret;

+

int pow( int n, int x )
{
// kompozicid:
// 0, rakévetkezés

int ret = 0 + 1;
for(int i = 0; i < nj; i++)
{

// szorozzunk ra
ret = mult( ret, x );
}

return ret; // done

+

lathatjuk: primitiv rekurziéval eléallé fuggvényeket tényleg nagyon egyszerlien,

sablonosan (és rekurzié-mentesen) implementéalhatunk
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n)=n+1
A(m +1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))

pl. A(1,1) =
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n)=n+1
A(m +1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))
pl. A(1,1) = A(0,A(1,0)) =
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n)=n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1)= (mA(m—I—l n))

pl. A(1,1) = A0, A(1,0)) = A0, A(0, 1)) =
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n)=n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1)= (mA(m—I—l n))

pl. A(1,1) = A0, A(1,0)) = A(0, A(0, 1)) = A(0,2) =
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A0,n)=n+1
A(m +1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))
pl. A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0, A(0,1)) = A(0,2) = 3.
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A0,n)=n+1
A(m +1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))
pl. A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0, A(0,1)) = A(0,2) = 3.
pl. A(3,3) =

IVAN SZABOLCS BONYOLULTSAGELMELET 10 / 230



A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n)=n+1
A(m +1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))

pl. A(1,1)
pl. A(3,3)

A(2,A(3,2)) =

A(0,A(1,0)) = A0, A(0,1)) = A(0,2) = 3.
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n) =n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))
pl. A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0, A(0,1)) = A(0,2) = 3.
pl. A(3,3) = A(2,A(3,2)) = A(2, A(2, A(3,1))) =
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n) =n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))
pl. A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0, A(0,1)) = A(0,2) = 3.
pl. A(3,3) = A(2,A(3,2)) = A(2, A2, A(3,1)))

= A(2,A(2,A(2, A(3,0)))) =
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n) =n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))
pl. A(1,1) = A(, (1,0)) = A(0, A(0,1)) = A(0,2) = 3.
P| A( ; ): ( )) A(2,A(2,A(3,1)))

= A(2,A(2,A(2, A(3,0)))) =
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Példa: Ackermann-fiiggvény

A(0,n)=n+1
A(m+1,0) = A(m, 1)

Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n))
pl. A(1,1) = A(0, A(1,0)) = A(0, A(0, 1)) = A0, 2) = 3.
pl. A(3,3) = A(2,A(3,2)) = A(2,A(2,A(3,1))) = A(2, A(2, A(2, A(3,0)))) =
A(2,A(2,A(2,A(2,1)))) = A2,A(2,A(2,A(1,A(2,0))))) =A(2,A(2,A(2,A(L,A(L,1)))))=
A(2,A(2,A(2,A(1,A(0,A(1,0))))))=A(2,A(2,A(2,A(1,A(0,A(0,1))))))=
A(2,A(2,A(2,A(1,A(0,2)))))=A(2,A(2,A(2,A(1,3))))=A(2,A(2,A(2,A(0,A(1,2)))))=
A(2,A(2,A(2,A(0,A(0,A(1,1))))))=A(2,A(2,A(2,A(0,A(0,A(0,A(1,0)))))))=
A(2,A(2,A(2,A(0,A(0,A(0,A(0,1)))))))=A(2,A(2,A(2,A(0,A(0,A(0,2))))))=
A(2,A(2,A(2,A(0,A(0,3)))))=A(2,A(2,A(2,A(0,4))))=A(2,A(2,A(2,5)))=...
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

» A(5,1) mar egy sokkal nagyobb szdm, mint ahany atom van az ismert
univerzumban.

» Az Ackermann-fliggvény nem primitiv rekurziv fiiggvény: gyorsabban
ndvekszik, mint amit el lehet érni a primitiv rekurzié konstruktoraival.

» Els6 ranézésre talan nem primitiv rekurzié, mert a harmadik esetben a
bels6 hivas n mentén csokken, mig a tobbi hivasnal m csokken.

» Ettol még lehet, hogy fel lehetne irni primitiv rekurziv alakban! De be van
bizonyitva, hogy nem lehet.

VAN SZABOLCS 30NYOLULTSAGELMEL 11 / 230



A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Mi az, hogy valami kiszamithat4?

1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények
A primitiv rekurziv fliggvények konstrukcidi, plusz:

» f/(k+1) = h(x) =min,>o{n: f(n,z) =0}

az 4ltaldnos (parcialis) rekurziv fiiggvények.

» Magyarul , keressiik meg azt a legkisebb n-t, amire az eredeti fiiggvényiink O-t vesz fel, ha megkapja
n-t és magat az inputot”.

» Ez intuitive kiszdmithaté: inditunk egy while ciklust 0-rél és kiszamolgatjuk f(0, x)-et, f(1, x)-et
stb, amelyikre el6szér O lesz, azt az n-t visszaadjuk.

» ,Parcidlis”, mert ha egy x-re f(n,x) sose lesz 0, akkor a fiiggvény nem definialt.

Az Ackermann-figgvény is altaldnos rekurziv fiiggvény. J

a defje ugyan nem Ggy néz ki, de atirhaté ekvivalens, altalanos rekurziv alakira
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Altaldnos rekurzié ~ while ciklus

int h(int x1, int x2, ..., int xk)
{
// minimumkeresiink 0-rd6l
int n = 0;
// ez akar végtelen ciklusba is eshet!

// nem tudni feltétlen eldre, hanyszor fut!

while( f( n, x1, x2, ..., xk ) !=0 )
{
// ha erre se 0, néveljik
n=n+1;
}
// 0 lett az f
return n;

}
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Mi az, hogy valami kiszamithaté6?
» 1931, Godel: Primitiv rekurziv fuggvények Ackermann: ez még kevés
> 1934, Godel: Altalanos rekurziv fiiggvények Ackermann: hold my beer.. wait

» 1930-as évek eleje, Church, Kleene, Rosser (Princeton): A-definidlhatésag

1935: AMS New York-i 6sszejovetele

Church tézise: Az altalanos rekurziv fliggvények (matematikai fogalom)
megfelelnek az algoritmikusan kiszamithaté fliggvény fogalmanak (intuitiv

fogalom).

. Tézis": egy real-life fogalmat kot 6ssze egy matematikaival, igy nem lehet ,bebizonyitani”, csak elfogadni

1936: Kleene tétele
Az altalanos rekurziv fiiggvények megegyeznek a A-definialhaté fliggvényekkel.

, Tétel”: csak matematikai fogalmakrél beszél + be is van bizonyitva, vitathatatlan
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A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

1936: Turing tétele és tézise
Bebizonyitja, hogy a Turing-gép

» https://www.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
» https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY

» https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiF9AHN4

ekvivalens a A-definialhatésaggal (tétel), és megfogalmazza azt a tézist, hogy a

Turing-gép megfelel az algoritmussal kiszamithaté fliggvényeknek.

(persze Turing tétele és Kleene tétele miatt ez a tézis pont ugyanazt jelenti, mint Church tézise, ezért a neve

ma ,,Church-Turing tézis")
A Church-Turing tézist tapasztalati tények és matematikai eredmények
tamasztjak ala:
» Minden intuitiv értelemben megoldhaté problémardl sikerilt kimutatni,
hogy azok megoldhaték a matematikai modellekben is.

» A matematikai modellek ekvivalensek.
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https://www.youtube.com/watch?v=gJQTFhkhwPA
https://www.youtube.com/watch?v=E3keLeMwfHY
https://www.youtube.com/watch?v=FTSAiF9AHN4

A kiszamithatdsag elméletének kialakulasa

Ezek utan. .. )

most méar, hogy mindenki megegyezett abban, hogy mi az matematikailag, hogy valami , kiszdmithatd”, neki

lehet allni bebizonyitani, ha valami nem az

1936, ’37: Church, Turing

Nem létezik olyan algoritmus, mely a predikatumkalkulus tetszéleges
formulajarél eldéntené, hogy tautolégia-e.

1971: Matijasevic

Hilbert 10. problémaja algoritmikusan megoldhatatlan.
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Kiszamithatdsag és bonyolultsag

Kiszamithatésagelmélet ’

Melyek az algoritmikusan megoldhaté problémak?

Bonyolultsagelmélet
Melyek a gyakorlatilag megoldhaté problémak? (er6forrasigény!) ’

Intuitive az Ackermann-fliggvény elméletben kiszamithaté, de gyakorlatban nem az

1971: Cook
P és NP osztalyok, NP-teljesség, SAT NP-teljes

1972: Karp

Ramutat az NP-teljes problémak valtozatossagara.

1973: Levin

Tobb kombinatorikus probléma ,,univerzalis a kimerité keresésre".

IVAN SZABOLCS 3ONYOLULTSAC ELE 17 / 230



Tovabbi bonyolultsagi osztalyok és szamitasi médok

A kurzuson a két kézponti (és gyakorlati szempontbdl is legmotivaltabb)
osztalyunk a P és az NP problémaosztaly lesznek, de lesz sz6 masrdl is

» L, NL, PSPACE, EXP, ...

» Valdszin ﬁSégi modellek kriptografiaban pl nagyon hasznos
» Parhuzamos szamitas a GPU programozas is motivalt dolog
stb.
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Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-
pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

= i &

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-
pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

= i &

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-
pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

= i &

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10" | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%!




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10" | 4.32 x 107 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10?3

nlogn




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10" | 4.32 x 107 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 102




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 8.1 x 10%°




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x10'2 | 81 x 10%% | 4.5 x 107




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd

1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 103 | 4.32 x 1017 | 2.94 x 10%! | 8.64 x 10%
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops
n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
11" 264 336




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518 578




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518 578
n! 14




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518 578
n! 14 16




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518 578
n! 14 16 19




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518 578
n! 14 16 19 22




Mit jelent az idGigény?

Az alabbi tablazat megadja, hogy adott futasidejli algoritmus adott szamitasi ka-

pacitasu architektirdn mekkora inputra fut még le egy napon beliil.

C64 Cray Y-MP | mai GPU Tianhe-2 | Fold bolygd
1Mflops 1Gflops 5TFlops 34PFlops 10EFlops

n 86.4G | 8.64 x 10'3 | 4.32 x 10'7 | 2.94 x 10?! | 8.64 x 10?3
nlogn | 2.75G | 2.1 x 10'2 | 81 x 10 | 4.5 x 10! | 1.17 x 10?2
n? 300k 9.3M 657M 54G 929G
n? 4420 44.208 756k 14.3M 95M
D2 36 46 58 71 79
1.i® 264 336 426 518 578
n! 14 16 19 22 24

Amig Moore torvénye (nagyjabdl) igaz, addig a polinomidejli algoritmusok egy-egy

Ujabb év elteltével konstansszor tobb adattal tudnak adott idon belil elbanni.




Aszimptotikus jelolések

Legyenek f,g: N — N fliggvények.

» f(n) =0(g(n)), ha létezik olyan ¢ > 0, hogy f(n) < c¢-g(n) majdnem
minden n-re.

> f(n) = Q(g(n)), ha g(n) = O(f(n)).
> f(n) =0O(g(n)), ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f(n)).
Ha f(n) = O(g(n)), de g(n) # O(f(n)), annak jele f(n) = o(g(n)). (és w

hasonléan.)

15000000 ¢ 5
W 1000n + 3000 M 0.6n
12000000
5000000
6000000

3000000

0

0 1000 2000 3000 4000 5000

, 1000n 4 3000 = O(0.6n2)

A kép forrasa: Khan Academy
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https://www.khanacademy.org/computing/computer-science/algorithms/asymptotic-notation/a/asymptotic-notation

Aszimptotikus jelolések

Hatarértékkel altalaban konnyebb

Ha lim,,_ oo EZ?
» ...=0, akkor f(n) =o0(g(n))

» ... < oo, akkor f(n) = O(g(n))

Példa

Ha p(n) és g(n) polinomok (pozitiv féegyiitthatéval), akkor
» p(n) = O(q(n)) pontosan akkor, ha p fokszama legfeljebb akkora, mint ¢-¢;
> p(n) = 6(

Legyen a € N, a > 1. Ekkor p(n) = o(a™).

g(n)) pontosan akkor, ha fokszdmaik megegyeznek.

Nagyobb foki polinom jobban nd, exponenciélis még jobban.
v
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A P osztaly, informalisan

Egy probléma a P osztilyba esik, ha megoldhaté polinom id&igényii (vagy
O(n*) id8igényi) algoritmussal. J

Ezt még késébb pontositjuk: mi is az, hogy ,algoritmus idéigénye"?

A Cobham — Edmonds tézis
» Egy algoritmus akkor ad gyakorlatilag kielégitd megoldast egy problémara,
ha polinom iddigénydi.
» Egy problémat akkor tekintiink gyakorlatilag megoldhaténak, ha a P
osztalyba esik.

IVAN SZABOLCS 3ONYOLULTSAGELMELE 22 / 230



Egy tézist persze lehet vitatni is

Néhany ellenvetés
» Elfogadhaté-e egy O(n'%) idéigényii algoritmus?
» A konstansok nagysaga.

» Kisméretli adatokon egy exponencialis algoritmus is jobban viselkedhet,
mint egy polinomidlis.

» Legrosszabb eset helyett a varhaté viselkedés vizsgélata is indokolt lehet.

» A P osztalyba esé egyes problémak hatékonyan parhuzamosithaték, mig
mésok (valésziniileg) nem.

Ugyanakkor
» A gyakorlatban el6fordulé P-beli problémak rendje kicsi.

» A P osztaly elegans matematikai elmélethez vezet.
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A kiszamitas modelljei

De milyen architektiran polinom?
A kiszdmitasnak szdmos (matematikai) modellje létezik:
» Altalénos rekurziv fiiggvények
» \-kalkulus
» Turing-gép
» RAM (Random Access Machine)

Ezek mind ,ekvivalensek” abbdl a szempontbdl, hogy ugyanazokat a fliggvényeket
lehet veliik kiszdmitani (azaz ugyanazokat a problémakat lehet veliik megoldani)

A kurzuson a RAM gépet (kb ,,pszeudokédot”, de formalisan definidljuk az elemi
utasitasokat, hogy tudjunk idSigényt szamolni) fogjuk hasznalni.
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A RAM gép

RAM gép
» rendelkezik végtelen sok regiszterrel
» a regiszterek tipusai: Input, Output és Working (munka-)regiszterek,
minden tipus regiszterei 0-tdl 