Bonyolultsagelmélet el6adasvazlat, 2020

1. A targyrol

Ezen a kurzuson problémakat fogunk megtanulni ,bonyolultsag” szerint osztalyozni. Més
kurzusokon, mint pl. az Algoritmusok és adatszerkezeteken, nem magukat a problémékat,
hanem az azokat megold6 algoritmusokat vizsgaljuk olyan szempontbdl, hogy vajon az adott
algoritmus minden lehetséges bemeneten megall-e, a specifikacionak helyes outputot ad-e vissza,
mindekdzben mennyi az id6igénye (1épésszama egy n méretli inputon, n fiiggvényében), vagy a
tarigénye.

Példéul, hallhattunk olyat mar, hogy egy n méretii int tomb rendezése

legrosszabb esetben n? 1épésszdmot (=idét) igényel, atlagosan nlog n-
et, legrosszabb esetben n2-est, legrosszabb esetben is nlogn-et, ha
(mondjuk) d-bites inteket rendeziink, akkor tal dn id6ben végzink, vagy ha tudjuk,
hogy az intjeink a [0, N] intervallumba esnek, akkor a N + n idGigényt

rajta, nagysagrendben. Az algoritmusok targyban szamos konkrét algoritmusnak vizsgaljuk
ilyen médon a hatékonysagat.

A bonyolultsagelméletben a kérdés inkabb az lenne, hogy maga a rendezési probléma
,milyen nehéz”, vagy elsé kozelitésben: a leghatékonyabb rendezési algoritmusnak mennyi az
idGigénye? (A fentiek szerint legfeljebb nlogn, de vajon lehet-e linearis idében rendezni?)
Tudunk-e adni olyan fiiggvényt, ami alsd korldtot ad a legjobb algoritmus id&igényére? (Nyilvan
mivel minden tombelemet meg kell nézziink, n 1épés mindenképp kell. Lehetséges, hogy nlogn
is szitkséges, az ald nem lehet menni &ltalanos rendezé algoritmussal?)

A fenti kérdések ugyan egyszeriinek hangzanak, de cseppet sem azok: ha ilyen szinten proé-
baljuk vizsgalni a problémak nehézségét, nagyon komoly akadalyokba titkoziink, jelenleg nin-
csenek igazdn j6 (matematikai) eszkozok, melyekkel ennyire precizen meg tudnénk hata-
rozni a ,legjobb algoritmus” id6- vagy tarigényét, példaul azért sem, mert nincsenek jé also
korlat-modszerek, amikkel olyan allitasokat be tudnank latni, hogy ,ennek a problémanak a
megoldéasara legalabb ennyi ido feltétleniil sziikséges™.

Vegyiik példdul az n x n-es métrixok 0sszeszorzasanak kérdését (vagy problémajét): a

n? miivelettel meghatdrozza két ekkora matrix szorzatét. Elsére az ember
azt gondolna, ennél kevesebb miivelet ,,egyszertien nem lehet elég” a szorzat kiszamitasara,
depl. a mégis kb. n?80™ lépésben kiszamitja ezt. Még olyan ,egyszerii”
problémakrél sem ismert egy preciz korlat, mint a matrixszorzas: annyit tudunk, hogy 1é-
tezik olyan algoritmus, mely n23728639_cel ardnyos lépésszdmban kiszamitja két matrix szorzatat
(a algoritmus egy 2014-es véltozata), a trividlis alsé korlat pedig,
hogy legalabb n? 1épés kell (ennyi celldja van egy n X n-es métrixnak), de a kettd kozotti
gap még mindig jelen van. Itt is az a helyzet, mint a rendezési problémanal: nagyon nehéz
nemtrivialis alsé korlatokat adni problémak megoldasanak idoigényére. Tovabbi kérdés az
architektiira, amire az alsé korlat vonatkozik, van-e egyaltalan tombcimzés benne, nagy egész
szamok szorzasat-Osszeadasat egy lépésnek tekinthetjiik-e, stb.

A Bonyolultsagelmélet kurzuson nem kisérliink meg ennyire pontosan ,,nehézséget” tulajdo-
nitani probléméknak, hanem (a targy els6 felében) a kovetkezé harom kategéridba probaljuk
meg besorolni Oket: egy probléma lehet

1. elméletileg is megoldhatatlan: ezek azok a problémak, melyekre nincs olyan algorit-
mus (a ,nincs” ndlunk nem azt jelenti, hogy ,még nincs”, hanem azt, hogy matematikai-
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lag is igazolhaté, hogy nem is lehet késziteni), mely minden inputra mindig véges sok
lépésben megall, és mindig helyes valaszt ad;

2. gyakorlatilag megoldhatatlan: ezek azok a problémak, melyekre van ugyan megoldé
algoritmus, de jelen ismereteink szerint még a legjobb algoritmus idéigénye is ,tul sok”;

3. gyakorlatilag megoldhat6: ezekre pedig létezik hatékony megold6 algoritmus.

Az elsé kategoériat a masik kettotdl elvalaszto hatarvonal éles: egy probléma vagy megold-
haté elméletileg, vagy nem, nincs koztes ut. (Habar azon el lehet gondolkodni, hogy vajon
lehetséges-e, hogy egy probléma valamilyen architektiran vagy valamilyen programozasi
nyelven megoldhatd, egy masikon pedig nem az?) Technikailag ezzel a kérdéssel a
kiszamithatosag-elmélet foglalkozik, de ilyen nevii kurzusunk nem lesz; a Bonyolultsagel-
mélet kurzus keretein beliill néhany eléadas erejéig tanulni fogunk olyan médszereket, melyekkel
egyes probléméakrél be fogjuk tudni bizonyitani, hogy megoldhatatlanok.

Onnan kezdve viszont, hogy egy problémardl tudjuk, hogy (elméletileg) megoldhatd, persze
rogton felmeriil a kérdés, hogy mi szamit ,,hatékony” algoritmusnak, vagy mi szamit ,tul
sok” idGigénynek? Amig erre nincs ,,objektiv” fogalmunk, addig nem tudunk egy megoldhaté
(ebben a targyban a megoldhaté problémékat eldonthetd, vagy rekurziv probléménak is
fogjuk hivni) problémat besorolni a méasodik vagy harmadik kategéridk egyikébe sem. Adott
kérnyezetben pl. lehetséges, hogy akkora nagy inputokon kell dolgoznunk (ilyen pl. a DNS
szekvencidk vizsgalatakor el6fordulhat), hogy még egy nlogn-es algoritmus is til sokdig futna,
mas esetekben pedig csak olyan kisméreti inputokra kell megoldjuk a problémat, hogy egy

n3-6s vagy akdr egy 2"-es algoritmus is ,id6ben” lefut.

Miel6tt tehat beszélni tudnank arrédl, hogy valami megoldhaté-e egyaltalan, és ha igen, akkor
hatékonyan-e vagy sem, el6bb le kell rogzitentink, hogy ezek a szavak (matematikailag) mit
jelentenek, errol szol az els6 el6adas.

2. Kiszamithatdsag- és bonyolultsagelmélet

Az 1900-as évben David Hilbert| a Matematikusok Nemzetkozi Kongresszusan olyan matema-
tikai problémakrol tartott el6adast, melyeket a XX. szdzad matematikusai szamara egyfajta
»célként” tlizott ki mint fontos megoldandé problémakat. Hilbert problémai (a kongresszuson
tizr6l beszélt, késébb egy 23 elemii lista jelent meg nyomtatdsban) kozil szdmos a mai na-
pig megoldatlan, a megoldattak koziil pedig tobbnek a megoldasa is egészen 1j matematikai
irdnyvonalak kifejlodését tette sziikségessé.

A problémak kozil a 10. szamu, Hilbert tizedik problémajal a mi terminolégiankban a
kovetkezoképp szdl:

Definicié: Hilbert 10. probléméjaj

Adjunk meg egy olyan algoritmust, melynek inputja egy tobbvaltozds egész egyiitthatos
polinom, outputja pedig igen, ha a polinomnak van egész értékii zérushelye, nem egyébként.

Példaul, egy ilyen algoritmusnak az 222 + 2xy + 2z + y* + 1 polinomra igen vélaszt kell adnia,
hiszen z = —1, y = 1 egy zérushely; a 42% + 42 + 1 polinomra pedig nem vélaszt, mert ennek
egyetlen zérushelye a valésok korében az z = —0.5, ami nem egész.
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Hilbert kérdésfelvetésének megfogalmazasabol nem vilagos, szamolt-e 6 azzal a lehetéséggel,
hogy esetleg ilyen algoritmus nincs (errdl a matematikatorténészek kozt sincs teljes egyetértés).
Mindenesetre ilyen modszert talalni sokdig nem sikertilt. Hilbert 1928-ban egy rokon problémat
is felvetett:

Adjunk meg egy olyan algoritmust, melynek inputja egy elsérendii logikai formula, outputja
pedig igen, ha a formula tautolégia, nem egyébként.

Szintén nem vilagos, hogy Hilbert a kérdés megfogalmazasakor szamolhatott-e azzal, hogy
esetleg ilyen algoritmus sincs.

Mindenesetre egyik problémara sem sikertilt sokaig algoritmust talalni, elegendGen sokaig ah-
hoz, hogy felmeriiljon a kérdés:

( Tulajdonképpen mit jelent az, hogy valami (algoritmikusan) kiszamithat6? )

Hiszen ahhoz, hogy olyan allitast tudjunk igazolni, hogy ,erre a problémara nincs megoldd
algoritmus”, el6szor meg kell allapodnunk abban, hogy mit tekintiink egyaltalan ,,megoldd
algoritmus”-nak, milyen miiveleteket engediink meg és hogyan kombindalhatjuk 6ket.

Erre az elso javaslatot Kurt Godel tette 1931-ben, a primitiv rekurziv figegvényeket tekintet-
te kiszamithaténak. Ezek a fiiggvények természetes szamokat varnak argumentumként és a
kovetkezoképp definidljuk halmazukat:

({Deﬁnicié: Primitiv rekurziv fﬁggvényekj N\

e A konstans 0 fiiggvény: 0(n) := 0 primitiv rekurziv.

A rakovetkezés figgvény: s(n) :=n + 1 is primitiv rekurziv.

A projekcio figgvények, melyek visszaadjak valahanyadik argumentumukat:
(1, ..., o) := x; is primitiv rekurzivak.

e Primitiv rekurziv fiiggvények kompozicigja is primitiv rekurziv: ha f egy n-valtozos
primitiv rekurziv figgvény, g1, ..., g, pedig k-valtozés primitiv rekurziv fiiggvények,
akkor a h = f o {(g1,...,gn) Osszetett flggvény egy k-valtozds rekurziv fuggvény:
B(o1, o 18) = (1@, 3), o Gl 7))

e Ha f egy k-valtozés és g egy k + 2-valtozds primitiv rekurziv fiiggvény, akkor a

kovetkezo h, k 4 1-valtozoés fliggvény is az:

. flz, ... xg) , ha xp1 = 0;
h([El,...,Ik_H) = , ,
g(xh coo oy Lhy Th41 — ]-a h(‘rl) vy Lhy Th41 — 1)) ) egyebkent'

L Mas primitiv rekurziv fiiggvény nincs. y

Az utols6é konstrukcié maga a primitiv rekurzié. Az elsé négy esetrol mindenki elfogadja,
hogy ezek ,kiszamithat6” fiiggvények (és nem utolsé sorban: véges id6 alatt kiszamithatdak), a
primitiv rekurzié esetén pedig elég azt meggondolnunk, hogy a h fliggvény utolsé paraméterének
értéke minden egyes ,hivasnal” (vagy kiértékelésnél) csokken eggyel, végil 0 lesz, ekkor az f
fiuggvényt kell kiszamitsuk, majd lentrol felfelé a g fiiggvényt xy,1-szer, a feltevés szerint ezek
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« /ey

egy )

( Lassunk par példat. h
Ha szeretnénk pl. eléallitani az (z, vy, z) — 2 + 1 fiiggvényt, akkor ez két fliggvény kompo-
zicidjaként all eld: elészor az (z,y, z) harmasbodl kivalasztjuk a z-t, a hdrombdl a harmadik
argumentumot, ez a projekcids fiiggvény, majd ezen az eredményen alkalmazzuk az

egyvaltozos rakovetkezés s fliggvényt, azaz az pontosan ez a fliggvény.
Ha a primitiv rekurzié képzésekor az egyvaltozos projekcios fiiggvénybdl indulunk ki
(azaz az f(z) = x identikus fuggvénybdl), g fliggvényiink pedig a , vagyis

a z+ 1 fiiggvény, akkor ezekbdl primitiv rekurzidval kapjuk azt a h(x,y) fiiggvényt, melyre
h(z,0) = x és h(z,y + 1) = g(x,y,h(x,y)) = h(z,y) + 1. Ez a fuggvény az Gsszeadas,
jelolje mondjuk add(z, y).

Hasonléan tudunk szorzast is eléallitani: ekkor az (egyvaltozés) konstans 0
fiiggvény, a g haromvaltozés fiiggvény pedig legyen (ez eléallithato
ismét két projekcidval: ha kirészletezziik, akkor az add o (i, m3) fiiggvényrél van sz6),
ezekbdl primitiv rekurzioval a ,

figgvényt kapjuk, ez pedig a szorzas.

Teljesen analdog moédon tudunk eldallitani hatvanyozast, faktorialist, vagy akar egyen-
16ség tesztelést (mely 1-et ad, ha két argumentuma megegyezik, ellenkez6 esetben 0-t),
kivonast (azzal pl, hogy ha x < y, akkor 2 —y = 0, hogy maradjunk a természetes szamok

L halmazén), egészosztast, maradékképzést stb. )

Azt latjuk tehat, hogy a primitiv rekurziv fiiggvényekkel egyrészt csupa intuitive ,kiszamithato”
figgvényt tudunk eléallitani (hiszen az alapfiiggvényekrdl mindrél tgy gondoljuk, hogy ezek
egyszerliien kiszamithatoak, a két osszetételi miiveletrdl pedig szintén latjuk, hogy ,ha ezek a
figgvények mind kiszamithatéak, akkor ez az eredmény is”). A kérdés, hogy

vajon van-e olyan fliggvény, amit ,intuitive” kiszamithaténak ,érziink”, de mégse all el6
ilyen alakban?

Mint kidertilt, van, pl. az aldbbi A(m,n) un.

4 )
A(0,n) =n+1

A(m+1,0) = A(m, 1)
Am+1,n+1) = A(m, A(m + 1,n)).

L J
Példul — A(0,A(1,0)) = A(0,A(0,1)) = A(0,2)— 3 és = A(1,A(2,1)) =
A(1,A(1,A(2,0)) = A(LLAQ,A(L1)) = A(1,A(1,3) = A(1,A0,A(1,2)) =
A(1, A0, A(0, A(1,1)))) = A(1,A(0,A(0,3))) = A(1,A(0,4)) = A(1,5) = A(0,A(1,4)) =
A0, A0, A(1,3))) = A(0, A(0,5)) = A(0,6)— 7. Ugy altaldban és

, de tovabb novelve az els6 argumentumot mar nem linearis fuggvényeket kapunk:
A(3, 0) A(2,1) = 5-b6l és A(3,n+ 1) = A(2,A(3,n)) = 3+ 2- A(3,n)-bdl azt kapjuk, hogy
. Ezek utan pl. A(4,0) = A(3,1) =24 — 3, A(4,1) = A(3, A(4,0)) = 22" — 3,
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A(4,2) = 22" _ 3 4 igy tovabb, A(4,n)-nél mar n + 1 darab 2-es van egymasra ,tornyozva”!
Ezek nagy szdmok mar ilyen kis értékekre is, pl. A(4,1) = 65533 és :
Az elsé paramétert tovabb novelve még gyorsabban fog novekedni a fiiggvény. . . ez érezhetéen
olyan tipusu figgvény, melyet gyakorlatilag nem akarunk kiszamithaténak minésiteni (hiszen
pl. mar az A(5,1) leirdsdhoz bitenként egyetlen elektront felhasznalva is tobb atom kellene,
mint amennyi az ismert univerzumban létezik), ugyanakkor elméletileg, végtelen mennyiségii
er6forrast feltételezve (id6t is, tarat is) a fiiggvény kiszamithaté, ,csak” iteralni kell a fenti he-
lyettesitést. (Mivel a paraméterek lexikografikusan csokkennek, azaz vagy az els6 argumentum
csokken, vagy az ugyanannyi marad és a masodik csokken, igy garantalt, hogy nem eshetiink
végtelen ciklusba.)

Pontosan ezt a szinte felfoghatatlanul gyors névekedést kihasznalva igazolhatd, hogy az
Ackermann-fiiggvény nem primitiv rekurziv. Ami azt is jelenti, hogy a primitiv rekur-
ziv fiiggvények nem felelnek meg a(z elméleti) ,.kiszadmithatosig” fogalménak, abba ez
a fliggvény is bele kell férjen.

Ezért vezette be Godel 1934-ben az altalanos rekurziv fliggvényeket: a képzési szabalyok
ugyanazok, mint a primitiv rekurzivaké, plusz:

Ha f egy k + 1-valtozés altalanos rekurziv fliggvény, akkor az a h k-valtozés fiiggvény is
az, melyre h(xy, ..., x) értéke az a legkisebb y, melyre f(y,x1,...,xx) = 0.

Ha létezik ennek az f(_,zq,...,x;) fuggvénynek zérushelye. Ha nem létezik, akkor
h(z1,...,x;) definidlatlan, ezek a fiiggvények parcialisak.

Az Ackermann-fiiggvény mar altalanos rekurziv fiiggvény.

Természetesen nem csak Godel probalta megfogni matematikailag a , kiszamithatéd fliggvény”
intuitiv fogalmét. A teljesség igénye nélkil, az 1930-as évek elején Church, Kleene és Rosser
a Princeton-i Egyetemrdl szintén bevezettek egy formalizmust Godeltdl fiiggetlentl, az Gn. A-
kalkulust. (A A-kalkulus egyébként a alapja.) Alan
Turing pedig a Turing-gépet.

Ez harom teljesen kiilonbo6z6képp (és més célokra) definidlt matematikai formalizmus arra,
hogy mi is az, hogy valami ,kiszamithat6”. .. és mégis, ez a harom modell ekvivalens abban
az értelemben, hogy ami kiszamithato az egyikben, az kiszamithaté a masik kettoben is! Ezt
1936-ban bizonyitotta be Church (azt a részt, hogy a A-definidlhatésdg megegyezik az dltalanos
rekurziéval) és Turing (azt, hogy a A-definidlhatésdg megegyezik a Turing-géppel valé kisza-
mithatésaggal). Ezek az ekvivalencidk tételek: matematikai objektumokrél allitanak valamit,
amit formalisan be is lehet bizonyitani.

Azt, hogy ,mi is az szamunkra, hogy valami kiszamithat6”, nem lehet tételként bebizonyitani,
mert nem tisztan matematikai fogalomrél beszél, hanem egy intuitiv fogalomra prébal adni egy
matematikai modellt, ezt tézisnek hivjuk.

Definicié: Church-Turing tézis]

A Church-Turing tézis azt mondja ki, hogy az altalanos rekurziv fliggvények pontosan
azok, melyeket ,algoritmikusan kiszdmithat6”nak tartunk’

“lasd még a wikit

Ez persze azt is jelenti, hogy a Turing-gép és a A-definidlhatésag is pontosan ragadja meg az
algoritmikus kiszamithatosagot:
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A Church-Turing tézist tgy is kimondhatjuk, hogy a Turing-géppel kiszamithaté fiigg-
vények pontosan azok, melyeket ,algoritmikusan kiszamithaté”nak tartunk.

A tézist addig fogadjuk el, mig valaki nem mutat egy olyan fiiggvényt, mely intuitive ,kisza-
mithat6”, de mégsem altalanos rekurziv. (Ahogy ez tortént pl. az Ackermann-fiiggvénnyel:
az kiszamithato, de nem primitiv rekurziv, ezért egy masik, bévitett modellt kellett definialni,
melyben az Ackermann-fiiggvény is beletartozik.) Mindenesetre a tézis 1936-0os megsziiletése
6ta ilyen fiiggvényt senki nem tudott mondani, ezért a Church-Turing tézist széles korben
elfogadottnak tekintjiik.

Mivel igy az 1930-as évek kozepétdl mar volt egy matematikai fogalom arra, hogy mi is az, hogy
valami , kiszamithat6”, igy mar volt ra esély, hogy valaki bebizonyitsa egy problémardl, hogy
az nem kiszamithaté. Hilbert tizedik problémaja és a késobb megfogalmazott kérdése ilyenek:

Allitas: (Church 1936, Turing 1937)]

Nem létezik olyan algoritmus, mely eldontené, hogy egy input elsérendii logikai formula
tautologia-e.

Allitas: (Matijasevic, 1971)] j

Hilbert tizedik problémaéja algoritmikusan megoldhatatlan.

A kiszamithatosdg elméletéhez képest a bonyolultsagelmélet azzal foglalkozik (kb), hogy
megoldhato-e egy probléma , a f6 motivacié elkiiloni-
teni a megoldhaté probléméak koziil a gyakorlatilag megoldhatoakat.

Ismét meg kell ehhez egyezni abban, hogy

( mit is tekintiink gyakorlatilag megoldhaténak? )

« s ez

»gyakorlatilag megoldhato” problémanak, ami megvaltozik, ahanyszor kijon egy 1j processzor,
gyorsabb RAM vagy egy nagyobb hard drive.

El6szor is, hogy egy algoritmus hatékonynak szamit-e vagy sem, arra is van tobb megkdzelités
(fiigghet attdl is, hogy parhuzamos architektiran dolgozunk-e, vagy attdl is, hogy jellemzden
mennyi adaton), de a legelterjedtebb az in. Cobham-Edmonds féle tézis:

A Definicié: Cobham-Edmonds tézis ) N

A Cobham-Edmonds tézis szerint

e egy algoritmus akkor szamit hatékonynak, ha polinom ideji,

e egy probléma pedig akkor oldhaté meg hatékonyan, ha létezik ra hatékony megoldd

algoritmus.
. J

Itt a ,polinom idejii” azt jelenti, hogy van egy olyan p polinom, melyre igaz, hogy az algo-
ritmus tetsz6leges n-bites (!) inputon legfeljebb p(n) id6ben megall (helyes valasszal). Ezt
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nevezik: ha az 6sszes n-bites input koziil csak egyre (vagy csak
néhdnyra) fut az algoritmus (mondjuk) 2" ideig, az Osszes tobbire pedig mondjuk n 1épésben
megall, az algoritmus akkor sem polinomidejii, mert az a 2" nem korlatozhaté feliilrél egy
polinommal sem: egy exponencidlis fliggvény mindig gyorsabban né, mint egy polinom.

Azért, hogy algoritmusainknak ne kelljen kiszamitanunk precizen az idéigényét és hogy pl. 1as-
suk, hogy ,,az exponencialis fliggvény mindig gyorsabban né”, felidézziik a fliggvények aszimp-
totikus, vagy nagysagrendi 6sszehasonlitasara szolgald O, €2, o, w és © jeloléseket.

({Deﬁnicic’): 0,9,0,0, wj \

Ha f és g (monoton névekvd) fiiggvények, akkor mondjuk, hogy

e f=0(g), ha van olyan ¢ > 0, amire f(n) < ¢- g(n) majdnem minden n-re;
o [ =10(g), ha g =O(f);
o [=0(g),ha f=0(g) és g = O(f);

= 0(g), ha minden ¢ > 0-ra f(n) < c¢- g(n) teljesil majdnem minden n-re;

)
o [=wlg), hag=o(f)

\. J

Itt a ,majdnem minden n-re” azt jelemtﬂ7 hogy ,1étezik olyan N > 0 kiiszobszam, hogy minden
n > N-re”, ami ugyanaz, mint ha azt mondanank, hogy csak véges sok n-re nem igaz, de az
elég nagy n-ekre mar mindre igen.

Ezek a jelolések rendre megfelelnek kb. a <, > =, < és > relacidknak fliggvények kozt. Igaz,
hogy nem minden fiiggvényt lehet ezek valamelyikével 6sszehasonlitani, de azok a fiiggvények,
melyekkel dolgozni fogunk, kevés kivételtol eltekintve paronként osszehasonlithatéak lesznek
majd ezen reldciék mentén. Aki tud hatédrértéket szamitan{’, annak hasznos a kovetkezd alli-
tas:

e Ha lim,_,o 2% =0, akkor f = o(g).

e Ha lim, . 1@ < < 00, akkor f = O(g).

(.
lgy példaul ha p és ¢ két polinom (pozitiv féegyiitthatékkal), akkor

e p = O(q) pontosan akkor igaz, ha p fokszama legfeljebb akkora, mint ¢ fokszama,

e p = O(q) pontosan akkor, ha fokszamaik megegyeznek.

Tovabba, (mondjuk) L’Hopital-szaballyal beldthat6, hogy ha p polinom, a > 1 pedig kons-
tans, akkor p = o(a"), azaz

. i )

ligen, ez egy létez6 matematikai fogalom
2lasd kalkulus
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Egy kicsit formalisabban a Cobham-Edmonds tézis tehat azt mondja, hogy egy algoritmus
akkor hatékony, ha O(p) id6igényti valamely p polinomra.

Persze ezzel a tézissel (mint minden tézissel) lehet vitatkozni:

100

e Egy n'™° id6igényi algoritmus valéjaban nem mondhaté hatékonynak.

Ez jogos. Azonban, a gyakorlatban el6fordulé probléméakra az a jellemzd, hogy amire
sikeriil polinomidejii algoritmust taldlni, annak a polinomnak a fokszdma is kezelhet6(vé
valik némi optimalizalas utdn). Példaul a lineéris programozésﬂ feladatara a kozismert
szimplex mddszer (1947) exponencidlis id6igény(i, mégis a gyakorlatban el6fordulé méretii
feladatokra gyorsabban futott, mint az n. ellipszoid modszer (1979), mely kb. n® idé-
igényti volt. Azonban a késobb kitalalt in. projektiv modszer (1984) varidnsai mar a kb.
n3® idéigényiikkel felveszik a versenyt a szimplex varidnsokkal a gyakorlatban is. (Mivel
egy polinom ,rendje” a fokszama, ezt mondjak tgy is, hogy ,a gyakorlatban el6forduld
polinom idében megoldhaté probléméak rendje &ltaldban kicsi”.)

o Az O jelolés altal ,elrejtett” egyiitthatok nagysaga is szamithat, pl. egy 10%n iddigé-
nyl algoritmus a gyakorlatban szintén nem hatékony.

Ez is jogos ellenvetés, azonban ez sem kifejezetten jellemzo. Tény, hogy ez a probléma
mar a gyakorlatban is elofordul, pl. a koraban emlitett Coppersmith-Winograd maét-
rixszorzo algoritmust éppen azért nem hasznaljak a valdésagban, mert akkora egyitittha-
tok jelennek meg az idéigényben, hogy a gyakorlatban eléfordulé méretii matrixokra az
aszimptotikusan lassabb Strassen-algoritmus gyorsabb. Tovabba az is igaz, hogy ,elég
kicsi” matrixokra a naiv kobos algoritmus a leggyorsabb. Vannak tertiletek, ahol két
azonos nagysagrendi, pl. két kobos algoritmus kozt kell kiilonbséget tenni, ilyen pl. a
matrixok felbontésaﬂ; pl. a |Cholesky felbontas iddigényét ezért adjak meg a legtobb
helyen %n?’ +O(n?) alakban, ez {gy tébb informéciot tartalmaz, mintha csak annyit mon-
dananak rola, hogy O(n?)-os; az LU-felbontas idSigényéhez képest, ami §n3, a Cholesky
felbontas ebben az értelemben pl. ,majdnem kétszer gyorsabb”, a mi terminolégiankban
meg mindkettd O (n3)-6s algoritmus lévén ,egyforma jok” lennének. Léteznek tehat erre
megoldéasok, de ezen a bevezetd kurzuson megelégsziink az aszimptotikus nagysagrenddel.

e A legrosszabbeset-analizis nagyon pesszimista, a varhaté érték vizsgalata is indokolt
lehet.

Ez is jogos. A legrosszabbeset-korlat mindig egyfajta , garanciat” szolgaltat: garantalja,
hogy barki is ad egy n-bites inputot, az algoritmus garantéltan lefut f(n) lépésben. Van
szamos olyan kutatas, mely egyfajta varhatéérték-analizist végez: felteszik, hogy min-
den n-bites input egyforma valdszinliséggel érkezik és kiatlagoljak a futasidoket. Ez a
megkozelités is hasznos lehet, azonban ennek is vannak hatuliitéi: egyrészt még egyszeri
feladatok esetén is nagyon nehézzé valik kiszamitani a varhaté értéket, még nagysagrend-
ben is, masrészt ha a valdsdgot akarjuk modellezni, akkor nem indokolt feltételezni az
egyenletes eloszlast az inputban. Viszont a tényleges eloszlas modellezése a legtobbszor
lehetetlen feladat.

e A polinomidében megoldhaté problémak egy része hatékonyan parhuzamosithato,
mas része pedig nem, legalabbis vannak olyan hatékonyan megoldhaté problémak, me-
lyekre nem sikeriilt még ,,j6” parhuzamos algoritmust megadni.

3lasd opkut
414sd koszi
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Ez is jogos. A kurzus végén érintélegesen foglalkozunk parhuzamosithatésaggal is,
hiszen erre napjainkban, a GPGPU-programozas egyre szélesebb korben valo elterjedésé-
vel nagy igény mutatkozik. Sokan gy képzelik a ,,parhuzamositas”t, hogy batch taskokat
szétosztanak a konstans sok egyforma processzor kozott és altalaban kihozzak, hogy négy
processzorra lehet szétosztani ,optimalisan” a feladatot, majdnem négyszeresére gyorsit-
va a feladatmegoldést; a bonyolultsdgelmélet kurzuson a parhuzamositéssal (megfelel6en
sok processzort feltételezve) tényleges nagysagrendi parhuzamositasra latunk majd
példdkat, pl. n-r6l (logn)?-re javitva egyes algoritmusok idSigényét.

3. Architektirak: RAM-gép és Turing-gép

Ezen a kurzuson két architekttiran fogunk algoritmusokat vizsgélni, Turing-gépen és RAM-
gépen. A két szamitdsi modell ekvivalens, nem csak szamitasi kapacitdasukat tekintve (mindket-
tével ugyanazt lehet elvégezni, mint pl. az altaldnos rekurziv fiiggvényekkel vagy A-kalkulussal),
de a felhasznalt eréforrasokat (id6, tar) tekintve isﬂ. A Turing-gép torténetileg érdekes, és a
»ezt a problémat nem lehet megoldani” tipusu allitasokat Turing-gépekkel kénnyebb bebi-
zonyitani (azért, mert a Turing-gépnek nagyon kevés elemi utasitdsa van). A RAM-gép, és
az azon keresztil definialt pszeudokddok, strukturalt imperativ programozas kozelebb all egy
mai tényleges program strukturdjahoz, ezzel az , ezt a problémat igy lehet megoldani” tipusa
allitasokat konnyebb bebizonyitani.

3.1. Turing-gép

Egy (egyszalagos, determinisztikus) Turing-gépet a kovetkezOképp képzeliink el: adott egy
cellakra osztott, egy iranyba végtelen szalag. Egy celliba egy I ébécéﬂ egy-egy elemét
irhatjuk, ez a szalagdbécé, mely tartalmazza a > (hdromszog, startjel) és a LI (blank, space)
szimb6lumokat. Az inputot, mely egy ¥ C I' — {>, U} input abécé folotti szd, a gép erre a
szalagra irva kapja, a kovetkezOképpen: ha az input sz6 az ajas ...a, € X*, akkor a végtelen
szalag elso cellajaba kertil a > jel, a kovetkezdbe aq, a kovetkezobe as, ..., majd az input utolso
betlijét a,-t kovetéen az Gsszes tobbi cellaba a U jel kerill. Pl. ha ¥ = {0,1} a bindris dbécé,

és 1101 az input, akkor a szalagtartalom inicidlisan [>|1|1]|0|1 (UL |U|U]. ..

A gép rendelkezik még egy iré-olvasofejjel, ami egyszerre mindig pontosan egy cella f6lott all
a szalagon, és az ott levé szimbolumot tudja elolvasni, majd atirni és 1épni egyet balra, jobbra
vagy helyben maradni. Inicidlisan a fej a szalag legelején 1év6 (> jelet tartalmazd) cellan all.

A gépnek van tovabba egy véges allapothalmaza, jelolhetjiitk mondjuk ()-val, ezek koziil van
egy kitiintetett s € @ kezddallapota. A gép szamitas kézben mindig pontosan egy allapotban
van, inicidlisan az s-ben.

A gép miikdodését az atmenetfiiggvénye vagy atmenettablazata hatarozza meg: ez egy
d:QxT — (@ xI'"x D) U {Accept, REJECT, HALT} leképezés, ahol D = {« — —} a
mozgasi iranyok halmaza. Ezt a kovetkezoképp alkalmazzuk: ha a szamitas egy pillanataban
a gép a ¢ allapotban van és az olvasofej alatti cellaban az o szimbolum all, és ,
akkor a gép dtmegy a p allapotba, az ¢ szimbélumot ebben a celldban atirja /-re (persze lehet
a = b is), és a d irdnyba lépteti a fejet (egyet balra, jobbra vagy helyben marad). Amennyiben

SEz nem jelenti azt, hogy ami RAM gépen megoldhat6 pl. linedris idében, az Turing-gépen is az lenne; az
viszont igaz, hogy ha valami megoldhat6 RAM gépen polinomidében, akkor Turing-gépen is — csak lehet,
hogy nagyobb fokszdmu lesz a polinom azért, mert a Turing-gép nem tamogat konstans idében témbcimzést.

Sszimbélumok véges, nemiires halmaza
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d(q,a) = AcCEPT, REJECT vagy HALT, tigy a szamitas leall. esetben a gép elfogadja
az inputot, esetben elutasitja az inputot (ekkor az output ez az egy bit),
esetben pedig egy fliggvényt szamitott ki, az output pedig a szalag aktualis tartalma a
kezd6 > és a zard (végtelen sok) U nélkil.

Nézziink par példat: ha T'= {>,11,0,1}, ¥ = {0, 1} és az dtmenettéblazat

Q' |T|D
s> s|>|—
s10s|0|—
s|1lpl|l|—
p | U|| ACCEPT

és minden maés, a téblazattal nem lefedett esetben REJECT (ez lesz a konvenciénk, a nem
szerepl6 @@ x T' sorokba REJECT-et feltételeziink).

Szimulaljuk le a szamitast, ha ez a gép megkapja az 001 sz6t inputként. A szimuldldsban a

szalagtartalmat leirjuk a végtelen sok zard LI koziil csak parat leirva, aldhtzzuk azt a cellat,

ahol az olvasofej épp tartozkodik, és eléirjuk az allapotot, tehat a gép kezdd konfiguracidja

s,0011. (Ahogy més szamitasi modelleknél — véges automata, veremautomata — megszokhat-

tuk, egy konfiguracié a gép aktualis mikodésérol egy snapshot, amit ha elmentenénk, onnan

tudnank folytatni a szamitast, ahol abbahagytuk. Turing-gépnél a konfiguracioba tartozik az
: és a )

Annak jele, hogy a gép egy 1épésben egy (' konfiguraciobdl atmegy egy (’-be, a lesz;
ha nulla, egy vagy tobb 1épésben, annak a szokott mdédon

Tehat a példa szamitas:
s,001L F s,001U F 5,001 F s,001L F p,001L F ACCEPT,

minden egyes 1épésben annyit tesziink, hogy megnézziik az allapotot és az aldhtzott betiit,
kikeressiik a tédblazat megfeleld (ezzel a két jellel kezd6d6) sorat, és aktualizaljuk az allapotot,
a szalag aktudlis jelét (ez a gép sose véltoztat a szalagtartalmon), és léptetjiik a fejet (az
aldhuzast — ez a gép mindig jobbra 1ép).

Mivel a szamitas -ra végzodik, ezért ez a gép elfogadja a 001 inputot. Konnyti latni,
hogy a gép jobbra teker a haromszogon és a 0-kon, kozben végig az s dllapotban marad, majd
amikor megérkezik az elsd 1-es (ha nincs 1-es és s-ben lat U-t, akkor elutasit), akkor d4tmegy a
p allapotba és tovabb 1ép jobbra; ha ekkor U-ot lat (azaz ekkor fogy el az input), elfogadja az
inputot, ha nem (mert van még az inputbdl hatra az els6 1-es utan), akkor elutasitja. Tehat a
gép a 0"1 alakt szavakat fogadja el, n > 0, a tébbit elutasitja.

Azt mondjuk, hogy az M (mint Machine) Turing-gép eldonti az L C ¥* nyelvet, ha az

szavakon -ben all meg, a szavakon pedig -ben all meg.
Tehat ez a gép a 0*1 nyelvet donti el. Ha az inputot mint kis endidnban (kis helyiérték balra)
abrazolt binaris szamot fogjuk fel, akkor a gép eldonti, hogy ketto-hatvanyt kapott-e vagy sem
(feltételezve, hogy nincsenek leading 0-k).

Definicié
Egy nyelv eldonthet6 vagy rekurziv, ha van 6t eldonté Turing-gép. )

Aki ismeri a formalis nyelveket és a véges automatdakat, annak konnyi végiggondolni, hogy
minden véges automataval felismerheté nyelv (azaz minden nyelv) eldonthet6: a
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Turing-gép atmenettablazata ugyanerre a mintara késziilhet, vagyis mindig jobbra lép a szala-
gon, a szalagtartalmat sose irja feliil, a kezd6 > jelet olvasva a véges automata kezdoallapotaba
lép, onnan koveti a véges automata atmenettablazatat, majd a végén ha elérkezik a U jelhez,
akkor ACCEPT, ha épp végallapotban van és REJECT, egyébként.

Tehat:
Allitas
Minden regularis nyelv eldonthetd. J

Elgondolkodhatunk rajta, hogy mi torténik akkor, ha az olvasofej ,leesne” a szalagrol; szamos
Turing-gép varians van, mi azt kovetjik itt, amelyik szintaktikusan akadalyozza ezt meg: >
olvasasakor balra lépni tilos, és csak >-ot lehet visszairni ilyenkor a szalagra. Ezzel
megakadalyozzuk, hogy a fej ,leessen”.

A Turing-gép azért tobbet tud, mint egy véges automata (hiszen ahogy korabban mondtuk,
minden algoritmikusan kiszdmithat6/eldontheté problémat meg lehet oldani Turing-géppel is,
barmilyen hihetetlennek is latszik ez ezen a ponton), pl. a {0,1} abécé folotti paros hosszi
palindrom szavak nyelvét is el lehet donteni a kovetkezo géppel:

Q|I'|Q|T"| D
8 D S D % ’ . ’” . . ek 7’
510 ql>] = A gép a kovetkezd algoritmust implementalja: az s allapotban a szalag
sT1lq o= elején van, egyet jobbra 1ép és megjegyzi az ott levd bitet: ha ez 0,
s 0 AGCEPT akkor a qo, ha 1, akkor a ¢; allapotba keriil (ezt mondhatjuk tgy, hogy
0 0TS megjegyzi a bitet — igy lehet egy gépnek az allapotaba megjegyeztetni
1o 1 1o 1= korlatos sok mennyiségli informéciét), és dtirja a bitet >-re (technikailag
il ] ZO = Slevagja” a szalag elejét). Majd a gy vagy ¢; allapotban a szalag
40 0 0 R , atlépve a 0-kat és 1-eket, amint elér a sz6 végére a LI jelre, visszalép
h 1 4 7 (igy az utolsé karakteren all) és a ¢y vagy ¢ ,check” allapotba kertl.
e gl " | Ha ebben épp a megjegyzett bitet latja, akkor torli a cella tartalmét
Q| Ujal|d] < (mondhatni levagja az input végét), dtmegy az r ,rewind” 4llapotba,
C |0 U< | amiben a szalag és ott kezdi a ciklust elolr6l. Ha
alllr Ui« allapotban latja, hogy elfogyott az input, akkor fogadja el (mert
(1) r ? = | ekkor sikeriilt dsszeparositani a megfelel6 betiiket), egyébként elutasit.
r —
> S > | —

Nézziink egy példa futast: a 0110 inputon a szamitas:

s,001100 F s,001100 F gqo,>> 1100 F qo,>> 1100 F qo,>> 1100 F g, > 1100
Foco,>>11000 F ryollUU F ey llUd F oreell LU
FseollUU B og,eelUU F g1l Foceppe>l UL
Fores>UUld B os,peeld UL F ACCEPT,
ezt (elég sok szaladgdlas aran) a gép elfogadja és valéban, mindig az els6 és az utols6 karaktert

hasonlitja Ossze, torli azokat, ha nem egyformak, elutasit, egyébként ezt ismétli, amig el nem
fogy az input. Ez a gép valéban a paros hosszi palindromak nyelvét donti el.

3.2. [Eldontés, felismerés, kiszamitas

Egy M Turing-gépet mint ,fiiggvényt” is irhatunk: ha x € 3¥* egy input sz6, akkor M (x) jeloli
a gép outputjat az x inputon. Lattuk, hogy ez lehet vagy , lehet akér egy
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y € I'* output sz6 is (ha a gép tal 4llt meg), de az is elképzelhetd, hogy a gép végtelen
ciklusba esik (pl. egy 0(q,a) = (q,a,—) atmenetet kovetve folyamatosan, de persze ennél
sokkal komplikdltabb esetek is vannak), ennek jele M (z) = 7.

Ha egy M Turing-gép minden szén megall, mégpedig ACCEPTtel vagy REJECTtel, akkor eldont
egy nyelvet, az L(M) = {x € ¥* : M(x) = ACCEPT} nyelvet. Amennyiben van olyan sz6, amin
végtelen ciklusba esik, akkor pedig felismer egy nyelvet, szintén az L(M) = {x € ¥* : M(x) =
AccepT} nyelvet. Tehdt felismeréskor az L-beli szavak mindegyikét ACCEPTolni kell, a nem
L-beli szavakon pedig vagy REJECTelni, vagy végtelen ciklusba esni.

Definicié
Egy nyelv eldonthet6 vagy rekurziv, ha van 6t eldonto és felismerhet6 vagy rekurzi-
van felsorolhato, ha van 6t felismerd Turing-gép.

Amennyiben a gép mindig HALTtal all meg, akkor kiszamit egy fiiggvényt, mégpedig nyilvan
az x — M(x) fiiggvényt (emlékezziink, ilyenkor M(z) az a sz0, amit a szalagot zard végtelen
sok LI és a szalag elején levo > leviagasaval kapunk).

Definicié
Egy f fuggvény kiszamithato vagy rekurziv, ha van 6t kiszamité Turing-gép. )

Haromszalagos offline Turing-gép.

Késébb fogjuk algoritmusok ido- és tarigényét is elemezni.

Egy Turing-gép id6igénye egy adott inputon egyszeriien a megalldsig megtett atmenetek
szama. Ha az M gép ido6igényérdl akarunk beszélni, akkor azt egy f : N — N fliggvénnyel
frjuk le: az M gép id6igénye akkor f(n), ha tetsz6leges n hosszt input szén O(f(n))
1épésben megall. Igy példdul a fenti példék kozil a 0*1-et eldontd gép idSigénye lineéris, n,
a palindromékat eldonté gép idéigénye pedig négyzetes (a sok oda-vissza tekercselés miatt,

szdmtani sor dsszegeként kijon), azaz n?.

Az teljesen validnak hangzik, hogy egy ,értelmes” Turing-gép idoigénye legalabb n, hiszen
kiilonben végig se tudné olvasni az inputot, miel6tt dontést hozna.

Térigény szempontjabol viszont nem ennyire egyértelmii a helyzet. Ha a gép az inputot csak
olvassa és sose irja at, és tigy dont el egy nyelvet, akkor az a megkozelités is validnak hangzik (és
ezt is fogjuk hasznalni), hogy ebben az esetben az input ne szamitson bele a tarigénybe. Ez
megfelel a ,hivé fél foglalja a memériat” modellnek, szemben a ,hivott fél foglalja a memériat”
modellel.

Tehat ha egyszalagos gépben gondolkodunk, akkor annak a tarigénye egy adott inputon a
szamitas soran latott Osszes cella szdma lesz (ez a fej mozgdsa miatt mindig a leghdtso,
valaha meglatogatott cellinak az indexe), ez a ,hivott fél foglal” memoériamodell, és ez mindig
legaldbb n lesz (a legrosszabbeset-korlat).

Tarigénynél viszont a ,hivo fél foglal” memoériamodell tamogatasara bevezetjilk a ,,haromsza-
lagos offline” Turing-gépet. Ez az egyszalagoshoz képest a kovetkezdképp fest:

e Harom darab, jobbra végtelen szalaggal rendelkezik, ezek az input, a munka és
az output szalagok.

e Mindharom szalag ugyanugy cellakra osztott, mint az elébb, minden celldba pontosan
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egy szalagszimbolum keriil.

e Inicidlisan az input szalag van ugy feltoltve, mint egyszalagos esetben (az input
szalagon érkezik az input), a mésik két szalag iires, azaz csak a kezdd > van az elsd
cellajukban, a tobbi cellaban L.

e Mindharom szalagon all egy-egy (egyméstdl fliiggetleniil mozgathaté) olvaséfej.

e Az dtmenetfiiggvény § : Q xT? — @Qx (I'x D)* U {AcEPT, REJECT, HALT} alakil.
Azaz: a gép tudja, milyen allapotban van és latja a harom cellat, amik f6lott a fejek
vannak, ez alapjan eldonti, hogy melyik allapotba menjen at és melyik szalagon mire
irja at az épp olvasott szimbdélumot, merre vigye az olvasofejet, vagy esetleg alljon
meg.

e Tovabbra is, > helyébe csak > keriilhet, és onnan balra 1épni tilos.

e Az input szalag ,,csak olvashatd”: ott a gép koteles mindig ugyanazt a szimbé-
lumot visszairni, mint amit olvasott. Tovabba, az input szalagon L-r6l jobbra lépni
tilos (ez azért kell, hogy az olvaséfej ne boklasszon el az input szalagon az inputtél
messzire).

e Az output szalagon balra lépni tilos. (Ez azért kell, hogy a gép az output
szalagot ,stream modban” tudja irni.)

e Ha a gép a HALTban 4all meg, akkor az output szalagon talalhaté a kimenet

L (levagva persze a haromszoget és a zar6 blankokat). )

Ha egy Turing-gép ilyen tipusud, akkor a tarigénybe nem kell beszamitani sem az input, sem
az output szalagon ,hasznalt” celldkat (megfeleléen annak a modellnek, mikor ezeket a hivé
foglalja, ha lesz hiv6, majd annak a tarigényébe beszdmoljuk), csak a munkaszalagon a
szamitas soran latott Osszes cella szama lesz a tarigény.

3.3. Egyéb Turing-gép variansok

A Turing-gépekkel kapcsolatban nincs egységes konvencié, hogy milyen a ,standard” Turing-
gép. Vannak, akik nem kiilonboztetik meg az input- és a szalagabécét, vannak, akik mindkét
irdnyba végtelen szalaggal dolgoznak (és esetleg > marker nélkiil), 3 szalag helyett akdrmennyi
k konstans sok szalagot megengednek, vagy egy mindkét iranyba végtelen 2D  flizetet” és
konstans sok iro-olvaso fejet, amik eredetileg mind az origébdl indulnak. . .

...de minden ekvivalens mindennel.

3.4. RAM-gép

Turing-gépet akkor fogunk haszndlni (mégpedig egyszalagosat), amikor valamirél azt akarjuk
megmutatni, hogy nem lehet megcsinalni. Amikor pedig valamire adott tar- vagy idéigényi
algoritmust adunk, akkor RAM-gép alapi pszeudokdédot fogunk adni, mert sokkal kozelebb all
a strukturdlt imperativ programozasi nyelvekhez a Turing-gépnél.

A RAM-gép konkrét utasitaskészletérol vagy regiszter-szettjérol sincs egységesség az irodalom-
ban, az itt ismertetettdl eltéro is teljesen elfogadhato.
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A RAM-gép az elé6z6 modellek koziil hasonlit a haromszalagos Turing-gépre abban az értelem-
ben, hogy haromféle regiszterrel rendelkezik: Input, Working és Output regiszterekkel.
A regiszterek 0-t6l vannak indexelve, mindbdl végtelen sok &ll rendelkezésre, tehat input
regisztereink 7[0], I[1], I[2], ..., munkaregisztereink W[0], W{[1], W|[2], ..., és output regiszte-
reink O[0], O[1], ....

Minden egyes regiszterbe egy-egy tetszolegesen nagy természetes szamot irhatunk bele.
A RAM-gép inputja pozitiv egészeknek egy O-terminated sorozata, mely az input re-
giszterekben érkezik: tehdt ha pl. az input a 17, 3,31, 11 sorozat, akkor I[0] = 17, I[1] = 3,
I[2] = 31, I[3] = 11 és I[4] = 0. Inicidlisan az Osszes tObbi regiszter tartalma 0.

A RAM-gép szintaktikai elénye a Turing-géphez képest a tombcimzés: pl. a 4 jelentése a
4 konstans, W4] értéke a 4. munkaregiszter tartalma (ez a ), W[I[4]] értéke
pedig az I[4]-edik munkaregiszter tartalma (ez az ). Persze tetszélegesen
kombindlhaté W, I és O direkt és indirekt cimzésre, valid még pl. W[W0]], I[W[42]] és O[W[1]]
is. Azért, hogy a lehetséges miiveletek szamat egy limit alatt tartsuk, ketténél mélyebb cimzést
nem engediink meg szintaktikai szinten (persze tobb utasitdst egymadas utan flizve, a koztes
értéket kirakva egy j munkaregiszterbe el lehet érni ilyen cimzést is).

A RAM-gép programja sorszamozott utasitasok tetszoleges sorozata. A sorszamokat nem
kell nullatol felfelé haladva egyesével kiosztani, de minden sorszam maximum egy utasitashoz
tartozhat] A RAM-gépnek egy utasitisa a kovetkezék egyike lehet:

o Kifejezés lehet egy konstans, direkt vagy indirekt cimzés, vagy két ilyen Osszege ill. )
killonbsége, pl. W[1] + I[W]0]] egy kifejezés;

e [ := R, ahol L egy direkt vagy indirekt cimzett érték, R egy tetszéleges kifejezés;
ez az értékadas miivelete, az R &ltal mutatott érték belekertil az L-be, pl. W1] :=
I[2] + 1 az els6 munkaregiszterbe masolja a méasodik input regiszter tartalmat, plusz

egyet.

A kivonas kiértékelésekor (mivel a regiszterekbe természetes szamokat szanunk) ha
az eredmény negativ lenne, akkor az eredmény 0.

e J7(X, L), ahol X egy kifejezés, L egy (sor)szam: ez a ,,jump-if-zero” utasitas, ha
X értéke 0, akkor a szamitas az L. sorra ugrik majd, ellenkezd esetben nincs ugras
és a kovetkezo sorszamu utasitast hajtjuk végre;

e HArLT, ACCEPT vagy REJECT — funkciéjukban ugyanaz, mint Turing-gép esetén,

leallitja a szamitast.
\_ J

A gép az elvart médon hajtja végre a programot: rendelkezik egy programszamlaléval (PC),
ami mindig az aktualisan végrehajtand6 utasitasra mutat, inicidlisan az elsore; ha megkapta az
inputot az input regiszterekben a fent leirt médon, akkor végrehajtja a mutatott utasitast, és
a feltételes ugrast kivéve minden esetben eggyel noveli a PC-t a kévetkezé utasitasra (ha nincs
ilyen, akkor REJECTel), jump-if-zerondl ha a kifejezés 0-ra értékelédik ki, akkor értelemszertien
az L. sorra ugrik.

Amennyiben az aktualis utasitas ACCEPT vagy REJECT, igy a program elfogadja vagy elutasit-
ja az input szamsorozatot; ha HALT, akkor a program kiszamitott egy fliggvényt, az eredmény
pedig az 0O[0],0[1],0[2],...,0[n] szamsorozat, ahol O[n + 1] az els6 olyan output regisz-
ter, amiben a megéllaskor 0 &ll. (Tehat az output is egy zero-terminated sorozat). Ellenkez&

Tegyelbre
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esetben folytatja a végrehajtast az aktualis utasitassal.

Mint Turing-gépnél is, az M program outputjat az ay,...,a, inputon M (ai,...,a,)
jeloli, ami  ha a program ezen az inputon nem &all meg.

3.5. A RAM gép és a strukturalt programozas

A RAM-gépiink elemi utasitdsaibdél tudunk Osszetettebbeket is késziteni, ezeket fel is fogjuk
hasznélni késébb, mikor ,RAM-programot” {runk valamire (az igy kapott kod jobban fog em-
lékeztetni egy pszeudokddra).

Az (ha az X és az Y kifejezések értéke megegyezik, ugorj az L szamu
sorra, egyébként a kovetkezore) pl. eléallithaté igy:

1. Z=X+1

2: Z:=7-Y

3: JZ(Z, 6)

4: 4 =7 —1

5. 3z(Z, L)

6: ...

ahol Z egy 14j (masra nem hasznalt) munkaregiszter. Valéban: ha X < Y, akkor a harmadik
sorban kiszamitott X + 1 — Y értéke 0 lesz (mert a természetes szamok korében a kivonds ha
negativba menne, akkor 0 lesz), ha pedig az 5. sorban lesz a Z értéke 0, az pont azt jelenti,
hogy X +1—-Y —1 =X —-Y <0, de X > Y-nal egyiitt (kiilénben elugrottunk volna a 3.
sorrél a 6-ra) épp azt jelenti, hogy X ==Y

Hasonl6 médon készithetiink feltétel nélkiili ugrast (arra j6 pl. a Jz(0, L) utasitas is), vagy
egyenloség helyett tesztelhetiink a <, >, <, > relaciokra is.

Ha mar van feltételes GOTO, abbdl készithetiink WHILE, DO vagy FOR ciklust is:

1:1:=1
1: IF (F ==0) GoTo 4 1 R % WHILE(i < n)DO {
2: R 2: IF (FF==0) goTo 4 s R
3: GOoTO 1 3: GOTO 1 Li—it1)
4: . 4:
o .
WHILE(F') DO R DO R WHILE(F)

FOR7:=1...n DO R

Pszeudokédban megszokott konstrukcié a fiiggvénydeklaralas, és az egy fliggvényen beliili
lokalis valtozok deklardlasa egy stack memériatertiletre. Ezt RAM géppel is megtehetjiik pl.
a kovetkez6 modon:

1. Egy fix munkaregisztert, pl. W[0]-t, kineveziink SP-nek, Stack Pointernek.

2. Egy ,megszokott” imperativ nyelven a fiiggvényhivaskor el6szor a verembe lenyomjuk
a visszatérés cimét, majd szépen sorban az argumentumokat, aztan ugrunk a fliggvény
belépési pontjara.

3. Ezt RAM gépen is meg lehet tenni: el6szor W[SP] := k, ahol k az a programsor, ahova
a fliggvény végrehajtdsa utdn szeretnénk kertilni. Ezutdan SP egyesével novelése mel-
lett W[SP]-nek sorban értékiil adjuk az argumentumokat. Végill GOTOzunk a fiiggvény
belépési pontjara.
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4. Ha a fiiggvény lefutott, ki kell vegyiik a verembdl az argumentumok szamanak megfeleld
elemet: ha a fiiggvénynek ¢ argumentuma volt, akkor ehhez csak SP-t kell csokkentsiik
(-lel.

5. A visszaugras egy GOTO a verem tetején 1évs sorszamra, azaz GOTO WI[SP|. Végiil
csokkentjiik SP-t, hogy a visszatérési cim is kikertiljon a verembal.

6. Ha a fliggvény hasznal lokalis valtozokat x, y, stb. fantdzianévvel, ezeknek is a veremben
csindlunk helyet, és W[SP + 1], W[SP + 2|, ...-ként érjik el 6ket. Kilépéskor persze
ekkor az argumentumok szdma plusz a lokdlis valtozok szamaval csokkentjiitk SP-t.

Amennyiben SP-t mindig (mondjuk) kettével noveljiik/csokkentjiik, gy ennek a veremnek a
paros munkaregiszterek fognak megfelelni, a paratlan indextieket pedig tovabbra is hasznalhat-
juk barmire.

Hasonl6 modon kezelhetiink heap memoriat, dinamikus memoériafoglalassal, ha arra van
épp szitkség.

A tovabbiakban mikor valamilyen algoritmust irunk le, a RAM elemi utasitdsok helyett a
,megszokott” pszeudokdd konstrukcidkat fogjuk hasznalni és lathatjuk, hogy ezek az utasitasok
mind RAM gépen is implementalhatok.

Amirdl eddig nem volt sz6: a RAM program futasanak id6- és tarigényérol. Az iddigény
egy adott inputon egyszertien a futas soran oOsszesen végrehajtott elemi utasitasoknak a
szama. Ha pedig a program iddigényérdl beszélink, az egy f : N — N figgvény lesz: f(n)
akkor az M iddigénye, ha az M program tetszbleges n méretii inputon O(f(n)) 1épésben
garantaltan megdall. (Ebben az is benne van, hogy M-nek minden inputon meg kell éllnia.)

Itt most le kell tisztaznunk, mi is az input mérete. Turing-gépnél egyszerii volt a kérdés, ott az
input szénak a hossza megfelel6 volt méretnek. RAM gépnél azonban az input egy aq, as, .. ., as
szamsorozat, pozitiv egész szamok egy sorozata. Mivel barmelyik szam tetszoleges nagy lehet,
ezért nem definidljuk az input méretét k-nak, hanem:

Definicié: Az input mérete)
Az aq,...,a; input mérete a benne szereplé szamok binaris reprezenticidinak a hossza. )

k
amit képlettel n = > (1 + loga;)-ként irhatunk 1. Pl. ha az input (1,4,2,8,5,7), azaz
=1

bindrisan 1,001, 01,0001, 101, 111 (kis endian!), akkor ennek mérete 1 +3+2+4+3+ 3 = 16.
Néha ,,16-bites”-ként is fogjuk emlegetni a 16 méretli inputokat.

Egy RAM gép tarigényét kissé komplikaltabban definialjuk.

El6szor is, egy regiszter tarigénye egy adott inputon: a regiszterbe a futas soran keriilo
a bindris reprezentaci6janak a hossza. Tehat pl. ha egy adott futds soran a W3] regiszterbe a
legnagyobb valaha beirt érték a 20, akkor ennek a regiszternek a tarigénye: 20 binaris alakja
00101, 3 binaris alakja 11, dsszesen tehat a tarigény 5+ 2 = 7.

A program egy adott inputon valé futasakor 6ssze kell adjuk az Osszes hasznalt regiszter
tarigényét, hogy megkapjuk a program tarigényét ezen az inputon. Kérdés, mi szamit hasz-
naltnak? Itt is, mint Turing-gépnél, kétféle memoriamodell van:

8ebbél a targybdl a log mindig kettes alapt.
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({ Definicié | ~
e Ha a RAM gép az input regisztereknek soha nem ad 1j értéket, az output regiszterek-
be pedig ,stream médban” ir, tehat elészor O[1] kap értéket, majd O[2], stb., akkor
csak a munkaregiszterek tarigényét kell 6sszeadni: ami munkaregiszter valaha is
cimzésre keriil a program futdsa sordn (irdsra vagy olvasdsra), az hasznéltnak szamit.

e FEllenkezd esetben az input és output regiszterek is ,hasznaltnak” szamitanak, igy
pl. be kell szamitsuk az input méretét is a tarigénybe (az Gsszes valaha megcimzett
input, output vagy munkaregiszter tarigényét ossze kell adjuk).

J

Egy program tarigénye pedig megint egy fiiggvény: az M térigénye akkor f(n), ha tetszoleges
n méretii inputon legfeljebb f(n) tarat hasznal.

(Caveat: tarigénynél nem baj, ha az algoritmus végtelen ciklusba esik, ha ugyanazt a memé-
riatertiiletet rja djra és Gjra, egy fix korlat alatt maradd szamokkal, attol még a tarigény lehet
véges is.)

3.6. Turing-gép szimuldlasa RAM géppel

A két géptipus nem ugyanolyan tipusi inputot és outputot var: Turing-gép egy > abécé feletti
szavakat, a RAM-gép pedig természetes szamok egy sorozatat. Ez nem baj: a ¥ (sét a teljes I’
szalagabécé) minden bet(ijébdl készitiink egy szamot 0 és |T'| — 1 kozt, L kddja lesz a 0.

Hogy RAM géppel lehet (mondjuk egyszalagos) Turing-gépet szimuldlni, az nem olyan meglep6:
az input regiszterekbe kertil a Turing-gép (szamokkal elkédolt) inputja, majd a munkaregiszte-
talmat. Az éllapothalmazrol is feltehetjik, hogy az 1,2, ...,|Q| szdmok az allapotok, ez keriil
W[0]-ba (mondjuk). Az olvasdfej pozicidja is egy egész szam lesz, ez keriill W[1]-be. W([3]-ba a >
szamkddja keriil, W [4]-be az input elsd jele, W[5]-be a masodik, ..., igy elkészitettiik a munka-

« /s

pozicigjat pedig 2-re (mivel a masodik regiszterben kezdédik a tényleges szalagtartalom).

Ezek utdn nincs més dolgunk, mint az atmenettablazatbdl egy nagy 1F szerkezetet késziteni, egy
d(q,a) = (p,b,d) atmenetbél pl. lesz egy 1F(W][0] == ¢ AND W[W[1]] == b){...}, a blokkon
belil pedig aktualizédljuk W[W[1]]-et b-re, W[0]-t p-re és W]l]-et noveljitk vagy csokkentjitk
eggyel, a mozgasiranytol fliggéen. Minden atmenetbol létrehozunk egy ilyen 1F strukturat,
az egészet pedig betessziik egy WHILE(TRUE) végtelen ciklusba. Amennyiben pedig terminald
atmenetet hajtunk végre ACCEPT vagy REJECT valasszal, a RAM gép is ezt adja vissza; ha
HALT valasszal, akkor pedig el0szor a szalag tartalmat masoljuk ki az output regiszterekbe és
ezutdan a RAM gép is leallhat HALTtal.

Haromszalagos Turing-gépet is tudunk teljesen hasonlé médon szimulalni annyi kiillonbséggel,
hogy a harom szalagot (mondjuk) gy osztjuk szét a munkaregiszterek kozt, hogy W[0] lesz az
allapot, W[1] a pozicié az elsé szalagon, W[2] a masodikon, W3] a harmadikon, W[4], W{T7],
W10}, ...az els6 szalag cellai, W[5], W8], W[11],...a mésodiké és W6], W[9], W[12],...a
harmadiké; ily médon az egész konfiguraciét el tudjuk tarolni a RAM gép munkaregiszterei-
ben. Az atmenetfiiggvény szimulaldsa pedig Osszetettebb IFekkel zajlik, hiszen tesztelntink kell
W10]-t, W[W|1]]-et, W[W[2]]-t és W[W|3]]-at, és ezek alapjan aktualizélni éket (léptetéskor
harommal névelve-csékkentve a pozicidk regisztereit).

Erdemes megfigyelni, hogy a szimuldcié sordn sem az idé-, sem a tarigény nem romlik szémot-
tevéen: ha az eredeti Turing-gép idéigénye f(n) volt, akkor a szimulalé RAM-gépé O(f(n))
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(konstans sok 1Fet kell végigporgetnie minden egyes atmenetnél, az elején egy input, a végén
egy output méasolassal, de ez még mindig csak O(f(n)) 1épés lesz), és az f(n) tarigénybél szin-
tén O(f(n)) tarigény lesz: a RAM-gép ebben az esetben offline, igy csak a munkaregiszterek
tartalmat kell szdmolnunk, egy celldba a valaha irt legnagyobb érték |T'| lehet, és ha dsszeadjuk
a hasznalt regiszterek 6sszes tarigényét, szintén egy O(f(n)) értéket kapunkﬂ

3.7. RAM gép szimulilasa Turing-géppel

Az elsére talan kicsit nehezebben hihetd allitas, hogy RAM gépet is lehet szimuldlni Turing-
géppel, rdadasul az ido- és a tarigény szamottevé romlasa nélkil.

A moédszer lényege az, hogy egy haromszalagos offline Turing-gép munkaszalagjat taroljuk le a
— szampar jelentése az, hogy W/i] = j. Ilyen péarokat frunk le, egymést6l mondjuk vesszével
elvalasztva a munkaszalagra@. Leirjuk tovabba a RAM gép programszamléléjat is (hogy ha-
nyadik sorban jarunk), mondjuk a munkaszalag legelejére. Mivel a RAM programnak tudjuk,
hogy hany sora van, ennek a programszamlalonak csak véges sok értéke lehet.

A szimulaci6 egy 1épésében pedig elészor is végigolvassuk és letessziik allapotba (a palindromés
példdhoz hasonlbéan, csak nem egyetlen bitet, hanem egy egész sz6t) az aktudlis sorszamot. A
sorszambol tudjuk, hogy most milyen utasitast kell végrehajtsunk; a koztes miiveletek eredmé-
nyeit a szalag végére irjuk. Ha kifejezést akarunk kiértékelni, azt a kovetkezoképp tessziik: ha a
kifejezés egy k konstans, akkor a szalag végére irjuk k bindris alakjat. Ha a kifejezés egy W k]
direkt cimzés, akkor elGszor a szalag végére irjuk k bindris alakjat, majd megkerestink egy (k, )
alaki part a listdn (ezt megint oda-vissza tekerve a szalagot, és mondjuk aldhizéssal jelolve
az éppen egyeztetett biteket meg lehet tenni, sok oda-vissza tekercselés aran), és ha taldlunk
ilyet, akkor a szalag végérdl toroljik k-t és masoljuk oda x-et. Ha nem taldlunk ilyet, akkor
felvessziik a (k,0) part a tobbi mogé és a 0-t masoljuk a szalag végére. Indirekt cimzés esetén
ezt ismételjiik kétszer.

Ha Osszeadast kell végrehajtanunk, azt is meg lehet tenni Turing-géppel, ahogy a kivonést is (a
szalag végére masolt két bindaris szam Osszegét vagy kiillonbségét szintén oda-vissza tekercselé-
sekkel és alahizasok mozgatasaval elé lehet allitani), igy tehat értékadas jobb oldalédn szerepld
értéket el6 tudunk allitani. Ha tényleges értékadas a feladatunk, akkor ezek utan a keresett
célregiszternek megfelel6 (k,x) part is meg tudjuk keresni a szalagon (ha ilyen van, ha nincs,
létrehozzuk (k,0)-t a szalag végére), és az x eredeti értéke helyére az 1j értéket irjuk. Ekkor
még arra kell figyelniink, hogy ha az 1j érték hosszabb, mint x volt, akkor kell6 sokszor jobbra
kell shiftelniink a szalag maradék részét, de (szintén a megjegyzem-jobbra lépek-megjegyzem-
feliilirom moédszer ismétlésével) ez is megoldhatd. Feltételes ugrasnal a O-ra tesztelés konnyti,
és ha ugrani kell, akkor csak a programszamlalot kell atirjuk a megfelel6 értékre. Ellenkezd
esetben novelni eggyel, de Turing-géppel azt is lehet.

Osszességében ez egy nagyon lassi szimulaciénak tiinik, de (aki nem hiszi, dolgozza ki a rész-
leteket) tarigénye nagysdgrendben pontosan megegyezik a szimuldlt RAM-gép tarigényével,
id6igénye pedig minden intuici6 ellenére nem sokkal nagyobb: egy f(n) id6igényi RAM prog-
ramot ilyen médon lehet szimulalni kb. O((f(n))®) id6ben haromszalagos Turing-gépen. Ez

9Valéjdban ha a szimulalt Turing-gép offline, akkor az input szalagként ténylegesen az input regisztereket,
output szalagként ténylegesen az output regisztereket kell hasznéljuk, hogy kij6jjon ugyanaz a térigény, de ez
is megoldhaté.

10Ez egybél érthetévé teszi a RAM gép komplikaltnak t{ind tarigényét is: igy lesz a tarigénye kb. ugyanannyi,
mint egy Turing-gépé ugyanarra a feladatra, hiszen a Turing-gép szalagjara pont leirjuk binarisan a cella cimét
és tartalmat
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ugyan nagysagrendi eltérés, de ne felejtsiik el, ebbdl a targybol akkor neveziink hatékonynak egy
algoritmust, ha polinom id6igényti, a hatodik hatvanyra emelés pedig polinombdl még mindig
polinomot képez. Tehat

pontosan ugyanazokat a probléméakat lehet polinom idében megoldani Turing-gépen,
mint amiket RAM gépen

s6t, ezek megint ugyanazok, mint amiket JAVA, C vagy barmelyik mésik 1étez6 (nem feltétlentil
imperativ) programozasi nyelven meg lehet oldani polinomid6ben.

4. Els6 bonyolultsagi osztalyaink

Lattuk, hogy bar a Turing-gép egy > dbécé feletti stringeket, a RAM gép pedig pozitiv egész
szamok egy sorozatat varja inputként, ezeket oda-vissza tudjuk konvertalni és maga a konkrét
reprezentacié nem lényeges. Hasonlé médon a kurzuson vizsgalt problémdaink inputjanak meg
fogunk engedni egyéb struktirakat is (grafokat, formuldkat, stb.), anélkiil, hogy konkrétan
megegyeznénk egy kodolasban (pl. grafokat a szomszédsagi matrixukkal vagy az éllistdjukkal
reprezentdlunk); csak annyit tesziink fel, hogy a kédolas (nem
abrazolunk pl. szamokat egyes szémrendszerbenED.

Definicié

Egy problémat eldontési problémanak neveziink, ha vart outputja egy bites (igen vagy
nem, accept vagy reject,. .. ).

Az 6sszes eldontési probléma koziil

({ Definicidé } ~

e R jeloli az eldonthetd problémak osztalyat (hogy RAM gépen, vagy Turing-gépen,
az lattuk, hogy mindegy) és

e P jeloli a polinomid6ben eldéntheté problémak osztélyat (ismét csak mindegy, hogy

L Turing-gépen vagy RAM gépen, ugyanazt kapjuk). )

Azaz P-ben az ésszes olyan eldontési probléma van, amire létezik O(n*) id8igényfi eldontd
algoritmus, valamilyen konstans k-ra. A Cobham-Edmonds tézis szerint ezeket tartjuk hatéko-
nyan megoldhaté probléméknak.

Néhany konkrét probléma

Az els6 probléma, ami még szamos alkalommal visszatér a kurzuson:

Definicio: ELE‘RHET(‘)SEG}
Input: egy G = (V, E) irdnyitott graf. Feltehet6, hogy V = {1,..., N}.

Output: vezet-e G-ben (irdnyitott) at 1-b6l N-be?

Hegészen a pszeudopolinomidlis algoritmusokig és az erésen NP-teljes problémékig, stay tuned.

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szaboles, SZTE) 19 2020. december 19.11:49:54



Erre a problémara 1étezik algoritmus: vezetiink egy X és egy Y halmazt, inicializaljuk X = {1},
Y = {1}-gyel &ket, az elgondolés az, hogy X UY-ban lesznek azok a csicsok, akik elérhet6k 1-
bél (1 biztosan az), és a ,ha valaki elérhetd, akkor szomszédjai is azok” fixpontiteraciot hajtjuk
végre, vagyis minden lépésben kivesziink X-bdl (a még nem kifejtett” csticsok halmazabdl)
egy csucsot, és ennek az Osszes szomszédjai kozil aki nincs még Y-ben, az belekeriil X-be és
Y-ba is. Ha N belekeriil X-be, akkor elérhetd; ha nem, és X kiiirtil, akkor nem az.

é L. . . . s 2 A
Keresési algoritmus az ELERHETOSEG problémara

IF (N == 1) RETURN TRUE
X ={1}, Y :={1}
WHILE (X # ()
valasztunk egy 7 € X cstcsot
X =X —{i}
FOR j=1...N
IF (i,j) € EAND j ¢Y
IF j == N RETURN TRUE
X =XU{j},Y:=YU{j}

\ LU RETURN FALSE y

,_.
@

c sz

métrixdval is reprezentalni (ekkor az input mérete n = N?), vagy éllistaval (ekkor pedig mond-
juk n = |E| - log N, élenként kell két csicsot letarolni, egy csiics egy 1 és N kozti szdm, amit
kb. log N biten tudunk dbrézolni). Egy tovabbi kérdés lehet, hogy az (i, j) € E lekérdezésnek
mennyi az id6igénye? Szomszédsagi matrixos reprezentaciéban ez egy konstans lenne (mert a
tombcimzés RAM gépen konstans idejii), rendezetlen éllistas reprezentdciéban mondjuk O(|E|)
(végigmenve az éllista Gsszes elemén), a ,szokésos” éllistas reprezentaciéban pedig a csicsok
fokszdmaval lenne talan ardnyos, az O(NV), ha pedig kezddcsiicsonként rendezett tombben tart-
juk a szomszédokat, akkor O(log V).

Az is kérdés lehet, hogy az X és Y halmazokat hogyan reprezentaljuk; ha pl. bitvektorral
(azaz RAM gépen N regisztert hasznalunk X-hez is és Y-hoz is, mindegyik regiszterbe egy
bit kertiil, ami TRUE akkor, ha az elem benne van a halmazban és FALSE, ha nincﬂ, akkor
az inicializalas O(N) lépés, az tliresség-tesztelés szintén O(N), egy cstcs kivalasztasa szintén
O(N), egy elem hozzdadasa és elvétele pedig O(1), konstans idejii. Ha lancolt listaval tessziik,
akkor az inicializdlds, az tiresség-tesztelés és egy elem kivalasztdsa-kivétele lesz O(1), a b6vitésé
pedig O(N). Kiegyenstlyozott bindris keres6faval pedig az inicializalas és az tiresség-tesztelés
O(1), a hozzdadés-kivétel pedig O(log N) id6igényi miiveletek.

A fenti kérdések algoritmikus szempontbdl lényegesek egy tényleges implementdciéban, és
mindig a specifikus domain donti el, hogy éppen melyik konkrét adatszerkezet megvalosité-
sa ad ,,jobb” megoldast. Bonyolultsagelméleti szempontbol ezeket a kérdéseket egy kicsit
messzebbrol nézziik, nekiink csak az lesz fontos, hogy van-e polinomidejii algoritmus; és azt
lathatjuk, hogy akarhogy is varidljuk a graf fenti reprezentaciéit, az n-hez (az input mérete,
hény biten dbrazoljuk a grafot) képest ez a fenti algoritmus mindig polinomidejii lesz: barme-
lyik adatszerkezetet is valasztjuk, minden egyes sor O(N) id6 alatt fut le, és mivel N < n,
ez O(n) id6; azt is latjuk, hogy a WHILE ciklus minden egyes i-re csak egyszer futhat le, igy
osszesen legfeljebb N-szer valasztunk egy csticsot, N-szer vessziik ki a halmazbdl, a 7—9. sorok
ciklusmagja pedig igy legfeljebb N2-szer fog lefutni, de még ha a legrosszabb implementéciot
is valasztjuk, az egész id6igény akkor is O(N?) marad, ami pedig O(n?), tehdt polinom és ez
nekiink elég.

2emléksziink: ezt hivjdk a halmaz karakterisztikus fiiggvényének
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Az architektira pontos ismerete nélkil egyébként sem lehet annal pontosabbat mondani, mint
hogy ,polinom”. Ha ezt barmelyik mainstream imperativ programozasi nyelven (mint a C, a
C++, a JavA, a PYTHON, a RUBY vagy a PHP), rendes éllistaval implementaljuk, mondjuk
az X halmazt egy veremmel, az Y halmazt egy bitvektorral 4brdzolva, akkor egy O(|V| + |E)),
azaz linearis id6igényti algoritmust kapunk, mégpedig a

Ennyire altaldban nem fogunk lemenni a technikai szintre, amit ebbdl az algoritmusbdél latunk,
az nekiink annyit mond, hogy

Allitas
ELERHETOSEG € P. J

Kés6bb, mikor mar tobb bonyolultsigi osztalyt ismeriink, pontosabban besoroljuk az ELERHE-
TOSEG problémat.

Egy mésik probléma az UTAZOUGYNOK PROBLEMA, avagy TSP:

Definici: TSP. )

Input: az 1,..., N varosok és barmely két i # j varos tavolsaga: d, ;.

Output: talaljunk egy, az 0sszes varost pontosan egyszer érint6 legrovidebb korutat.

A TSP probléma nem eldontési, hanem fiiggvényprobléma, mivel nem egybites a kimenete.
A reprezentaciéval most sem foglalkozunk behatéan, az input méretét, n-t, N egy polinomjanak

vesszﬁk@.

A problémaéra a trivialis médszer az Osszes korut felsorolasa. Mivel kérbe megytnk, tekint-
hetjik tgy, hogy az 1-es csticsbdl indulunk és a maradék N — 1 csicsot kell sorbarakjuk, ezt
(N — 1)!-féleképp tehetjiikk meg (ha a tavolsdgméatrix , akkor elég ,csak” a felét
megnézni, mert akkor mindegy, hogy egy-egy koron melyik irdnyba megytink). A faktoria-
lis elég gyorsan nové fiiggvény, 201°em) kériili a névekedési rendje, ez tehat nem polinom
id6igényi.

Dinamikus programozassal kicsit javithatunk az idén: ha minden X C {1,..., N} halmaz-
hoz és 1 # j € X elemeihez letarolunk egy, az i-bol a j-be X minden csticsan pontosan egyszer
athaladé utat, akkor a kételem(i X = {4, j} halmazokhoz ezt konstans idében elé tudjuk allitani
(egy 1épés, d; ; koltséggel); altalaban pedig az (X, ¢, j) hdrmas megoldasa a d; ,, + (X —{i}, &, j),
ke X —{j,i} értékek minimuma lesz (ahanyféleképp lehet, kivalasztjuk az i utani elsé csi-
csot). Ez részhalmazonként O(N) mfivelet, részhalmazbél és i, j-b6l van N2 - 2V Gsszesen
N3 . 2N id&igény, ami jobb, mint az (N — 1)!. Ha még azt is észrevessziik, hogy a j-t mindig
elég csak 7 = N-re kiszamoljuk, kapunk egy id6igényti algoritmust. Ez szintén nem
polinom. (Hiszen ahogy lattuk, egy exponencialis fiiggvény, mint a 2%, tetszdleges polinomnal
elébb-utébb nagyobba valik.)

A mai napig nem ismert, hogy létezik-e polinomidejii algoritmus a TSP-re. Rengeteg ilyen
problémaéval fogunk taldlkozni a kurzus soran. Raadasul ezek a problémak mind ,egyforma
nehezek’ﬂ lesznek, ami annyit jelent, hogy ha barmelyiket koziilik valaki meg tudja oldani
polinomidében, akkor mindegyik megoldhaté polinomidében. Mivel azonban ezeknek a (t6bb

3har ha a tdvolsagok dridsiak a varosok szdmahoz képest, akkor még az n = N?log D is indokolt lehet, ahol
D a maximalis tavolsag két varos kozt. Kés6bb latni fogjuk, hogy a problémara akkor sem ismert polinomidejii
algoritmus, ha minden tavolsig 1 vagy 2.

HNP-teljesek
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ezer) problémanak egyikére se adott még senki polinomidejii megoldast, elég széles kérben
elfogadott az a sejtés, hogy ezek a problémék (mint a TSP) nem oldhaték meg polinomidében,
nincsenek P-ben. De ezt bebizonyitania se sikeriilt még senkinek; ahogy kordbban mondtuk,
»also korlatokat” bizonyitani nagyon nehéz, még olyan tipusuakat is, hogy ,erre a problémara
Szuperpolinomiaﬂiﬂ algoritmus létezik csak”.

Fiiggvényproblémakkal a kurzus soran viszonylag keveset fogunk foglalkoznﬂ, optimaliza-
lasi problémék eldontési valtozatat viszont gyakran vizsgaljuk majd: a probléma inputjan
kivill még adunk egy C célértéket is, és azt kérdezzik, hogy az optimum kisebb/nagyobb-e
(attdl fliggden, hogy minimalizaldsi vagy maximalizdldsi problémardl van sz6) C-nél. Az eldon-
tési valtozatot dltaldban gy jeloljiik, hogy a probléma neve utan irunk egy (E) suffixet. gy
példaul:

A Definicié: TSP(E).] ~

Input: az 1,..., N varosok, barmelyik két ¢ # j varos d,; tévolsdga és egy C > 0
célérték.

Output: van-e olyan, minden varoson pontosan egyszer athaladé korit, melynek Gssz-
\kﬁltsége legfeljebb C?

J

712 o e

optimalizalasi konnyen megoldhaté lenne, akkor azt oldanank meg és ezutan csak az optimumot
kellene Osszehasonlitsuk C'-vel.

Ha pedig az optimalizalasi valtozat nehéz, akkor az eldontési valtozat is az, hiszen ha
az eldontési valtozat konnyt lenne, akkor felezve kereséssel meg tudnank talalni az
optimumot: elészor C' = 1,2,4,8, ... célértékkel oldanank meg az eldontésit, majd mikor az elso

IGEN valaszt kapjuk, méar van egy (2%, 251] alaku intervallumunk, benne a megoldassal (hiszen
az optimum az a legkisebb C, amire a valasz IGEN), ezutan mindig az aktudlis intervallumunk
felezépontjara rakérdezve és a valasznak megfelelo fél-intervallummal haladva tovabb djabb
k lépés utdan megkapjuk az optimum pontos értékét. Ez a moddszer akkor miikodik, ha az
optimalizalando fliggvényiink értékkészlete pozitiv egész; és ha az optimum értéke legfeljebb
n-nek exponencialis fﬁggvénydﬂ7 akkor az eldontési valtozatot polinom sokszor hivjuk csak,
igy ha az eldontési valtozatra van hatékony algoritmus, ekkor az optimalizalasira is hatékonyat
kapunk.

Ezért altaldban az eldontési és az optimalizalasi problémak ,egyforma nehéznek” szamitanak,
igy mi rendszerint az eldontési valtozatokat fogjuk vizsgalni.

5. Problémak oOsszehasonlitasa: visszavezetések

Miel6tt formalisan definidlnank, mit is értiink azon, hogy egy probléma ,nehezebb”, vagy jobban
mondva ,legalabb olyan nehéz”, mint egy masik, nézziink egy példat.

5szuperpolinomidlis: w(p) minden p polinomra, minden polinomnal gyorsabban névé. Ilyen a 27, a 2V™ stb.

$majd mikor approximalunk
O(nk)

"Ezen a kurzuson ,exponencidlis” minden ¢ , tehat  konstans-a-polinomadikon” alaku fiiggvény. Ezek

nagyon nagyok is lehetnek, pl. a faktorialis is ilyen.
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MAZE és SOKOBAN

A MAZE probléméaban a kovetkez6 a feladat: input egy labirintus (példaként lasd a fenti abrat),
melynek a bal fels§ sarkabdl szeretne a nytl eljutni a jobb alsé sarkdban talalhato6 lovagig (tgy,
hogy csak a vildgos mez8kon tud 1épkedni kozben). Kérdés, hogy el tud-e jutni a céljdhoz (tehat
ez ebben a formaban egy eldontési probléma).

A SOKOBAN probléméban (ehhez is 14sd a fenti abrat) a nyul szintén csak a vildgos mezékon tud
lépkedni, és a golyékatEl tudja tologatni: ha egy goly6 mellé all vizszintesen vagy fliggblegesen,
ugy, hogy a golyé méasik oldaldn vilagos mez6 all, akkor tolhat egyet rajta, 6 keriil a golyo
helyére, a goly6 pedig ragurul a vilagos mezore. Kérdés, hogy a nytl tudja-e tologatni a golyokat
ugy, hogy végiil minden golyé egy lyukba keriiljon (igy ez is egy eldontési probléma).

Az dbran lathaté mindkét input a vonatkozd probléméanak egy igen példanya.

A kérdés, hogy melyiket ,érezziik” nehezebbnek? Erre egy szokvanyos (és rossz) valasz a
kovetkez6: a MAZE problémét meg lehet oldani mondjuk (szélességi vagy mélységi) kereséssel:
a graf csucsai a vilagos mezok, él koti Ossze a szomszédosakat, a bal felsobol akarjuk elérni a
jobb alsét. Ez tehdt igy egy ELERHETOSEG probléma, amire lattunk mér polinomidejli, azaz
hatékony algoritmust. A SOKOBAN problémanal viszont a jaték egy-egy alldsdhoz a golyok
és a jatékos poziciéjat kell letarolnunk és be kell jarnunk egy nagy keresési teret, aminek a
mérete akar exponencialis nagy is lehet, ezért azt nem tudjuk hatékonyan megoldani, tehat
a SOKOBAN nehezebb.

A vélasz (pontosabban az indoklds) azért nem jé, mert nem tudjuk, hogy tényleg be
kell-e jarjuk azt a keresési teret. Ahogy a TSP problémara is lattunk egy dinamikus
programozasi algoritmust, ami az n! méretli keresési teret egészen n? - 2"-re csokkentette, itt
se tudjuk kizarni hatékonyabb algoritmus létezését, nincs alapunk azt mondani, hogy ezt csak
igy lehet megoldani”. A fenti okoskodassal két algoritmust hasonlitunk 6ssze (a MAZE-en
végrehajtott mélységi keresést és a SOKOBAN keresési terének bejarasat), és ebben tényleg
a MAZE-re adott algoritmus a gyorsabb. De ettol még elképzelhetd, hogy valaki egyszer
csak talal a SOKOBAN-ra is egy linearis ideji algoritmust. ..ez a modszer nem jo arra, hogy
problémak nehézségét hasonlitsuk Ossze.

Ami viszont j6 arra, hogy problémékat hasonlitsunk 6ssze, az a kévetkezd intuitiv megfogalma-
7as:

18 A golydk szédma és a tadblaméret nem rogzitett.
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Az A probléma legfeljebb olyan nehéz, mint a B, ha a B-re irt algoritmussal meg tudjuk
oldani az A-t is egy egyszeri inputkonverzié utan.

Ez ,jol hangzik”: ha a B problémat megold6 algoritmussal meg tudjuk oldani az A-t, akkor
tényleg tgy is érezziik, hogy a B probléma ,dltalanosabb”,  nehezebb”, mint az A.

Bonyolultsagelméletben a fenti ,,inputkonverziot” visszavezetésnek hivjuk, és tobbfélét is defi-
nidlunk annak fliggvényében, hogy mikor szamit ,egyszertinek” egy inputkonverzié: a rekurziv
és a hatékony Visszavezetésdﬂ.

Definicié: Rekurziv Visszavezetés]

Az A eldéntési probléma rekurzivan visszavezethet6 (vagy , Turing-visszavezethetd”)
a B eldontési problémara, jelben A <g B, ha van olyan f rekurziv fiiggvény, mely
A inputjaibdl B inputjait késziti valasztarté mddon, azaz minden z inputra A(z) =

B(f(x))-

A fenti definiciéban ha A egy eldontési probléma és = az A-nak egy inputja, akkor A(x) akkor 1,
ha az x egy ,igen” példany, és 0, ha = egy ,nem” példany. Magyaran, a rekurziv visszavezetésnél
nem koveteliink meg mast, csak annyit, hogy az inputkonverzié kiszamithato legyen valamilyen
algoritmussal, barmekkora is legyen a tar- és idéigénye.

Ez a visszavezetés-fogalom kiszamithatésag-elméletben hasznos:

Allitas
Ha A < B és B eldonthetd, akkor A is eldontheto.
Ha pedig A <p B és A eldonthetetlen, akkor B is eldonthetetlen.

({ Bizonyitas ~N

Az els¢ allitas vildgos, hiszen ha B-re van algoritmus, mondjuk B, és f egy rekurziv
visszavezetés A-r6l B-rd] akkor az A problémat megoldja az A(z) := B(f(z)) algoritmus.

A masodik allitas pedig az els6 étfogalmazésaﬂ

“az irdny fontos! ne keverjiik 6ssze, a két probléma koziil melyiket vezetjiik vissza melyikre.
blogikédban ez a kontrapozicié: ha F — G igaz, akkor -G — —F is igaz.

J

Ez a visszavezetés-fogalom viszont bonyolultsagelméletben nem osztalyozza nehézség szerint
az eldonthet6 problémékaﬂ. A (kontinuum sok) eldéntési probléma koziil van kettd, melyek
intuitive ,a” legkonnyebbek kell legyenek minden értelmes metrika szerint, ezek a trivialis
problémak: az egyik az, melynek minden lehetséges input ,igen” példanya, a masik pedig
az, melynek minden lehetséges input ,nem” példdnya. (tehat az egyik az, melyet eldont a
return true; kéd, a masik pedig, melyet eldont a return false;). Az Osszes tobbi eldon-
tési problémat nemtrivialisnak nevezziik. A kovetkezé allitds azt mondja, hogy a rekurziv
visszavezetéssel nem tudunk ,nehézség szerint” kiillonbséget tenni két eldontheté nemtrivialis
probléma kozt:

19%kés6bb még lesz logtéras is

20egyébként az eldonthetetlen problémékat igen: vannak olyan problémdk, amik ,eldénthetetlenebbek”,
mint mésok, s6t az eldonthetetlenség szintjei egy végtelen hierarchiat alkotnak, ezt hivjak aritmetikai hie-
rarchianak
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Allitas
Ha A eldénthet6 probléma, B pedig nemtrivialis, akkor A <p B. j

({ Bizonyitas ~

Legyen A eldontheté probléma, oldja meg mondjuk az A algoritmus. Legyen tovabba B
egy nemtrivialis probléma, mondjuk 1, egy ,nem” és y; egy ,igen” példanya. Akkor a
kovetkezo f fliggvény:

f(x) :=if(A(z)) then y; else yq
egy rekurziv visszavezetés A-rél B-re.

Valéban, hiszen ha x egy ,igen” példany, akkor a fenti f(x) az y;-et adja vissza, ami a B-nek
»igen” példanya, ha pedig ,nem” példany, akkor y,-t, ami a B-nek ,nem” példanya, tehat
f tartja a valaszt; mivel pedig A is és a feltételes elagazas is kiszdmithato, kompozicidjuk,

azaz f is az.
L J

fgy tehat az Gsszes eldénthetd nemtrivialis probléma ,egyforma nehéz” eszerint a visszavezetés
szerint, ezért tovabb kell finomitanunk a definiciéon, hogy alkalmas legyen eldontheto prob-
lémék (mint a MAZE és a SOKOBAN) ,Osszemérésére”. A rekurziv visszavezetés esetében a
problémat az okozza, hogy tulsagosan sok erdforrast engediink meg az input konvertaldsara,
annyit, amennyi mar ahhoz is elég, hogy helyette megoldjuk az A problémat. A hatékony
visszavezetésben korlatozzuk az inputkonvertalasra szanhato idét:

Definicié: Hatékony Visszavezetés]

Az A eldontési probléma hatékonyan visszavezethetd (vagy ,polinomidében visszave-
zethet6”) a B eldontési problémara, jelben A <p B, ha van olyan f polinomidében
kiszamithaté fiiggvény, mely A inputjaibél B inputjait késziti valasztarté mddon.

A rekurziv visszavezetéshez hasonld Osszefiiggések allnak fenn a hatékony visszavezetésre
is:

Ha A <p B és B polinomidében eldénthet6, akkor A is eldontheto polinomidében.

Ha pedig A <p B és A-ra nincs polinomideji algoritmus, akkor B-re sincs.

Bizonyitas
Mint az elébb: ha B-t polinomidében megoldja a B algoritmus, és f az A-rol B-re egy
hatékony visszavezetés, akkor A-t az A(z) := B(f(z)) algoritmus polinomidében (mert két
polinomideji algoritmus kompozicidja is polinomidejii) eldonti (a valasztartds miatt) A-t.
A maésodik allitas megint az els6 kontrapozicidja.

Mivel a bonyolultsdg mérésére dontéen a polinomideji visszavezetést fogjuk hasznalni, <p
helyett gyakran csak <-t fogunk irni a tovabbiakban.

Nézziink példat:
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MAzZE < SOKOBAN: egy hatékony visszavezetés kibdviti a tablat, a jobb alsé sarok mellé h
jobbra helyez egy golyét, amellé jobbra az egyetlen lyukat és leveszi a lovagot a tablardl:
lﬂz i? -fﬁz i?

MAzZE < SOKOBAN: példa a visszavezetésre.
Viladgos, hogy a fenti atalakitas dltalaban is tartja a valaszt: ha a nyul oda tud érni az
eredeti MAZE problémaban a lovaghoz, akkor a konvertalt példanyban is oda tud érni a
lovag helyére, majd jobbra loki a golyot és megoldotta a feladvanyt.
Ha pedig a generalt példany IGEN példany, akkor a golyé csak gy keriilhet a lyukba, ha

a nyul odaér elébb az eredeti jobb alsé sarokba; ugyanezen az itvonalon haladva a MAZE
probléma egy megoldasat kapjuk.

Az is vildgos, hogy a konverzié hatékony[} csak annyit kell tegyiink, hogy levesszik a
lovagot, és kibovitjiik a tébla jobb alsé részét két 1ij mezével, ez (mondjuk) linedris idében
megvan.

%azaz polinomideji
J

Nézziink még néhany példat. A TSP eldontési valtozatat mar lattuk. Egy nagyon hasonld
probléma a HAMILTON-UT:

([Deﬁnicié: HAMILTON-UT.] ~
Input: Egy G graf]

Output: Van-e G-ben minden cstcsot (pontosan) egyszer érinté ut?

“Ha nincs nyil a graf f6lott, az azt jelzi, irdnyitatlan a graf; ha G-t irok, akkor iranyitott grafrél van
Sz0.

\. J

A kovetkezd visszavezetés pedig azt mutatja, hogy a TSP(E) legaldbb olyan nehéz, mint a
HaMILTON-UT:

7

. )
HamiLTon-UT < TSP(FE): adnunk kell egy olyan hatékony inputkonverziét, mely a
HAMILTON-UT egy példanyat transzformalja 4t a TSP(FE) egy példanyaba, méghozza
valasztarté modon.

Azaz: egy input G grafbol kell késziteni egy tavolsagmatrixot varosok kozt, és egy célsza-
mot, aminél kisebb-egyenl6 koltségli korutat keresiink a készitett térképen.
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[lyenkor persze ,,jogunkban all” akar az is, hogy a graf élei legyenek a varosok; de ebben a
példaban nincs ilyen komplikélt dolgunk, a generalt TSP (FE) inputban a varosok az eredeti
graf cstcsai lesznek. Tavolsdgmatrixot kell épitsiink, itt tehat barmelyik két cstcs kozé
kell betegyiink egy-egy koltséget.

Lassuk, mi torténik, ha két cstcs kozt volt G-ben él, akkor legyen az 6 tavolsaguk
1; ha nem volt, akkor legyen 2! Onmagétél persze mindenki legyen 0 tavolsgra.

Lassuk ezt egy példan, mire gondolok:

®
O
086

Mivel a generalt TSP(FE) példanyban minden tavolsiag vagy 1, vagy 2, igy az optimélis
korut koltsége valahol N és 2N kozt lesz, ahol N a csticsok szama.

Ha pl. a G graf , akkor a Dg tavolsagmétrix

=N =] O N
O N W
DN O | N DO i~
DO = =] Do| Ot

QY | W N |
NN N~ D —

0

Ha van Hamilton-it a grafban, akkor valasztva egy Hamilton-utat és azon végigmenve
osszesen N —1 élen haladtunk, eddig az ut koltsége N —1, aztan a Hamilton-ut végpontjabol
visszaugorva a kezdépontba vagy 1, vagy 2 lesz a tédvolsag értéke (attdl fiiggéen, hogy volt-e
ott él vagy sem), igy ilyenkor a TSP (FE) példanyban az optimum értéke legfeljebb
N +1.

Ha pedig a generalt TSP(E) példanyban van legfeljebb N + 1 koltségii korut,
akkor abban van N él, mindnek a stlya vagy 1, vagy 2. Tehat legfeljebb egy olyan 1épést
tehet, ahol a tavolsag 2; ha csupa 1 silyu 1épést tesz, az az eredeti grafban egy Hamilton-
kor (ekkor van Hamilton-ut is persze), ha pedig van egy 2 sulyu lépés, azt kihagyva a
korutbol az eredeti grafban egy Hamilton-utat kapunk, tehét ilyenkor mindenképp van
Hamilton-ut G-ben.

Azt kaptuk tehat, hogy ha G-bél a fenti mddszerrel eldéllitjuk a Dg tévolsdgméatrixot (ez
konnyt atalakitas, csak végig kell menni a G szomszédsagi métrixan és az 1-esekbdl 1-est,
a f6atlobeli értékekbdl 0-t, a tobbi 0-abdl pedig 2-est csindlni), és célszamnak beallitjuk a
C = N + 1 értéket, akkor

G-ben pontosan akkor van Hamilton-ut, ha Dg-ben van legfeljebb C' koltségli korut

tehit az 4talakitds hatékony és tartja a vdlaszt, azaz visszavezetés HAMILTON-UTrél
\TSP(E)—re.

J

Altaldban is ilyen médon fogunk visszavezetéseket késziteni:
1. megadunk egy f atalakitast, ami az A probléma inputjaibél a B probléma inputjait
késziti;

2. megmutatjuk, hogy ha A-nak egy igen példanyabdl indulunk, akkor B-nek egy igen pél-
danyaba érkeziink;

3. megmutatjuk, hogy ha B-nek egy igen példanyaba érkeziink, akkor A-nak egy igen példa-
nyabdl kellett induljunk.
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Sokszor a harom koziil a harmadik pont lesz a legnehezebb; a tendencia az, hogy az ember
amikor visszavezetést probal gyartani, akkor az elsé két pont teljesiilni szokott, de a harmadik
nem mindig. Amikor nem, azt gy mondom, hogy ,hamis taldlatok” is sziiletnek (mikor nem
példanybol késziil igen példany, ekkor persze a konverzié nem visszavezetés).

Nézziink még egy példat. Ehhez elébb megadjuk a két problémat, amirdl szo lesz:
Definici6: SAT. )

Input: egy konjunktiv normélformaji (CNF) formula.

Output: kielégitheto-e?

Példaul, (pV =gV r)A(pV gV —r)A(—pVq) egy SAT input, ez épp egy igen példany, mert
mondjuk a p = ¢ =1r = 1 értékadas kielégiti.

Definicié: PAROSITAS. }

Input: egy G graf.

Output: van-e G-ben teljes parositas?

Példéul, ha az input a kovetkezo graf:

akkor ez egy igen példany, egy teljes parositds benne pirossal:

Es a mondds az, hogy a SAT a kettd koziil a nehezebb (legalédbbis: legaldbb olyan nehéz”,
mint a PAROSITAS):

f . . )
PAROSITAS < SAT.

Tehat kell adjunk egy hatékony transzformdciét, ami a PAROSITAS inputjabdl (egy G

grafbdl) késziti a SAT egy inputjat (egy ¢ CNF-et) ugy, hogy tartsa a valaszt, vagyis

G-ben pont akkor legyen teljes parositas, ha pg kielégithetd.

Ha grafbol kell formulat készitstink, szoba johet, hogy a csticsokbol készitstink valtozokat,
vagy az is, hogy az élekbol. Mivel egy teljes parositasba az éleket ,valogatjuk be”, azokrél
dontiink, hogy benne legyenek-e a grafban vagy sem, ezért itt az tinik egy logikusabb
lépésnek, hogy minden élhez rendeliink egy logikai valtozot.

Az intuicié lehet pl. az, hogy az u élhez rendelt valtozot akkor allitsuk igazra, ha kiva-
lasztjuk, és akkor hamisra, ha nem valasztjuk ki.

Ekkor csak le kell irjuk, hogy minden cstcsra pontosan egy kivalasztott €l illeszkedik. Ez
azért is hangzik jol, mert univerzalisan kvantalja az input grafunk csicsait, ami
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praktice azt jelenti, hogy minden cstcsra felirjuk, hogy erre is meg erre is meg erre is
pontosan egy él illeszkedik, és az egészet Osszeéseljiik; ha csticsonként CNF-et tudunk irni,
akkor az egész is egy CNF lesz, mert CNF-ek éselése CNF. Altaldban is j6 6tlet valami lo-
kalis transzformaciét keresni, akkor szinte biztos, hogy hatékony atalakitast fogunk kapni
(az nem biztos, hogy rogton elsére a vélaszt is tartani fogjuk, de legaldbb a sebességgel
nem lesz gond).

A pontosan egy” az ugyanaz, mint ,legalabb egy” és ,legfeljebb egy”, ez az ,,és” sz6 miatt
megint jo hir, mert akkor ezekre is elég CNF-et irjunk.

e Azt, hogy az u csucsra legaldbb egy kivalasztott él illeszkedik, azt egyetlen klozzal
le lehet irni: (zq V2o V...V xg), ha u-ra az x1,...,x; valtozokkal cimkézett élek
illeszkednek. Ez a kloz akkor lesz igaz, ha legalabb egy valtozo igaz, azaz ha legalabb
egy kivalasztott él van ebben a k£ darabban.

e Azt, hogy az u cstcsra legfeljebb egy kivalasztott él illeszkedik, kicsit hosszadalma-
sabb leirni: a ,legfeljebb egy” azt jelenti, hogy ,nem ez a ketto egyszerre” és ,nem ez
a ketto egyszerre” és. . . és ciklusban végigmenve minden élparon, ami u-ra illeszkedik.

Roviden A1 <i < j < k=(z; Az;), ha az @y, ...,z valtozokkal vannak cimkézve az
u-ra illeszkedd élek. DeMorgan-azonossagot hasznélva ez (—z;V —z;) alaki klézokbdl
,hagyon sok”.

De szerencsére csak négyzetes sok, tehat polinomidében el6allithato: nyilvan egy N-cstcsu
és M-élii grafban csak O(M?) ilyen klézt tudunk létrehozni.

Ha ezt a (nagy) CNF-et létrehozzuk, az pont visszavezetés (ezt most onnan latjuk, hogy
elmagyaraztuk, mit jelent a formula és latszik, hogy pontosan akkor lesz igaz, ha a valtozo-
értékadés olyan élhalmaz kivalasztasanak felel meg, aminek a graf minden cstcsara pon-
tosan egy-egy eleme illeszkedik.

Nézziink erre a fentire egy példat: ha a graf mar megint a

akkor felcimkézve a valtozokkal ezt kapjuk:

(adtunk a cstcsoknak is nevet kézben)

Ha szép sorban megytink és elészor az 5. cstces koriil irjuk fel a ,pontosan egy valtozé igaz”
feltételt, akkor kapjuk a (x4 V x5) (legaldbb egy) és a (x4 V —z5) (legfeljebb egy) klozokat. A
6, 7, 3, 4, 2, és 7. cstcsokkal teljesen hasonlo médon kapjuk a (x5 V xg) A (mx5 V —xg) stb.
CNF-eket.

A 8. csucsnal a ,legaldbb egy” az egy xg (egység)klozt fog eredményezni, a ,legfeljebb egy”
pedig nem ad 4j klézt (mert nincs két kiillonbozé valtozo, amiken amugy ciklusban mennénk
végig). Igy ez a cstics csak egy g klozzal jarul majd a végsé CNF-hez.
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Az 1. cstcs viszont, mivel 6t a fokszama, a tobbieknél tobbet fog behozni: a ,legalabb egy” kléz
egyszertlien (x1Vx3V sV gV xr), viszont a ,legfeljebb egy” kitételhez felvesziink a konstrukeié
szerint négyzetes sokat: (—zy V —x3), (-1 V —2y4),...,(0z6 V 2x7), Gsszesen (g) = 10 kloz.
Mindosszesen a formula, amit az eredeti grafbdl konvertaltunk:

(xg Vxs) A (mzg V oxs) A (25 V 26) A (15 V —x6) A (21 V x2) A (021 V Xg)

Nxo V x3) A (mz2 V nxg) A (27 V 2s) A (mxr V —ag) A (x5 V 29) A (D8 V —Xg)

Axg A (1 V x5V gV gV ar) A (—xy V —xg) A (mxy V xy) A (mxy V —oxg) A (0xy V —oxy)
AN(—xg V —y) A (mxg V —wg) A (mxg V —wg) A (mxy V —wg) A (Dxy V ) A (Dxg V ).

Szép hosszi. Mindenesetre amire ez épp jé lehet: ha a PAROSITAS problémadra kell egy solvert
irjunk, akkor ezt megtehetjiik tigy, hogy ezt a nem til bonyolult konverziés algoritmust megir-
juk, ez outputra tesz nekiink egy CNF-et, letoltiink egy SAT solvert a netrél, annak beadjuk
ezt a CNF-et és a valaszbdl megmondjuk, hogy az eredeti grafban van-e teljes parositas vagy
nincs.

Egy valamirevalo SAT solver pl. erre a fenti formulara azt reagalja, hogy az z¢ egységkloz
miatt zg = 1 kell legyen, ezzel rezolvalja a (—zg V —xg) klézt, kapja a —xg klozt, tehat zg = 0,
rezolvalja az (x7Vxg) klozt a —xg-cal, kapja, hogy x7, tehat z7; = 1, ezzel az z; klozzal rezolvalja
mind a négy olyan klézt, amiben van —x7, kapja a —xy, —x3, —x4, ~xg klozokat, aztan ezekkel
rezolvalva az x4V x5-0t és az 11V xo-t kapja, hogy x5 és x5 pedig 1 kell legyen. Kozben eldobalja
a kielégitett klozokat és ekkor rajon, hogy ennek a formulanak az x9 = x7 = x5 = x5 = 1,
1 = 13 = 14 = x5 = xg = 0 egy kielégito értékadasa és ezt visszaadja. Mi pedig ebbdl
megtudjuk, hogy a grafban van teljes parositds (mert a formulara a SAT solver azt mondta,
hogy kielégithets). Ha a solver még egy megoldast is visszaad ilyenkor, akkor ha a visszavezetés
»,5z€p”, mint ez is, abbdl még az eredeti problémara is tudunk egy ,megoldast” adni, jelen
esetben egy kielégito értékadéasbdl vissza tudunk kapni egy teljes parositast is.

De a visszavezetést ezen a kurzuson altalaban nem erre fogjuk hasznalni, hanem arra, hogy
kiindulva abbdl, hogy A nehéz, azzal egyutt, hogy A < B, kapjuk, hogy B is nehéz. Az els6
,nehéz” kategoriank pedig az eldonthetetlen problémaké lesz, amikre egyaltalan nincs eldonto
algoritmus.

6. Eldonthetetlenség

Ebben a részben lesz olyan is, hogy egy RAM program egy masik RAM program forraskodjat
varja inputként, nem akarmilyen szamsorozatot; ezzel nincs baj, hiszen minden forraskédot
felfoghatunk akar mint (akdr az angol dbécé feletti) stringet, a program karaktereit azoknak
(mondjuk) az ASCII kédjara cserélve maris egy szamsorozat reprezentalja a forraskédot. Vagy,
ahogy azt assemblybdl lattuk, minden utasitds-mnemonichoz rendelhetiink egy opcode-ot, és
ezzel is reprezentdlhatjuk a programot, a konkrét dbrazolds (csaktgy, mint a grafoknal) teljesen
mindegy, a lényeg, hogy van értelme olyan programnak, ami egy programkédot var inputként.

Nem minden program dont el egy problémat. Emlékszink: az M program eldonti az A
problémat, ha az x € A inputokra M (z) = igen (vagy ACCEPT, izlés dolga), és az x ¢ A
inputokra M (z) = nem. Bizonyos esetekben ennél csak gyengébb programokat tudunk irni,
olyanokat, amik nem eldontenek, csak felismernek egy problémat.
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Definicié: (Turing—)Felismerés.j

Az M program felismeri az A problémat, ha az x € A inputokra M (z) = igen, az © ¢ A
inputokra pedig M (z) ="

Tehat eldontés és felismerés kozt az a kiillonbség, hogy a nem példanyokon eldontés esetében
nem-mel kell megéllni a programnak, felismerés esetében pedig végtelen ciklusba esiink. A
Hfelismerés” szé helyett hasznédljuk még a , Turing-felismerés” és a ,félig eldontés” kifejezése-
ket is, ezek szinonimdk. Egy probléma (Turing-)felismerhetd vagy rekurzivan felsorolhaté
(recursively enumerable; ezek is szinonimék, vagy ,félig eldonthet$”), ha van 6t felismer6 prog-
ram.

Definicié: RE]
A rekurzivan felsorolhaté problémék osztalyat RE jeloli. )

Van 6sszefiiggés a két osztély kozt:
Allitas
R C RE. J

Bizonyitas

Legyen A egy eldontheté probléma, melyet eldont az M program. Cseréljiik ki az Osszes
REJECT sort egy végtelen ciklust generalé sorra (pl. while(1){}-re), ekkor az igy kapott
M' program mar csak felismeri a problémat, tehat A felismerhetd.

Egy masik transzformacio, amit az A problémat eldénté M programmal tudunk csinalni, az az,
hogy az ACCEPT sorok helyett REJECT-et irunk és forditva. Ekkor az igy kapott M’ program
nyilvan az A probléma komplementerét fogja kapni. Ezért:

Allités
Ha A eldonthet6, akkor komplementere is az. J

Miel6tt ratérnénk els6 eldonthetetlen probléméankra, ismerkedjiink meg a diagonalis bizonyi-
tas modszerével:

Ha vesziink egy A; ; binaris matrixot, ahol ¢, j € I ugyanazzal a(z akar végtelen!) halmazzal
vannak indexelve, és komplementaljuk az atlojat — azaz vesszik az a;, := —A;; sorozatot
—, akkor egy olyan (a;);e; (esetleg végtelen!) bindris stringet kapunk, ami kiilonbozik a
matrix osszes soratol.

Bizonyitas

Az (a;)ier negélt 4t16 a j. sortdl kulénbozik a j. pozicion, minden j-re. )
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Pl. ha a matrixunk a

o = O
o O =

1
1 |, akkor a negalt atlé az (1,1,0) vektor, ami tényleg nem
1

szerepel a matrix soraként. (Oszlopaként sem, de ezt most nem hasznaljuk.)

A diagondlis bizonyitdsoknal az ,okos” huzas az, amikor definidljuk, hogy ép-
pen melyik binaris matrixot akarjuk nézegetni. Els6é eldonthetetlen problémank el-
donthetetlenségének bizonyitasakor is ezt fogjuk alkalmazni. A probléma pedig a
SAJAT FORRASKODON MEGALLAS:

Definicié: SAJAT FORRASKODON MEGALLAS.]

Input: egy M program. (A forraskédja, nyilvan.)
Output: megall-e M, ha a sajat forraskodjat kapja meg inputként?

Allitas
A SAJAT FORRASKODON MEGALLAS probléma eldonthetetlen. J

(-| Bizonyitas N\

Készitsiik el a kovetkez6 T' (végtelen) binédris matrixot: a sorait és az oszlopait is a for-
raskédokkal cimkézziik! Tehat minden M és N forraskédra Thy v egy bit lesz.

Meégpedig: legyen Ty = 1 akkor, ha M megdll, ha N-t kapja meg mint inputot, és 0, ha
M(N) ="

A diagonalis bizonyitas arrol szol, hogy ennek a matrixnak az atlojanak a komplementere
nem egyezik meg a matrix egyik soraval sem. Mit jelent ez most?

A matrix atléja: Thar akkor 1, ha M megdll M-en és 0, ha nem. Vagyis ez pontosan a
SAJAT FORRASKODON MEGALLAS probléma! Ennek a komplementere, jelolje ezt D, az
a yvektor”, amire D(M) = 1, ha M nem &ll meg M-en, és D(M) = 0, ha M megall M-en.
A diagonalis modszer szerint D nem egyezik meg a matrix egyik soraval sem.

Ha a SAJAT FORRASKODON MEGALLAS probléma eldonthetd lenne, akkor komplementere
is. Mondjuk komplementerét dontse el a H program. Erre a programra H(M) = 1, ha M
nem all meg M-en és H(M) = 0, ha M megéll M-en. Most ebb6l a H programbol eldonté
program helyett készitsiink egy H' felismer6 programot (lattuk, hogy ilyet is lehet); erre a
H' programra H'(M) = 1, ha M nem all meg M-en és H'(M) =, ha M megéll M-en.

Ennek a H’-nek mint programnak ha a T);y maétrixban megnézziik a sorat, akkor ott
eszerint pontosan D-t kellene latnunk! Hiszen T/ ) akkor 1, ha M nem all meg M-en és
0, ha M megall M-en. De azt mar lattuk, hogy D nem lehet T-nek sora, hiszen az 4tlo
komplementere, tehat H' nem létezik, ami H komplementere volt, tehat H se létezhet,
azaz a SAJAT FORRASKODON MEGALLAS probléma nem eldonthetd.

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szabolcs, SZTE) 32 2020. december 19.11:49:54



Kiindulva abbdl, hogy a SAJAT FORRASKODON MEGALLAS probléma eldonthetetlen, a néla
altaldnosabb MEGALLAS probléma eldonthetetlenségét is megkapjuk:

Definicié: MEGALLAS. }

Input. Egy M program és egy x inputja.
Output. Megall-e M az z-en?

Allitas
A MEGALLAS probléma eldénthetetlen. J

({ Bizonyitas ~\

Ehhez elég megmutatni, hogy SAJAT FORRASKODON MEGALLAS <p MEGALLAS. Tehat:
egy M forraskddbél kell késziteniink egy M’ kédot és egy = inputjat tgy, hogy M (M) ="
& M(x)="

L Ez konnyti: legyen M’ = M és x = M. Erre nyilvan teljesiil a feltétel.

J

Még néhany problémarol megmutatjuk visszavezetéssel, hogy eldonthetetlenek, hogy raérezziink
a technikéra:

Definicié: MINDENEN MEGALLAS.] N\

Input. Egy M program.
Output. Igaz-e, hogy M minden lehetséges bemenetén megall?

Allitas

A MINDENEN MEGALLAS probléma eldonthetetlen.

({ Bizonyitas \

Visszavezetjiik a probléméara a MEGALLAS problémat, amir6l mar tudjuk, hogy eldénthe-
tetlen. Ehhez adnunk kell egy (M, x) — M’ atalakitést, melyre igaz, hogy

M megéll z-en < M’ minden lehetséges inputon megéll.

Mégpedig gy, hogy M-bél és x-b6l az M'-t  mechanikus” (=rekurziv) médon megkap-
hassuk. Ez pl. ilyen kod:

bool M’( y )
M(x)
return true

Hiszen ha M’ barmilyen y-t is kap, nem is foglalkozik vele, csak futtatja M-et z-en. Ha M
megall z-en, akkor ez el6bb-ut6bb véget ér, és M’ visszatér TRUE-val (tehat ekkor valéban
megall mindenen), ha pedig nem, akkor M’ végtelen ciklusba fog esni minden y inputon
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(tehat ekkor nem igaz az, hogy minden lehetséges inputon megall). Ezért ez a konverzié
tartja a valaszt is, tehat tényleg visszavezetés.

A fenti probléma (mint a SAJAT FORRASKODON MEGALLAS is) egy-egy olyan eldonthetetlen
probléma, melynek inputja egy M forraskdd, és ennek a kodnak a viselkedésérol kell eldonteni
valamit (az egyik esetben azt, hogy mindig megall-e, a masikban azt, hogy a sajit kodjan mint
inputon megéll-e).

Ha egy eldontési kérdés trivialis, ami itt azt jelenti, hogy minden forraskédra ugyanaz
a valasz (tehat vagy minden M-re azt kell mondjuk, hogy igen, vagy minden M-re azt kell
mondjuk, hogy nem), az nyilvan eldéntheté: az algoritmus meg se nézi a forraskédot, csak
outputra teszi a valaszt.

Rice tétele azt mondja, hogy ennél bonyolultabb dolgokat nem lehet eldonteni:

p A
Allitas: Rice tétele
A rekurzivan felsorolhaté problémék egyetlen nemtrivialis tulajdonsidga sem déntheto el. ]

({ Bizonyitas ~\
Ha M egy forraskéd, jelolje L(M) az M altal elfogadott inputok halmazat: L(M) = {x :
M (z) = igen}. Nyilvin L(M) € RE, hiszen ha egy program nem igen”-nel 4ll meg,
ahelyett végtelen ciklusba tudjuk kiildeni és az igy kapott M’ program épp L(M)-et fogja
felismerni.

Rice tétele formélisan azt mondja, hogy ha van egy £ osztélyunk, amire ) C £ C RE (azaz:
L-ben rekurzivan felsorolhaté problémak vannak, legalabb egy, de nem az 6sszes, ettol
nemtrivialis; ezek azok a problémék, amik az épp aktudlis ,tulajdonsaggal” rendelkeznek,
az RE — L-beliek pedig nem), akkor az nem eldontheté, hogy input M kddra teljesiil-e
L(M) e L.

Feltehetjiik, hogy () ¢ L: ha az aktudlisan vizsgalt tulajdonsdgunkkal rendelkezik az olyan
M program, ami semmit nem fogad el (ekkor igaz, hogy L(M) = ), akkor nézziik inkabb
ennek a tulajdonsignak a komplementerét. (Ez is nemtrividlis lesz, és ebben mar nincs
benne (). Tudjuk, hogy ha a komplementer nem eldonthetd, akkor az eredeti probléma
sem, tehat errdl is elég beldtnunk, hogy nem eldontheto.)

Mivel £ nemtrivialis, van olyan N program, aki rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, amire

L(N) e L.

?
Most mar megvan mindeniink, hogy a MEGALLASt visszavezessik az L(M') € L problé-
mara: egy input M programbodl és x inputjabol készitsiik a kévetkezo kodot:

bool M’ (y)
M(x)
return N(y)

Ez az M’ kéd mivel ekvivalens? Ha M megall z-en, akkor az a sor csak egy hosszi nop,
nem csindl semmit, és M’ ugyanazt csindlja, mint N. Tehéat ekkor L(M') € L, ezért ekkor
el kéne fogadni az M'-t.
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Ha pedig M nem &ll meg z-en, akkor M’ nem &ll meg semmit, tehat ekkor L(M') =0 ¢ L,
ezért ekkor pedig el kéne utasitani az M'-t.

Tehat (mivel N rogzitett, csak a tulajdonsagtdl fliggd program) ezt a transzforméciot
végre is tudjuk hajtani és a valaszt is tartja, azaz visszavezeti a megéllasi problémat erre
@ tetszOlegesre, ami igazolja a Rice tételt.

J

Az univerzélis programozasi nyelveket azért hivjak igy, mert minden rekurziv algoritmust lehet
benniik implementalni. Nem meglepd, hogy pl. RAM interpretert is lehet irni RAM nyelven,
azaz egy olyan (mondjuk) U programot, ami inputként var egy M programkddot és annak egy
x inputjéat, és lényegében  futtatja” M-et z-en, azaz U(M,z) = M(z). Ehhez csak azt kell
meggondolnunk, hogy ha mondjuk M kdédjat utasitasonként egy regiszterben kapja meg egy
szamként tarolva, akkor U-nak egy munkaregiszterben elég eltarolnia az interpretdlt M prog-
ram aktudlis utasitdsanak a sorszamat, azt kiolvasni, dekédolni (ehhez konstans sok regiszter
biztos elég, a nagyon kevésre redukalt utasitdsszam miatt), végrehajtani és lépni tovabb. A vég-
rehajtashoz pedig csak annyi pluszt kell elvégezni, hogy ha M az input regiszterekbdl olvasna,
akkor az x rész megfelel6edik regiszterébdl olvasson, ha meg a working regisztereket hasznalna,
akkor ne legyen atfedés a szimulalashoz kell6 néhany regiszter és a szimulalt program altal hasz-
nalt regiszterek kozt, de mindkét probléma megoldhato egy egyszerii offsettel arréb cimzéssel
minden egyes direkt/indirekt cimzés esetén.

Mindenesetre a lényeg az, hogy lehetséges ilyen kddot irni. Ebbdl a targybdl ezt az interpretert
univerzalis programnak hivjuk.

({Deﬁniciéz Univerzalis program] \

Az univerzalis program az az U program, mely inputként egy M forraskddot és annak egy
x inputjat varja és szimuldlja M-et x-en, azaz U(M,x) = M (z).

Kés6bb (a hierarchia tételeknél) 1ényeges lesz, hogy a szimulécié soran U csak konstansszor
annyit 1ép, mint M és csak konstansszor annyi tarat hasznal — azaz ha pl. M egy f(n)
idékorlatos gép, akkor a szimuldcié O(f(n)) idében zajlikf]

*lasd Fuggelék
J

Az univerzalis programot fel tudjuk hasznalni arra is, hogy belassuk, a végtelen ciklus néha
elkertilhetetlen:

Allitas

R C RE.

Példaul a MEGALLAS félig eldonthetd, de nem eldonthetd probléma.

fi Bizonyitas ~

Azt mar lattuk, hogy a megéllasi probléma nem doénthetd el. Viszont felismerheto az U
interpreter segitségével:

bool MegallasFelismer( M, x )
U(M,x)
return true

Ez a program elészor futtatja M-et z-en (van kiilonbség az eddigiek és e kozt! itt az M és
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az r paramétere az input programnak, az elézéekben pedig csak oda kellett masoljuk, az
input valami y volt. Itt mivel paraméter, M (x) helyett U(M, z)-et tudunk irni), ami ha
végtelen ciklusba esik (vagyis M (z) =), akkor ez is, és ha M megdll x-en, akkor true-t
ad vissza. Ez pontosan azt jelenti, hogy felismeri, ha M megall z-en.

Vannak egyéb eldonthetetlen problémak is, melyek eldonthetetlenségét nem bizonyitjuk, csak
azért irunk roluk, hogy lassuk, nem kell, hogy ,,program” is legyen az inputban.

Allitas: Matijaseviéj
Hilbert 10. probléméja eldonthetetlen. j

([Deﬁnici('): Post megfelelkezési problémaja, Post Correspondence Problem, PCP]

Input: dominé tipusok véges halmaza. Egy dominé tipus (:) alakt, ahol u,v € {0,1}*
(binaris stringek).
Output: Lerakhatéak-e egymés mellé ezek a dominék (mindegyik tipusbdl rendelkezésre
all tetsz6leges sok) ugy, hogy a felsé sorban Gsszeolvasott string ugyanaz legyen, mint az
5 5?
\ alsé sorban levo? )
. . . 01 110010 Tl 4. (11 £ )
Példa: ha a domind tipusok (0 ), < 0 ), (m]) és (01), akkor van megoldés: a
<Ol> 1 )(110010)(11)(11)( | >
0 (llll 0 01/\01/\ 1111
lepakolas esetén alul is, felil is a 01111001011111 sz6t kapjuk. Tehat ez a PCP-nek egy
i éldanya.
_igen példinya )
Allitas
Post megfelelkezési problémaja eldonthetetlen. ]

Ez a probléma is félig eldonthetd, hiszen ha van megoldas, akkor elobb kiprébalva az Osszes
egy-dominés, aztan az osszes két-dominds, . . .lerakast, ha van megoldas, azt elobb-utobb meg-
talaljuk.

Egy mésik probléma a WANG-CSEMPEZES:

({Deﬁnicié: WANG-CSEMPEZES} N\

Input: Egységnégyzet alaki csempe-tipusoknak egy véges halmaza, minden tipusnak
mind a négy éle valamilyen szini.

Output: Parkettazhaté-e az egész sik ilyen csempékkel tgy, hogy szomszédos csempék
taldlkozd élei azonos szintiek legyenek? (A csempék nem forgathatéak.)

J
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( Példa. Ha a kovetkez6 csempéink vannak:

AT L KR

akkor ezekkel lefedhet6 a sik. Egy véges parkettazas példaul:

Persze hogy ezt ki lehet-e terjeszteni az egész sikra, az ezen a ponton még nem vildgos. . .

Lathatjuk, hogy itt még azt is nehéznek tinik felismerni, hogy a parketta-készlettel
lefedhetd-e a sik és arra is kevés otletlink van, hogy vajon miért lehetne kizarni egy parketta-
készletet.

Ha valaki elgondolkodik az alsé sor kozépso elemén, az ala vagy egy i, vagy egy m
csempe kertilhet (azoknak fehér a teteje). Ha i—t tesziink ald, akkor jobbra nem tudjuk
folytatni, mert nincs olyan elem, ami bal oldalon kék, fenn pedig piros. Ha t, akkor

tudjuk folytatni jobbra: egyetlen elem lesz, ami balrol fehér, fent piros, a u Ha viszont
az kertl a negyedik elem ala, akkor a jobb als6 sarokba egy feliil fehér, bal oldalt zold elem
kellene, olyan pedig nincs. .. tehét ezt a részleges parkettazast (vagy barmelyiket, amiben

a csempék igy harman egymas mellett vannak) nem lehet kiterjeszteni az
egész sikra. . .

De le lehet fedni ezzel a készlettel a sikot, akit érdekel, nézze meg itt, hogy hogyan.

A csempekészlet érdekessége, hogy ezzel nem lehet periodikusan lefedni a sikot, ez azt
jelenti, hogy nem lehet olyan (nagy, de véges) téglalapot kirakni veliik, aminek a bal oldalan
a szinsor ugyanaz, mint a jobb oldalan, és az aljan levé szinsor ugyanaz, mint a tetején.
(Ha lehet ilyen téglalapot kirakni, akkor ilyen téglalapokat egymds mellé téve az egész
sikot is le lehet, ez vilagos. Ezzel a csempekészlettel le lehet ugyan fedni a sikot, de igy
nem, csak aperiodikusan.)

Allitas
A WANG-CSEMPEZES eldonthetetlen probléma. ]
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A rekurzivan felsorolhaté problémakat okkal hivjuk ,félig eldonthet6” probléméknak is: ha egy
probléma és a komplementere is félig eldonthetd, akkor a probléma (teljesen) eldontheté.

Hogy ezt tomorebben megfogalmazzuk, bevezetjiik a coC jelolést, ahol C egy problémaosz-
taly:

Definicié: coC]

Ha C problémak egy osztélya, akkor coC := {A : A € C} a C-beli problémak komplemen-
tereinek az osztdlya.

Példaul coRE-ben azok a problémak vannak, amiknek komplementere rekurzivan felsorolha-
t0, coR-ben azok, melyeknek komplementere rekurziv. . .

...ja, azok persze rekurzivak is, tehat coR C R. S6t coR = R, mert:

Allitas

\
A co operator monoton: ha C; C Cy, akkor coC; C coCs.
Tovabba cocoC = C. y
Allitas N
Ha C C coC, akkor C = coC. y
Bizonyitas ~
Ha C C coC, akkor a monotonitas miatt co-t alkalmazva mindkét oldalon coC C cocoC = C,
tehat egyenloek. )

A kompaktabb 6sszefiiggés R és RE kozt pedig:

Allitas
R = RENcoRE. ]

({ Bizonyitas \
R C RE N coRE: ha A rekurziv, akkor rekurzivan felsorolhat6 is, tehat R C RE (ezt
tudtuk). Tovdbba ha A rekurziv, akkor A is rekurziv, tehdt A rekurzivan felsorolhaté

is, ami pont azt jelenti, hogy A € coRE, igy R C coRE. Osszerakva a kettét R C
RE N coRE.

RENcoRE C R: Ha A rekurzivan felsorolhaté és komplementere is az, akkor van egy M;
program, ami felismeri A-t és egy My, ami felismeri A-t. Csak annyit kell tenniink, hogy
egy input z-re parhuzamosan futtatjuk Mi-et és M-t (azaz egy 1épést az egyik program
tesz, egyet a méasik, megint egyet az egyik, ...). Ha = € A, akkor mivel M; felismeri A-t,
elébb-utébb M (x) = Acceptet kapunk, ekkor adjunk vissza Acceptet. Ha pedig = ¢ A,
azaz v € A, akkor mivel M, felismeri a komplementer problémét, igy ekkor el6bb-utébb
M, (z) = Accept-et kapunk. Ekkor adjunk vissza Reject-et. Ez az algoritmus mindig megall
és mindig helyes valasszal, tehat ekkor A is rekurziv.
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\ J

Ebbdl az is kovetkezik, hogy

Allitas
RE # coRE, j

hiszen ha egyenl6k lennének, akkor metszetiik is RE lenne, pedig a metszetiikrdl azt tudjuk,
hogy R, amirdl tudjuk, hogy R # RE.

( Tehat a fenti harom osztaly tartalmazkodasi diagramja kb. igy néz ki: )
MEGALLAS MEGALLAS
[ [
RE coRE
L Ezt nemsokara kicsit pontositani fogjuk. )

Nehézség, teljesség

Ebben a részben megprobaljuk megfogalmazni, hogy mi is az: egy bonyolultsagi osztaly leg-
nehezebb problémai. Kideril, hogy az RE osztaly egyik legnehezebb problémaja épp a
MEGALLAS lesz.

({Deﬁnici(’): C-nehéz, C-teljes problémék] \

Ha C problémék egy osztélya, akkor az A probléma. ..

e C-nehéz, ha minden C-beli probléma visszavezetheté A-ra;

o (C-teljes, ha A még rdadasul C-ben is van. )

Rajzban altaldban azt a konvenciét kévetjiik, hogy a , krumpli”’ként rajzolt osztalynak a ,széle”
fele vannak az egyre nehezebb problémai: ekkor a C-teljes problémék vannak a C ,héjan”, a
C-nehezek pedig a héjan vagy C-n kivﬁ]ﬂ

Egy RE-teljes probléma példaul RE-beli, és minden RE-beli probléma visszavezetheto ra.
Lattunk mar egyet:

2lEz t6bb ponton vérzik, de intuiciénak jé lesz els6 kozelitésben.
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Allitas
A MEGALLAS egy RE-teljes probléma. )

({ Bizonyitas \

Azt mér 1attuk, hogy MEGALLAS € RE.

Legyen A € RE egy rekurzivan felsorolhaté probléma; meg kell mutatnunk, hogy A <
MEGALLAS. Tehdt adnunk kell egy olyan konverziét, ami az A inputjabdl (legyen ez az
input mondjuk z) késziti a megéllasi probléma egy inputjat, mondjuk M-et és y-t tgy,
hogy x € A pontosan akkor legyen igaz, ha M megéll y-on.

A-r6l csak annyit tudunk, hogy RE-beli, de ez épp elég: azért RE-beli, mert van egy olyan
M program, ami felismeri 6t, amire tehat M(z) = ACCEPT, ha x € A és M(x) =/, ha
x ¢ A. Tehat

re A & M megill z-en,

azaz az x — (M, z) egy (lineéris idejli) valasztarté inputkonverzié A-rél a MEGALLASTa.

Ez példaul azt is jelenti, hogy MEGALLAS pedig coRE-teljes, hiszen:

Allitas
Ha A < B, akkor A < B.

Bizonyitas
Ha f egy visszavezetés A-rél B-re, akkor f visszavezetés A-rél B-re is, hiszen

reA & 2¢A & fle)¢ B & f(x)eB.

Allitas
Ha A egy C-nehéz probléma, akkor A egy coC-nehéz probléma.

Bizonyitas

Ha A C-nehéz és B € coC, akkor B € C (a co definici6ja miatt), igy B < A (mert A
C-nehéz), igy B < A (el6z6 allitasbol, komplementaltuk mindkét oldalt), tehat A tényleg
coC-nehéz.

— ) N

Ezért pl. a MEGALLAS az coRE-nehéz is. Persze mivel MEGALLAS € RE, igy komplementere
coRE-ben van, azaz coRE-teljes.

(Tehét a harom osztaly inkabb igy néz ki lerajzolva: 1
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MEG LLAS

\. J

S6t, olyan problémat is tudunk mar mondani, ami ezeken az osztalyokon is kiviil van:

Input: M; és M, programok.

Output: Ekvivalens-e a két program? (Azaz: minden y-ra M;(y) < Msy(y))

Allitas

MEGALLAS < EKVIVALENCIA és MEGALLAS < EKVIVALENCIA.

fi Bizonyitas ~

Az els6 visszavezetéshez jo lesz:

bool M1( y ) bool M2( y )

M(x); return true

return true
hiszen ha M megall x-en, akkor mindkét program mindenre true-t ad, ekkor ekvivalensek,
ha pedig M nem all meg x-en, akkor M1 mindenen végtelen ciklusba esik, M2 pedig mindenen
true-t ad, ekkor nem ekvivalensek.

Definicio: EKVIVALENCIA] ]

A maésodik visszavezetéshez pedig jo lesz:

bool M1i( y ) bool M2( y )

M(x); while (1) {}

return true

hiszen ha M nem &ll meg z-en, akkor mindkét program mindenen végtelen ciklusba esik,
ekkor tehat ekvivalensek, ha pedig M megall z-en, akkor az elsé program mindenen true-t
ad vissza, a masodik pedig mindenen végtelen ciklusba esik, ekkor nem ekvivalensek.

\.

Nemsokara latni fogjuk, hogy ez igy azt eredményezi, hogy az EKVIVALENCIA kiviil van mindkét
osztalyon, tehat nagyon nehéz probléma.

De elobb meg kell ismerjiik azt a tulajdonsagot, ami egy problémaosztalyt bonyolultsagi
osztallya tesz:
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Definicié: Visszavezetésre vald zértség]

A C problémaosztaly zart a visszavezetésre, ha minden A € C és B < A esetén B € C
is igaz.

Tehat akkor zart egy osztaly a visszavezetésre, ha minden A eleménél tartalmazza az Osszes
,konnyebbet” is. (Nem ,lyukas”, ha mar az abras hasonlatnal tartunk.)

Példaul,

Allitas
Az R, RE és P osztélyok zartak a visszavezetésre. j

({ Bizonyitas ~N
R: Legyen A rekurziv probléma és B < A. Konkrétan legyen f egy visszavezetés B-rol
A-ra, M pedig az A-t eldont6 algoritmus. Akkor B-t eldonti az N(x) := return M(f(x))

algoritmus, tehat B is rekurziv.

RE: Ha A rekurzivan felsorolhato, mondjuk felismeri az M algoritmus és f egy vissza-
vezetés B-r6l A-ra, akkor az N(x) := return M(f(x)) algoritmus felismeri, tehat B is
rekurzivan felsorolhato.

P: Ha A polinomidoben eldénthetd, mondjuk az M algoritmussal és f egy visszavezetés
B-r6l A-ra, akkor az N(x) := return M(f(x)) algoritmus eldonti, ezt tudjuk; ez az algo-
ritmus polinomidejii is lesz, mert az f egy polinomidej(i, mondjuk n* idékorlatos algoritmus
kimenetre nem tud tal nagy, csak legfeljebb n?* méret{i outputot generélmﬂ. Ha ezen az
outputon lefuttatjuk az M algoritmust, ami mondjuk n’ idékorlatos, akkor az legfeljebb
(n?k)¢ = n2k 1épésben megdll. Tehat dsszesen a két algoritmus n* + n2* 1épésben megall,
ami polinom, hiszen k, ¢ konstansok.

“Ez azért van, mert a RAM gép t lépésben legfeljebb t-bites szamokat tud eléallitani, tehat n* lépésben
legfeljebb n* darab, egyenként legfeljebb n*-bites szamot tud outputra irni, 6sszesen tehat f(z) legfeljebb

|z|?#-bites lesz.
\ J

Ezzel a legutébbival egyébként azt is belattuk, hogy két polinom id6korlatos algoritmus kom-
poziciéja még mindig polinom idokorlatos lesz. Ez jo, mert emiatt:

Allitas
A hatékony visszavezetés tranzitiv: ha A < B és B < (', akkor A < C. ]

Ami pedig azért jo, mert ha van egy C-nehéz problémank, akkor abbdl lehet gyartani tobbet
is:

Allités
Ha A egy C-nehéz probléma és A < B, akkor B is C-nehéz. ]
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Bizonyitas

Tetszbleges C' € C problémara C' < A (mert A C-nehéz), ami A < B-vel és a visszavezetés
tranzitivitasaval egyiitt adja, hogy C' < B, tehat B is C-nehéz.

Tehat példaul az EKVIVALENCIA probléma egyszerre RE-nehéz és coRE-nehéz is (mert az
RE-teljes MEGALLAS és a coRE-teljes MEGALLAS is visszavezethetd volt rd). Ebbdl ki fog
jonni, hogy nem lehet benne egyik osztalyban sem, amihez el6bb belatjuk, hogy:

A Allitas | ~

kHa C’ zart a visszavezetésre, és A € C' egy C-nehéz probléma, akkor C C C’. )

(-‘ Bizonyitas ; ~
Mivel A C-nehéz, ezért minden B € C-re B < A. Mivel C’ zart a visszavezetésre, B < A-

bol és A € C'-bdl kapjuk, hogy B € C’, vagyis minden C-beli B probléma benne van C’-ben
L is, tehat C C (.

J

Ezt alkalmazni is tudjuk most rogton:

Az EKVIVALENCIA probléma se RE-ben, se coRE-ben nincs benne. j

f{ Bizonyitas ; ~

Ha ExvVIVALENCIA € RE, akkor mivel coRE-nehéz és RE zéart a visszavezetésre, az el6zo
allitasbol kapjuk, hogy coRE C RE, amirdl tudjuk, hogy nincs igy.

Ha pedig EKVIVALENCIA € coRE lenne, akkor hasonlé médon azt kapnank, hogy RE C
coRE, ami szintén tudjuk, hogy nincs igy.

J

([ Tehét a kordbbi abrénkba belerajzolhatiuk az EKVIVALENCIA problémat is, és rakeril a
P osztaly (ami nyilvan része R-nek, hiszen ami polinomid6ben eldénthetd, az eldonthetd):

EKVIVALENCIA
L]

\. J

Azt ugyan eddig még nem lattuk, hogy P # R, de igy lesz.
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7. Nemdeterminizmus

Ebben a részben megismerkediink egy nemrealisztikus szamitasi modelle]@, a nemdetermi-
nizmussal, bevezetjiik az NP bonyolultsagi osztalyt és néziink par NP-teljes problémat.

Ha RAM-gépben (azaz pszeudokddban) gondolkodunk, akkor egy nemdeterminisztikus prog-
ram szintaxisban annyiban tobb egy ,szokvanyos”, azaz determinisztikus programnal, hogy le-
het benne egy 1épésben egy bitnek nemdeterminisztikusan értéket adni, mondjuk egy ilyen
utasitassal:

v :=nd()

ami annyit tesz, hogy a kévetkezo lépésben a v valtozd értéke vagy 0 lesz, vagy 1, barmelyik
lehetséges. Ugy is képzelhetjiik, mintha ilyenkor a program ,ecldgazna”, tobb szalon, az egyiken
a v = 0 értékkel folytatja a szamitast, a masikon a v = 1 értékkel folytatja. Persze ilyen
utasitast tobbszor is végrehajthat a program a futdsa soran. Ha egy ilyen programnak egy
adott inputra vizualizaljuk a futasat, egy, a lentihez hasonl6 szamitasi fat kapunk:

id6 idGigény

Az ilyen fan az id6 fentrdl lefele telik és minden nemdeterminisztikus bit generaldsanal el-
agazik” a program lefele. Az id6igény szamitasdnal a leghosszabb szal idGigényét nézzik,
tehat egy adott inputon a nemdeterminisztikus program iddigénye a szamitasi fa mélysége lesz.
Tovabba, a program idékorlatja f(n), ha tetszéleges n méretli inputon az id6igénye legfeljebb
f(n) (azaz: tetszéleges n méretli inputon mindegyik szamitasi szal hossza legfeljebb f(n)).

Ha ezt tgy konnyebb elképzelni, akkor minden egyes eldgazasnal tekinthetjik gy, mintha a
program szétosztana a feladatot két kiilon szamitogépre, mindkettének lemasolva az aktualis
memoriat (az Osszes regiszter értékét), és onnan kezdve ezek a szdlak  kiilon életet élnek”,
tovabb osztodhatnak stb. Mindezt konstans id6 alatt. Az idéigényt pedig tgy vessziik, mintha
megvarnank az osszes szalat, hogy terminaljon és csak ezutan adnank vissza egy végeredményt.

A végeredményrol még nem beszéltiink: ha a nemdeterminisztikus algoritmusunk egy eldéntési
algoritmus, azaz minden szalon truet vagy falset ad vissza, akkor a végeredmény akkor lesz true,

22)egaldbbis jelen tudasunk szerint nem fogjuk tudni hatékonyan szimuldlni
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ha legalabb egy szalon true a végeredmény (a képen a zold levelek jelzik a true, pirosak a false
outputot), és akkor false, ha minden szal false-al tér vissza.

Ha a nemdeterminizmust valészintiségi algoritmusként szeretnénk felfogni, akkor felfoghatjuk
pl. gy, hogy minden nemdeterminisztikus elagazasnal % — % eséllyel general (egymastol flig-
getleniil) egy random bitet az algoritmus, és ugy fut tovabb. Ekkor pedig nyilvan az a modell,
hogy ha nemnulla valészintiséggel fogadja el az inputot, akkor elfogadja azt, ha pedig nullaval

(mert minden szdlon elutasitja), akkor elutasitja.

Lassunk par példat.

( Nemdeterminisztikus algoritmus a SATra h
Ha az input formuldnkban az z1, ..., x, valtozok fordulnak el6:
1. generéaljunk minden x;-hez egy nemdeterminisztikus bitet, igy kapunk egy értékadast
2. ha a generalt értékadas kielégiti a formulat, adjunk vissza truet, egyébként falset.
Nézziik ezt egy példan: ha az input (1 V—xe) A(x2Vz3) A(—xy V), akkor az algoritmus
futasahoz tartozo szamitasi fa
ahol a generdlds utédni hullimos vonal a (determinisztikus) formula-kiértékel6 algoritmus.
Ennek az algoritmusnak a nemdeterminisztikus id6igénye O(n), hiszen a generaldsi fa-
zisban legfeljebb n valtozonak adunk értéket (n az egész formula hossza, felsé korlat a
benne levé véaltozok szamaéara), és egy rogzitett értékadas behelyettesitése egy formuldba
implementalhatoé linedris id6ben, tehat a fa mélysége O(n). )
. . . . 2. \
Nemdeterminisztikus algoritmus a HAMILTON-UTra
Ha az input a G = (V, E) graf, csicshalmaza {1,..., N}:

1. Hozzunk létre egy N-elemii tombot: T[1], ..., T[N].

2. Minden i-re generdljunk nemdeterminisztikusan T'[i]-be egy 1+ |log N |-bites szamot.
(A széndék: T[i]-be egy Hamilton-ut i. csicsat szeretnénk generdlni, ennyi biten
tudunk eltarolni egy 1 és N kozti szamot.)

3. Ellendrizziik determinisztikusan, hogy minden 1 < ¢ < N-re van-e olyan T[j], amire
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T[j] == i. (Ha igen, akkor tényleg sikeriilt az {1,..., N}) halmaznak egy permuté-
ci6jat, egy sorrendjét belegenerdlni a tombbe.) Ha nem, akkor ez a szal adjon vissza
falset.

4. Ellenérizzik determinisztikusan, hogy minden 1 < i < N-re T[i] és T[i + 1]
szomszédosak-e G-ben. (Ha igen, akkor sikeriilt egy sétat generdlnunk a grafban,
ami, mivel ezen a ponton mar tudjuk, hogy minden cstcsot érint, egy Hamilton-t
kell legyen.) Ha igen, adjunk vissza truet. Ha nem, falset.

Ennek az algoritmusnak az idéigénye ebben a formaban: O(N log N) ideig tart a nemde-
terminisztikus bitgenerdlas (N darab, egyenként log N-bites szamot generalunk bitenként),
aztan mondjuk O(N?) idében ellendrizziik, hogy minden szam 1 és N kozott ki lett-e ge-
neralva (ezt persze hatékonyabban is lehet, pl. ha lerendezziik a téombot el6bb, tgy csak
O(Nlog N), de most csak az a fontos, hogy polinom az idéigény), a harmadik pontbeli
ellen6rzés pedig mondjuk O(N) id6 (ez persze attdl is fiigg, hogy milyen gyorsan tudunk
éleket lekérdezni a grafbél, ha konstans, mondjuk a szomszédsagi matrix reprezentacioval,
akkor O(N), ha lineéaris, mondjuk az éllistdssal, akkor O(N?) id8 — de ez is mindenképp
polinom lesz).

((Deﬁnicié: 3-SZiNEZES] ~
Input: egy G graf.

Output: kiszinezhetoek-e G cstuicsai harom szinnel helyesen, azaz gy, hogy szomszédos

csucsok kiilonbozé szint kapjanak? )

4 e e . . - . )
Nemdeterminisztikus algoritmus a 3 — SZINEZESre

Ha az input a G = (V| E) graf, csticshalmaza {1,..., N}:

1. Hozzunk létre egy N-elemii tombot: T[1], ..., T[N].

2. Minden i-re generdljunk nemdeterminisztikusan 7'[i]-be egy kétbites szamot. Ha
valahova az 11-et generdltuk, mondjuk egybdl, hogy false.

3. Ellendrizziik determinisztikusan, hogy minden (4, j) élre T'[i] # T'[j] igaz-e. Ha mind-
egyikre igaz, akkor true, egyébként false.

L Ido6igény: linearis.

A kozponti nemdeterminisztikus (id6)bonyolultségi osztalyunk pedig:

Definicio: NP]
NP jeloli a nemdeterminisztikus algoritmussal polinomid6ben eldéntheté problémak
osztalyat.

Tehét példdul a fentiek szerint SAT, HAMILTON-UT, 3 — SzINEzES mind NP-beliek.

Hol van NP az eddig megismert bonyolultsagi osztalyok rendszerében? Egyrészt,
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( )

hiszen egy (determinisztikus) polinomidejii algoritmust felfoghatunk tgy is, mint egy olyan
nemdeterminisztikus algoritmust, ami nem general egyszer sem nemdeterminisztikusan bitet,
tehat végig csak egy szalon fut; ilyenkor persze ez az egy szal fogja adni az idéigényét, tehat
nemdeterminisztikusan is polinomidejiinek fog szamitani.

Masrészt coP = P miatt (hiszen egy determinisztikus algoritmusban a visszatérési értékeket
kicserélve egy ugyanolyan id6igényii, a komplementert eldonté algoritmust kapunk) az is igaz,
hogy P = coP C coNP. Tehat,

( P C NP NncoNP )

is igaz. Ez eddig hasonlit az R és RE osztalyok kapcsolatara, de a hasonlésag itt véget is ér:
nem tudjuk és (maganvélemény) én nem is hiszem, hogy P egyenld lenne ezzel a metszettel.

Az is igaz, hogy minden NP-beli probléma eldontheté (determinisztikus) algoritmussal, tehat
hogy NP C R (és igy coNP C coR = R is igaz). Hiszen egy szamitasi fat bejarni be tudunk
determinisztikusan: ha a programunk idékorlatja mondjuk n*, akkor futds kozben legfeljebb
n* bitet fog generalni nemdeterminisztikusan. Ha elére legeneraljuk mind az n* darab bitet, az
kivalaszt a szamitasi szdlak koziil pontosan egyet. Nincs mas dolgunk, mint determinisztikusan
kiprébalni mind a 27 (igen, ez nagyon sok) lehetdséget, és mindegyiket leszimulalni; ez 6sszesen
n* . 27" idében bejarja a szamitasi fat. Ha kozben egyetlenegy szal is true értékkel tér vissza,
akkor az egész szimulaci6 is, ha pedig nem, akkor false értékkel. Ez tehat egy determinisztikus,
exponencialis id6igényl algoritmus, ami ugyanazt a problémat donti el, mint amire az NP
algoritmusunk volt.

4 ] s 1z . (o A
Tehat a korabbi abrankba belerajzolva par 1j elemet:
EKVIVALENCIA
] .
MEGALLAS MEGALLAS

RE  HawmiLtontUf

Ezt az abrat nemsokara pontositani fogjuk.

A harom NP-beli probléma elhelyezésérol: persze csak azt tudjuk eddig, hogy NP-beliek.
Ettél még benne lehetnének NP N coNP-ben, st akar P-ben is! Nem tudjuk, hogy benne
vannak-e, a mai napig ezt sem bebizonyitani, sem megcafolni nem sikertilt még senkinek.
Azt se tudjuk, hogy NP = coNP igaz-e vagy sem, és azt sem, hogy P = NP igaz-e vagy
sem.
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A kurzuson fogunk még tanulni t6bb bonyolultsagi osztélyt, melyekrél sokan (én is) inkabb
azt tartjak valdszintinek, hogy tényleg kulonboznek (pl. szerintem P tényleg valédi része
NP N coNP-nek, és NP # coNP), az erre utald jelekrél amennyire lehet, probalok szélni
par szot.

8. Polinomidében verifikalhatésag

Az €l6z6 fejezet nemdeterminisztikus algoritmusai mind arra a sémaéara épiiltek, hogy el6szor
is generalunk valami , bizonyitékot”, ami bizonyithatja, hogy a kérdésre a valasz ,igen”, majd
ezek utdn determinisztikusan ellenorizziik, hogy tényleg sikertilt-e egy ,,bizonyitékot” generalni.

Ez nem véletlen egybeesés, az NP osztalyba pontosan azok a problémak esnek, amik megold-
hatok ilyen modon. Vagyis:

([Deﬁnici(): Polinomidében Veriﬁkélhatéség.] ~

Azt mondjuk, hogy az A probléma polinomidében verifikalhato, ha van egy olyan R
relacié inputok és tantuk kozt, melyre

e ha R(I,T) az I inputra és a T tantsitvanyra, akkor |T| < |I|¢ valamilyen ¢ konstansra
(azaz a tanik ,nem tul hossziak”);

e ha kapunk egy (I,T) pért, arrél determinisztikus polinomidében el tudjuk donteni,
hogy R(I,T) fennall-e vagy sem (azaz egy tant konnyen ellendrizhetd);

e pontosan akkor létezik I-hez olyan T, melyre R(I,T) igaz, ha I az A-nak egy ,igen”
példanya (azaz R tényleg egy j6 ,tantsitvany-rendszer” az A probléméahoz).

J

Példaul a SAT esetében egy tant egy kielégit6 értékadas volt, vagyis az I CNF és a T értékadés
kozt akkor allt fenn R(I,T), ha T kielégiti I-t. Nyilvan egy értékadas O(n) hosszi, ha az [
formula n hosszi, pontosan a kielégitheté formulaknak van kielégito értékadasuk, és azt, hogy
egy input I formulat egy input T értékadas kielégit-e, linedaris idoben el tudjuk donteni.

A HAMILTON-UT esetében egy I input grafhoz egy tand a csticsok egy sorrendje volt, mely
sorrendben bejdrva a csiucsokat Hamilton-utat kapunk; ez is nyilvan egy polinom (lineéris)
méretii, polinom idében ellendrizhetd tanusitvany-rendszer. A 3-SzINEZES problémdndl pedig
egy tanu egy helyes 3-szinezés, ami szintén ilyen tulajdonsagu.

Az Osszefliggés pedig:

Allitas
Egy A probléma pontosan akkor van NP-ben, ha polinomidében verifikalhato.

\

J

({ Bizonyitas ~N

Ha A egy polinomidében verifikalhaté probléma, akkor egy nemdeterminisztikus algo-
ritmus egy [ input esetén: elészor generdlunk egy |I]|¢ hosszii T bitsorozatot (ahol ¢ a
polinomidében verifikdlhatosagbeli ¢), majd ellenérizziik, hogy R(I,T) fennall-e. Mivel
az (I, T) par hossza O(n + n¢), tehat polinom, ha ezen egy O(n*) idéigényfi algoritmust
futtatunk R(I,T) ellen6rzésére, a teljes iddigény O(n*), polinom lesz és mivel pontosan
az A-beli I-kre létezik ilyen T, ez a polinomidejii nemdeterminisztikus algoritmus eldonti

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szaboles, SZTE) 48 2020. december 19.11:49:54



az A problémat.

Visszafelé, ha A-ra van egy nemdeterminisztikus polinomidejii algoritmusunk, akkor felté-
telezhetjiik, hogy az algoritmusnak mindig pontosan két valasztdsi lehetSsége van. Igy egy
n* hosszt szamitasi szalat adott I inputon pontosan le tudunk irni egy n* hosszii bindris
stringgel, melynek az ¢. bitje megadja, hogy az ¢. 1épésben a két valasztési lehetdség
koziil melyik irdnyba folytattuk a szamitdst. Ekkor egy ilyen tantusitvdny hossza O(n*)
lesz; az R relacié pedig alljon fenn az I input és a T' tant kozt pont akkor, ha a 7" altal
kijelolt szal az [-hez tartozd szamitési faban egy elfogadd szamitasi szal. Ezt (mivel csak
determinisztikusan szimuldlni kell a vonatkozé egyetlen szalat) polinomidében el tudjuk
donteni és persze pontosan azokhoz az inputokhoz fog létezni elfogadd szal, melyeket a

L nemdeterminisztikus algoritmus elfogad, tehat A ,igen” példanyaihoz. )

Ezért a tovabbiakban az ,A probléma NP-ben van” tipusu allitasokat konnyebben be fogjuk
tudni latni egy ilyen polinomidében ellendrizhet6 tanusitvany-rendszer megadéaséaval.

9. Cook tétele

Lattuk, hogy pontosan ugyanazokat a problémékat lehet RAM-gépen polinom idében megol-
dani, mint amiket egyszalagos Turing-gépen. Cook tételét:

Allitas: Cook tétele.
A SAT NP-teljes. J

Turing gépen fogjuk bebizonyitani.

(-| Bizonyitas N\

Legyen M egy p(n) polinom id6korlatos egyszalagos nemdeterminisztikus Turing-gép és
u = ai...a, egy n hosszi inputja. Le akarunk gyartani egy olyan ¢ formuldt, mely
pontosan akkor kielégithetd, ha M elfogadja u-t. Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy
M-nek minden lépésben pontosan két valasztasa van.

Egyrészt, p(n) lépésben az M gép p(n) darab nemdeterminisztikus dontést hoz, ezeket az

T, ..., Ty logikai valtozokkal irjuk le: x; = 0 jelenti azt, hogy a gép az i. lépésben
az ,els6” lehetdséget, x; = 1 pedig hogy a ,masodik” lehetdséget valasztja. Tetszéleges
rogzitett @ = xq, ..., Ty(n) sorozat meghatdroz egy szamitasi szalat, ezt akarjuk szimuldlni.

Nyilvan t 1épésben M legfeljebb ¢ messzire tud jutni a szalagjan, tehat csak az els§ p(n)
cellat fogja hasznélni. Bevezetiink minden 0 < i,j < p(n)-re, a € I'-ra (emléksziink, T’
volt a szalagdbécé, ennek része a ¥ input abécé), és g € Q-ra (ez pedig a Turing-gép egy
allapota) néhany logikai valtozét: p; .-t akkor szeretnénk 1-re éllitani, ha a gép a-nek
megfeleld szaldn az i. 1épésben a j. celldn az a jel all, egyébként O-ra. Tovabba, h; -t
akkor szeretnénk 1-re allitani, ha a gép olvasofeje az i. 1épésben a j. cellan all. Végiil,
i -t akkor szeretnénk 1-re allitani, ha a gép az i. lépésben a ¢ dllapotban van.

A kezdésort kitolteni kénnyli: minden j = 1,...,n-1e pojq, = 1 (mert a j. celldban
kezdetben a; van), poor = 1 (mert a szalag elején a > jel all) és minden n < j < p(n)-re
po,ju = 1 (aszalag input utani része Ll-zel van toltve). Az allapotot és a fejet is: o4, = 1, az
M kezddallapotban van kezdetben és hoo = 1, a fej az els6 cellan van. Ezeket a valtozdkat
éselve, és a nem emlitett nulladik sorhoz tartozé valtozdkat (amiket O-ra kell dllitanunk)
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negalva hozzaéselve eddig kapunk egy formulat, ami leirja az els6 sor tartalmat.

Ezek utan leirjuk formulaval, hogy az i + 1. 1épésben a j. cella tartalmat honnan kapjuk:
ennek a cellanak a tartalma csak a folotte levo cella tartalmatoél fiigg, a fej pozicidjatol, az
1. 1épésbeli allapottdl és az x; valtozo értékétdl. Konkrétan, ha a fej pozicidja nem j az i.
lépéshben, akkor a cella tartalma ugyanaz, mint volt:

=h(i,7) = (Dija < Pit1ja)

minden a-ra, i-re és j-re (ez Osszesen polinom sok ilyen formula, pontosabban ennek a CNF-
jének a konjunkcidja), ha pedig ott a fej, akkor kovetjiik az a&tmenetet, amit valasztottunk:
ha h(i, j) igaz, akkor p(i, j,a) akkor igaz, ha a 0(q,b) (ez egy {(q1,b1,d1), (g2, b2, do)} pér,
ha x; = 0, akkor az els6, ha x; = 1, akkor a mésodik atmenetet kovetjiik, tehat pl. ekkor

hij N Gig N Ti = (Pi1jn A Givrg AN Pit1 s )

ahol most a d; € {—1,0, 1} az egyszerliség kedvéért. Tehat ,ha itt a fej és g-ban volt a gép
és az els6 alternativat vélasztja, akkor a fej erre/arra mozog, az allapot ¢; lesz, a celldban
levé betii pedig by”, és hasonlot felirunk az A—x; végzodésre is. Plusz, még felirjuk a cellara
vonatkozolag egy ilyen implikéci6 jobb oldalara, hogy a minden més ¢ # by betiire —p; 41 .
(azaz a tobbi betll nincs ebben a cellaban), minden més j' poziciéra —h;4q ; (mashol nincs
a fej) és minden mas ¢’ allapotra —¢;.; » (masik allapotban nincs a gép).

Ez egy igen hosszti konjunkcié, de csak polinom méretii és konnyen (egymésba agyazott
ciklusokkal) kiirhatd; tovabbd, leirja az egész szamitasi folyamat tartalméat, ha az x;-ket
mindet beallitjuk, akkor minden valtoz6 tényleg a szamitasnak megfelel6 moédon all be.

Egy apré részlet: ha a szal hamarabb végezne, akkor gy vessziik, mintha onnan kezdve
ugyanabban az ACCEPT/REJECT éllapotban marad a p(n). 1épésig.

Ez a szal akkor fogadja el az inputot, ha az utolsé 1épésben az dllapot ACCEPT, ami egy
nagy diszjunkcio: \/ﬁ’(:"l) Ip(n),Accepr, €2t még hozzdéselve az eddig legyartott formuldnkhoz
kapjuk, hogy ez a formula pontosan akkor kielégithetd, ha a M (u) = ACCEPT.

10. A SAT variansai

Ha nem csak CNF-et, de tetszoleges logikai formulat megengediink inputként, és azt kérdezziik,
kielégitheto-e, kapjuk a FORMSAT problémat:

({Deﬁnicié: FORMSAT] \
Input: Egy ¢ (itéletkalkulus-beli) formula.

L Output: Kielégitheto-e ¢?

A Allitas )

LA FORMSAT is NP-teljes probléma.

({ Bizonyitas ~N

Mivel a FORMSAT probléma altalanosabb, mint a SAT, legalabb olyan nehéz is: for-
malisan, a ¢ — ¢ (identikus) leképezés egy j6 visszavezetés SAT-r6l FORMSAT-ra, hiszen
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CNF-bél formulat készit (mivel minden CNF egyben formula is) polinomidében (linedris
id6 elég az atméasoldshoz) és tartja a valaszt (hiszen ugyanarrdl a formularél kérdezziik
ugyanazt).

A probléma NP-beliségéhez elég azt latnunk, hogy egy ¢ formuldhoz ugyanigy jé tant-
sitvany annak egy kielégito értékadésa, ezt tovabbra is linearis idében ellenérizni tudjuk.

.

Egy logikai halézat a (mondjuk) architektirdkbdl vagy dimatbdl megszokott: véges, irdnyi-
tott, kormentes graf, cstucsait kapuknak is nevezziik, minden kapunak van egy cimkéje, ami
lehet — (ekkor a kapu befoka 1 kell legyen), lehet V vagy A (ekkor a befoka 2), vagy lehet kons-
tans 0, konstans 1, vagy az w1, xs, ... valtozok valamelyike. Tovabba egy kapu ki van jelélve

benne output kapunak.

Példaul:

Egy halozatban ha az x; valtozoknak adunk egy-egy értéket, akkor a halézat 6sszes kapujanak
a logikai kapuk cimkéjének megfeleloen a graf topologikus rendezése szerinti sorrendben lesz
egy értéke, pl. a fenti halézatban ha x; = 1, 2o = 0 és 3 = 1, akkor ez az értékadéas a tobbi
kapunak az aldbbiak szerint ad értéket:

A halozat értéke egy adott értékadas mellett az output kapu értéke lesz, tehat a fenti példaban
pl. a halézat értéke 1; a halozat pedig kielégithetd, ha van olyan értékadas, mely mellett a
halozat értéke 1.

A fenti példa halozat tehat kielégithetd, mert az x1 = 1, x5 = 0, x3 = 1 értékadas mellett 1 az
értéke.

Ezzel kapcsolatban két problémat tudunk mondani:
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Definicio: HAL(‘)ZAT-KIELE‘GiTHETGSEG]
Adott egy halozat. Kielégitheté-e? )

Definicio: HALOZAT-KIERTEKELF]S]
Adott egy valtozomentes halozat. Igaz-e az értéke? )

Mivel egy input valtozémentes hélozatot egy egyszerli rekurziv cimkézéssel ki tudunk értékelni
(minden kapuhoz megjegyezve az értékét, hogy csak egyszer szamitsuk ki), igy

Bizonyitas

A HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-ben van. )

A HALOZAT-KIELEGITHETOSEG probléma pedig emiatt INP-beli, hiszen egy megfelels
tanusitvany-rendszer a valtozok egy értékadasa, mely kielégiti a halozatot: ez nyilvan polinom
méretli, pontosan a kielégithetd halézatokhoz létezik ilyen tand és mivel a kiértékelés P-ben
van, igy azt hatékonyan tudjuk ellendrizni, hogy egy allitélagos tant valoban tanusitvany-e az
adott inputhoz vagy sem.

Ennél tobb is igaz:

A Allitas ~\

LA HALOZAT-KIELEGITHETOSEG probléma NP-teljes.

(-| Bizonyitas N\

Vegyiik mondjuk a FORMSAT probléma egy ¢ példanyat, egy formulat. Rekurzivan minden
egyes F' részformuldjahoz rendeljiink egy gr kaput a kovetkezdképp:

e ha F' = x;, akkor legyen gr egy x; cimkéjlii kapu;

e ha F'= GV H, akkor gr legyen egy V cimkéji kapu a gg és gy 0sokkel;
e ha ['=G A H, akkor gr legyen egy A cimkéji kapu a gg és gy 0sokkel;
e ha F' = =G, akkor gr legyen egy — cimkéji kapu a g Ossel;

e ha F' = G — H, akkor hozzunk létre egy g — kaput, gg 6ssel, és gr legyen egy V
kapu, g és gy 0sOkkel;

e végil, ha FF = G < H, akkor hozzunk létre egy g; és egy g» kaput, mindkettét
- cimkével, g, 6se gg, g2 Ose gy, tovabba egy hy és egy ho kaput, mindkettét V
cimkével, hy Gse g1 és gy (ennek értéke G — H értéke lesz), hy 6se gr és g (ennek
pedig H — G), végiil legyen gr egy A cimkéjii kapu a hy és hy 6sokkel.

Vegyiik észre, hogy a generdlt halézat linearis méretii mindenképp (nem azt kapnank, ha
a <> részformuldkat el6bb CNF-re hoznénk), és persze ekvivalens az eredeti formulaval.

Mivel az NP-nehéz FORMSAT problémat vissza tudtuk vezetni az NP-beli
HALOzZAT-KIELEGITHETOSEGre, igy ez is NP-teljes.
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\ J

Megjegyzés: ,,Cook tétele” sokszor a fenti formaban fut.

Megszorithatjuk a SAT problémat tgy, hogy csak specidlis alakii CNF-eket engediink meg
inputként. Ilyen megszoritas lehet példaul az is, ha klézonként korlatozzuk a literdlok lehetséges
szamat:

Definici6: kSAT}

Tetszoleges k konstansra a KSAT a kovetkezo probléma:
Input: egy olyan CNF, melyben minden kl6z pontosan k darab literalbdl all.

Output: kielégitheto-e a formula?

Felmeriilhet a kérdés, hogy ez a megszoritas vajon konnyit-e a kielégithetéség vizsgalatan. A
kovetkez6 allitas azt mondja, hogy nem sokat:

A Allitas | \

kA 3SAT is NP-teljes.

({ Bizonyitas ~N

Visszavezetjitk az NP-teljes HALOZAT-KIELEGITHETOSEG problémat a 3SAT problémara.

Legyen GG egy halozat. G minden g kapujahoz létrehozunk egy ¢ logikai valtozot és minden
g kapuhoz felirunk egy C; CNF-et a kovetkezéképpen:

e Ha ¢ valtoz6 kapu, akkor nem irunk fel beléle klézokat.

e Ha g egy A cimkéjli kapu, a g; és go &sokkel, akkor felirjuk hozzd a g <> (g1 A go)
formulaval ekvivalens

(mgVaVag)AN(gVgaVag)A(—mg1 Vg V)

CNF-et. (A klézokban az ismétlés szerepe csak annyi, hogy minden generélt kléz
pontosan harom literdlt tartalmazzon.)

e Ha g egy V cimkéji kapu, a g1 és go 6sokkel, akkor felirjuk hozza a g <> (g1 V ¢2)
formulaval ekvivalens

(gVaVg)A(gVgVag) A(ngVagVg)

CNF-et.
e Ha ¢ egy — cimkéjii kapu, a ¢ Gssel, akkor felirjuk hozzd a g <> —g; formulaval
ekvivalens
(g V=91V =g1) AgrVgVg)
CNF-et.

Az egész halozatbol pedig azt a CNF-et készitjiik, amit a kapukbdl egyenként generdlt
CNF-ek éselésével kapunk, valamint még hozzavéve a (g V gV g) klozt is, ahol g az output
kapu.
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Példa: a

hélozatbol generalt formula (a belsé kapuk mellé odairtuk a hozzajuk generélt valtozdcim-

kéket is):

(~n Vi Va) A(mo Vi V) A (- Vi Vi)
A (—ya Vo V) A(—ys Vg Vas) A -z V-xs Vys)
AN (23 VeV oye) A (ys V ya Vo)
AN (myaVyr Vyr) A(myaVys Vys) A=y Voys Vo)
A (YaVyaVya).

Konnyen lathaté, hogy beallitva az x4, ..., x, valtozdl értékét valamire, a kapukhoz gene-
ralt CNF-ek mindegyike egyszerre pontosan akkor lesz igaz, ha a belsé kapukhoz generdlt
logikai valtozok éppen a kapu értékét veszik fel ezen a bemeneten; tovabba az utols6 kléz
(és igy a formula) pedig pontosan akkor lesz igaz, ha az output kapu értéke 1. Tehdt ez
valéban egy visszavezetés a két probléma kozt, és 3SAT NP-nehéz; mivel persze az NP-beli
SAT egy altalanosabb probléma, igy 3SAT € NP is, tehat ez egy NP-teljes probléma.

.

Persze emiatt tetszoleges k > 3-ra méar a ESAT is NP-teljes lesz, hasonl6 médon: 3 helyett
tetszoleges 3-nal hosszabb fix méretii klézokat tudunk gyartani literalok ismétlésével.

Ha viszont ,eléggé” leszoritjuk a klézok méretét, a probléma tényleg konnyebb lesz:

A 2SAT probléma P-ben van. ]

Ennek az allitasnak a bizonyitasahoz egy hatékony algoritmust kell gyartsunk, mely eldonti
a 25AT problémat. Ha ¢ egy 2CNF, melyben az xq,...,x, valtozok fordulnak eld, ebbdl
készitsik el a kovetkezé G, (iranyitott) grafot:

o A G, graf cstcsai az @1, ..., Ty, @1, ..., T, literdlok.

o Az {; — {5 él pontosan akkor van G,-ben, ha ¢-ben van ezzel mint implikaciéval ekviva-
lens kl6z (tehat ha (¢, V £y), vagy (fo V £1) szerepel p-ben).
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Egy példa a konstrukciora: ha a formula
o = (VY A(xV2)A(mzVu)A(—yV—u) A(zV-—-u) A(x V),

akkor G, a kovetkezd graf:

Allitas

A ¢ formula pontosan akkor kielégithetetlen, ha van olyan ¢ literal, hogy ¢ és ¢ elérhetSk
egymasbol a G, grafban.

(-| Bizonyitas N\

Tegyiik fel, hogy az x csticsbdl a G, grafban elérhetd az y csucs. Belatjuk az ehhez kell§
lépésszam szerinti indukcioval, hogy ekkor ¢ = (r — y) (tehat hogy ¢-bdl kévetkezik az
x — y implikacio).

Nyilvan mivel x — x tautolégia, igy ¢ = = — x mindig igaz, tehét ha 0 1épésben érhetd el
z-bol y, akkor készen vagyunk. Legyen z-bol y elérheté n + 1 1épésben. Akkor van olyan
z csucs, melyre 2-bél elérhet6 z n 1épésben, és melyre (z,y) egy él G,-ben.

Az indukcios feltevés szerint ekkor ¢ |= (z — z). Masrészt, mivel a (z,y) élt azért vettik
fel G,-be, mert (z — y) mint implikdci6 szerepel ¢-ben, igy ¢ = (2 — y) is igaz. Tehat
v E (r = 2) ANz = y), igy a tranzitivitds miatt ¢ = (x — y) is teljesiil.

Ha tehat x-b6l —x is és —a-bol x is elérhetd, akkor ¢-nek logikai kovetkezménye (z <> —x),
ami egy kielégithetetlen formula. Tehat ekkor ¢ is kielégithetetlen.

Még azt is meg kell mutassuk, hogy ha nincs ilyen literal, akkor a formula kielégitheto.
Ezt a klozok szama szerinti indukciéval tessziik.

Ha G-ben nincs kldz, akkor az tires CNF' definici6 szerint tautoldgia, tehat kielégithetd.

Legyen most G,-ben n+1 kloz és nézziik egy x valtozéjat. Ekkor vagy z-bdl nem érhetd el
-z, vagy forditva (kiillonben z olyan literdl lenne, melybdl a negaltjaba és vissza is vezetne
tt). Legyen £ a kettd koziil az a cstics, melybdl nem érhetd el /. Allitsuk (-t és a beléle
G,-ben elérhetd literalokat 1-re, ellentettjiiket pedig O-ra.

Ez a (részleges) értékadds nem probalja meg ugyanazt az x valtozénak egyszerre O-ra és 1-re
is allitani, ugyanis ezt akkor tenné, ha x elérhetd lenne ¢-bél (ezért x = 1) és -z is elérhetd
lenne ¢-bél (ezért -z = 1, tehat x = 0). Csakhogy ez nem lehetséges: vegyiik észre,
hogy ha egy A csicsbol vezet él egy B csticsba, akkor B-b6l is A-ba (hiszen mindkét ¢l
ugyanazzal az implikaciéval ekvivalens, A — B = B — A, igy vagy mindkett6t felvessziik,
amikor G-t készitjik, vagy egyiket sem). Emiatt ha A-bol vezet it B-be, akkor B-bdl is
A-ba. Tehat ha -z elérhetd (-bél, akkor £ is elérheté a-bél. Viszont ekkor ¢-bdl elérhetd
x, onnan pedig ¢, pedig abbdl indultunk ki, hogy ¢-b8l nem érhetd el £, ami ellentmondés.

Tehét ez a részleges értékadas nem probal meg tobb értéket rendelni egy valtozéhoz. Igy
megtehetjiik, hogy az érintett valtozok értékét rogzitjuk. Ekkor az Osszes olyan kloz,
melyben szerepel olyan / literal, melynek most értéket adtunk, kielégiil: ha a literal értékét
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1-re dllitottuk, akkor azért, ha pedig O-ra, akkor ellentettjét, (-t allitottuk 1-re. Ekkor pedig
ha a kléz ¢V ¢/, ugy felvettiik hozza G,-be az £ — (' élt, igy mivel (-t 1-re allitottuk, ¢'-t
is 1-re allitottuk, és ez kielégiti az £V ¢’ klozt.

Tehat ezzel a parcidlis értékadassal a ¢ formulankban kielégitettiink legalabb egy klozt
(mert x szerepel egy klézban, tehat legaldbb az a kléz kiesik), eldobva a kielégitett klozokat
pedig egy olyan ¢’ formulat kapunk, melyben csupa olyan véaltozé szerepel, akiknek még
nem adtunk értéket, az ehhez gyartott G graf pedig részgrifja lesz a G, grafnak, tehat
ebben sem lesz olyan x valtozd, akibol a negaltja és vissza elérhetd. Az indukcids feltevés
szerint ez a ¢ kielégithetd, az el6z6 menetben generalt valtozé-értékaddssal kiegészitve egy

22 egész -t kielégito értékadast kapunk. )

Mivel pedig ezt a ,kolcsénosen elérhet6” tulajdonsigot meg tudjuk hatékonyan oldani (pl.
kiszamitjuk linedris idében G, erésen Osszefiiggd komponenseit, majd megnézzik, hogy van-e
olyan x valtozd, hogy x és —z ugyanabba a komponensbe keriiltek-e), és G, elkészithetd ¢-bdl
linearis idoben, igy az egész algoritmus linearis idében eldonti ¢ kielégithetdségét.

A példaformulankban szereplé G,-ben pl. ha az x valtozobdl indulunk (2-b6l nem érhet6 el
—z), a beléle elérhetd literdlok z, u és —y, ezeket 1-re (vagyis x = z = u = 1, y = 0) allitva,
ellentettjitket 0-ra épp a formula egy kielégito értékadasat kapjuk.

Egy masik lehetséges megszoritasa a SAT problémanak, ha nem a klézok hosszat, hanem a ,,for-
majukat” kotjiikk meg, egy lehet6ség az, hogy in. Horn-atnevezheto inputot varunk:

({Deﬁnicié: Horn-formulak, Horn-atnevezheto6 formulékj \

Egy konjunktiv normalformaju formula

e Horn-formula, ha benne minden klozban legfeljebb egy pozitiv literal szerepel,

e Horn-atnevezhetd formula, ha bizonyos valtoz6i komplementalasaval Horn-formulava

\ alakithato. )

Példaul z A (—xVy)A(—zV-yVz)A(—-yV-z) egy Horn-formula; az (xVy) A(-xVy)A(-zV 2)
formula Horn-atnevezhetd, mert pl. ha az y-okat és a z-ket a komplementeriikre cseréljiik,
akkor a kapott (z V —y) A (-2 V =y) A (-2 V —z) formula Horn-formula; az (x V y) A (z V =y) A
(mx Vy) A (—z V —y) formula pedig még csak nem is Horn-atnevezheté.

A Allitas ~

LHorn—émtnevezheté formulék kielégithetosége polinom idoben eldéntheto. )

({ Bizonyitas ~

Az un. egységrezolicio alkalmazasa ezeken a formuldkon egy helyes és teljes algoritmus.
Az algoritmus a kovetkezd:

e Ha van iires kléz a formuldban, akkor kielégithetetlen.
e Ha nincs tres kl6z és nincs egységkloz sem, akkor kielégitheto.
e Ha van egy egységkloz (egyetlen literdlt tartalmazo kl6z) a formulaban, akkor

— vélasszunk egy {(} egységkldzt
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— dobjuk el az 6sszes klozt, mely tartalmazza (-t
— a megmaradé klézokbél hagyjuk el /-t

— menjink vissza az els6 1épésre a maradék formulan.

Az algoritmus nyilvan polinomidejli, hiszen minden iteraciéban egy valtozo eltlinik a for-
mulabol.

Amennyiben egy CNF-ben szerepel egy {¢} egységkldz, iigy minden kielégit6 értékadasban
¢ =1 kell legyen; ekkor tehat ezt a literalt bedllitjuk 1-re. Ebben az esetben az (-t tartal-
maz6 klézok kielégiilnek, a maradékbél pedig az ¢ alaki klézok pontosan akkor elégiilnek
ki, ha az ¢ elhagyasdval (ennek az értéke 0 lesz) kapott kisebb kléz kielégiil. Tehat ha van
egységkloz, akkor az algoritmus egy iterdcidoban a ¢ formuldabdél mindenképp egy olyan ¢
formulat készit, mely pontosan akkor lesz kielégithetd, ha ¢ is az volt. Tovabba vegyiik
észre, hogy a kapott ¢’ szintén Horn-atnevezhet6: ugyanaz a véaltozdatnevezés, mely ¢-t
Horn alakra hozza, Horn alakra hozza /-t is.

Ha iires kl6z is szerepel a formuldban, akkor (mivel annak értéke mindenképp 0) a formula
kielégithetetlen, igy ez a lépés is helyes valaszt ad.

Ha pedig sem egységkloz, sem tires kl6z nem szerepel a formulaban, akkor kielégitheto:
ekkor minden klozban legalabb két literal szerepel. Egy valtozé-komplementalas nem val-
toztat a kielégithetdségen: ha egy T' értékadés kielégit egy formulat és abban a valtozdk
egy X részhalmazat komplementaljuk, akkor az a T" értékadas, mely T-t6] pontosan az
X-beli valtozokon kiillonbozik, kielégiti az atalakitott formulat. Ha pedig vessziik azt a
valtozo-komplementalast, mely utan Horn-formuldt kapunk az eredeti ¢ formuldbdl, ab-
ban minden klozban szerepel negativ literal (mert minden kléz legalabb kételemii), igy a
konstans 0 értékadas kielégiti.

J

,Keverni” viszont nem tudjuk ezt a két hatékonyan eldontheto esetet:

A Allitas )

A kovetkezd probléma NP-teljes:

Input: egy CNF, melynek minden klézdaban vagy legfeljebb két literdl szerepel, vagy
csupa negativ literalbol all6 haromelemi kléz.

Output: kielégitheto-e?

\_ J

({ Bizonyitas ; ~

Visszavezetjilk erre a probléméara a 3SATot. Legyen ¢ egy CNF, benne a valtozok
T1yeeoy Ty

Bevezetjik minden x; valtozéhoz annak a kalapos valtozatat, ;-t is, és kikényszeritjiik,
hogy minden értékadasban x; és &; ellentétes értéket vegyenek fel. Ezt az x; <+ —; formula
CNF-jével: (x; V &;) A (—x; V —i;) érjik el. A készitett ¢’ formuldba tehdt minden i-re
felvessziik ezt a két binaris klozt, ezek megfelelnek az j probléma input szintaxisanak.

Tovabba, az eredeti ¢ formuldban minden pozitivan eléfordulé x; valtozét —z;-re cseréliink,
igy ezekben a kl6zokban pedig csupa negativ literal szerepel, ami szintén megfelel az 1j
probléma szintaxisanak.
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Példaul, a (xV -y V z) A (mx VyV —z) A (-x V -y V z) formuldbdl a

(VYA (—xzV-Z)A(Yy VI A(—yV-g)A(zVE)A(—zV —E)
AN (2ZVayV-a2)A(mx VgV oz)A(mxVoy V-z)

formula lesz.

Vilagos, hogy ha az eredeti formulat egy T' értékadas kielégiti, akkor az elkészitett formulat
pedig az az értékadas, melyben az eredeti x; valtozok értékei a T-beli értékek, a &; valtozok
értékei pedig a T'[z;] értékek negaltjai, kielégiti; tovabbd, az is vildgos, hogy ha a generalt
¢’ formulat kielégiti egy T értékadas, akkor a bindris kl6zok miatt abban az x;-k és #;-k
mindenképp ellentétes értéket vesznek fel, igy a negativ klézok konstrukcidja miatt ugyanez
az értékadas kielégiti az eredeti ¢ formulat is.

11. NP-teljes grafelméleti problémak

Ebben a fejezetben néhany grafos problémarol mutatjuk meg, hogy NP-teljesek.

Az elsé a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ lesz:

Definici6é: FUGGETLEN CSI‘JCSHALMAZJ

Input: egy G (irdnyitatlan) graf és egy K szam.

Output: van-e G-ben K darab fiiggetlen (azaz paronként nem szomszédos) csics?

A FUGGETLEN CSUCSHALMAZ egy NP-teljes probléma. J

({ Bizonyitas N
Visszavezetjilk ra a 3SAT problémat. Vegytk a ¢ = Cy A Cy A ... A C), formulat, minden
kl6zaban harom literallal.

A kovetkezd G grafot hozzuk létre:

e (G cstcsai a @-beli literdlel6fordulasok (tehat pontosan 3n darab cstcs lesz).

e Az azonos klézban szerepld literal-eléforduldsokat osszekotjik éllel. (Eddig tehat van
n darab haromszogink.)

e Tovabba, az ellentétes literdlokat szintén 6sszekotjik. (Tehat ha egy klozban van
x, egy masikban -z, a hozzajuk tartozo literalokat osszekotjiik.)

e A K célszadmunk legyen n, a klozok szama.

Péld4ul ha a formula

eo=(xV-yVvz) AN (-zVyV-z) AN (tzVyVz) A (mzV-oyVz),

akkor a graf:
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/\' '/\ /\ '/\'

A célszam pedig K = 4.
Azt 4llitjuk, hogy ez egy visszavezetés 3SATrél a FUGGETLEN CSUCSHALMAZra.

Vegyiik észre, hogy mivel egy haromszogon beliil nincs két fiiggetlen cstcs, és Osszesen K
haromszoget hozunk létre, igy egy K-elemi fiiggetlen csiicshalmazban mindenképp harom-
szogenként pontosan egy csicsot kell kivalasztanunk.

Ha az eredeti ¢ formula kielégitheto, akkor ez meg is teheté: vegylnk egy T kielégito
értékadéast. Ez minden klézban igazra allit legaldbb egy literalt. Valasszunk ki minden
kl6zbdl egy igaz literdlt (mint cstcsot a grafban). Ezek fiiggetlenek lesznek, hiszen:

e egy haromszoghél (klézbol) csak egy csticsot vélasztunk ki,

e ha lenne koztiik él, akkor az csak tgy lehet, hogy egy klézban z-et, egy masikban
—z-et valasztjuk ki — ez pedig nem lehet, hiszen T nem allithatta mindkettot igazra.

Tehat ha ¢ kielégithetd, akkor a generalt grafban létezik K-elemt fliggetlen cstiicshalmaz.

Masrészt, ha a grafban van K darab fiiggetlen cstcs, akkor minden haromszoghol sikertilt
pontosan egy literalt kivalasztanunk. Allitsuk Sket igazra — ezt meg tudjuk tenni, csak
az okozhatna gondot, ha egyszerre probalnank igazra allitani egy valtozét és a negaltjat
is, ami viszont egyszerre nem szerepelhet egy fliggetlen csticshalmazban, hiszen az ilyen
el6fordulés-parok 6ssze vannak kotve. Ez a (részleges) értékadas kielégiti a formulét, hiszen
minden klozba kertl igaz értéki literal.

Példaul, a fenti példa formulét kielégiti az x = 0, y = 0, z = 1 értékadas és egy (ennek
megfelel§) figgetlen csicshalmaz a grafban:
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Egy nagyon hasonlé probléma a KLIKK:

Definicio: KLIKK)

Input: egy G graf és egy K szam.

Output: van-e G-ben K darab paronként szomszédos cstics? (azaz, K-elemi  klikk”?)

Allitas
A KLIKK is egy NP-teljes probléma. J

({ Bizonyitas ~\

Visszavezetjiik 14 a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ probléméat. Ha G jeloli a G graf komp-
lementer grafjat (melyben (u,v) pontosan akkor él, ha nem él G-ben), akkor vilagos,
hogy egy tetszoleges X csticshalmaz pontosan akkor fiiggetlen G-ben, ha klikk G-ben.

Tehat a
(G,K) — (é, K)

(nyilvan polinomidejli) inputkonverzi6 egy jé visszavezetés.

Példaul, a , K = 3 Fiiggetlen Csicshalmaz példanybdl a visszavezetés a

, K = 3 Klikk példanyt késziti. (Ebben az esetben egyébként mindkettd
L ,nem” példdnya a vonatkozé probléméanak.)

J
A kovetkezé NP-teljes problémankat mar ismerjiik:
Allitas
A HAMILTON-UT is egy NP-teljes probléma. j

({ Bizonyitas ~N
A 3SaTot fogjuk visszavezetni a HAMILTON-UTra. Ehhez induljunk ki egy ¢ CNF-bol.

A ¢-bol generalt grafot ,,gadget”-ekbdl rakjuk Ossze: minden valtozéhoz és kl6zhoz 1étre-
hozunk egy-egy alkalmas grafot (ezek a ,gadget”-ek), és ezeket megfelelen kombinaljuk
Ossze.

Feltessziik, hogy minden valtozé el6fordul ¢-ben pozitivan is és negativan is. Ezt meg-
tehetjiik, hiszen ha @-ben x pl. csak pozitivan fordul eld, akkor az x = 1 értékadés
,biztonsagos”, ezzel az x-et tartalmazd klozokat eldobhatjuk; ha csak negativan, akkor
pedig az © = 0 biztonsagos. Ezt az eldobdlast iterdlva eljutunk vagy egy iires CNF-hez
(ami kielégithet), vagy egy olyanhoz, melyben minden valtozé eléfordul pozitivan is és
negativan is.
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Induljunk ki mondjuk a
e=(xVyV-2z)A(—xV-yV-z)A(xV-yVz)

formulabdl.

Eloszor is, a generdlt G grafban pontosan két olyan csics lesz, melynek fokszama 1, legye-
nek ezek s és t. Ezzel azt biztositjuk, hogy ha van G-ben Hamilton-1it, annak a két vége
biztosan s és t lesz.

Minden z véltozéhoz készitiink egy értékvalaszté gadgetet, mely (egyelére) igy néz ki:

o < o—e

Ha ez a gadget szerepel G-ben, akkor a fehér csticsok miatt egy Hamilton-1it at kell ha-
ladjon rajta; athaladaskor pedig valasztania kell a ,fels6” és az ,als6” él koziil pontosan
egyet. Intuitive ha a felson haladunk, akkor az az x = 1, ha az alsén, akkor az az x = 0
értékadasnak fog megfelelni.

Ezeket az értékvalasztd gadgeteket sorba kotjiik az alabbi dbran lathaté médon:
o (C_ O—e (O O—e— (O 0O—®e

Minden valtozohoz létrehozunk egy értékvalaszto gadgetet, a példankban az els6 az x, a
masodik az y, a harmadik a z valtozohoz készitett gadget.

A fekete csticsok fokszama G-ben is 2 lesz, igy egy Hamilton-it csak tgy haladhat, hogy
ebbe a lancba bejon valamelyik oldalon, minden ,dupla” élnél valaszt egy iranyt a . fent”
és a ,lent” koziil, és a masik oldalon elhagyja a lancot.

Minden kl6zhoz is 1étrehozunk egy haromszoget és a haromszog éleit cimkézziik a kloz-
beli literal-el6forduléassal.

A példat tovabb folytatva:

X Yy X -y x Y
-z -z z
T Yy z
e (O O—eC_ O—e— (0 0U—e
X —|y -z

Egy Hamilton-tut biztos, hogy nem tud athaladni egy haromszognek mindharom élén.
(Mert akkor bezarddna egy kis korré.) Tehét tigy szeretnénk elkédolni egy értékadast,
hogy azokat az éleket keriilje el egy haromszogben egy értékadasnak megfelel6 Hamilton-
ut, amik igazak az értékadas mellett. Egyelére azonban nincs semmi 6sszefiiggés a klézok
és a valtozo-értékadasok kozt. Az Osszefiiggést a kovetkezd ,,XOR-gadgettel” fogjuk meg-
valésitaniC

A bels6 fehér csicsok fokszama nem fog valtozni a késcbbiekben. Ezt a gadgetet a ko-
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vetkezOképp kombinaljuk hozza az eddig meglevé grafunkhoz: ha egy klézhoz készitett
haromszogben egy él cimkéje ¢, akkor ezen az élen létrehozunk négy 1j cstucsot, az (-lel
cimkézett értékvalaszto élen szintén négy 1j cstcsot, és ezeket a XOR gadgetben lathato
moédon 6sszekotjitk élekkel, melyeken még egy-egy csticsot felvesziink.

Részlet:

(Hogy az abra valamennyire dtlathaté maradjon, csak néhany gadgetet rajzoltunk be. Az
x értékvalasztasnal lathato, hogy hogyan kezeljiikk azt az esetet, mikor egy literal tobb
klézban is eléfordul.)

A XOR gadget lényege, hogy ha a grafban van egy Hamilton-tut, az csak a kovetkezd
kétféleképp tud athaladni rajta:

.M m

o @

Hiszen a kozépso, 2-fokt csticsokon csak gy haladhat at, ha az Osszes ,fiiggleges” élt
felhasznalja; és pl. az alsé sor mésodik fehér csiicsabol vagy jobbra (bal oldali abra), vagy
balra tovabb kell menjen. Ha jobbra megy, akkor a felsé sor méasodik fehér csicsdban

nem haladhat jobbra (ekkor kapnank egy kis kort), hanem csak balra, stb; kirajzolgatva
megkapjuk, hogy Osszesen ez a két eset lehetséges.

Vagyis, ez azt jelenti, hogy amikor egy Hamilton-ut athalad az értékvalaszto gadgetek ive-
in”, akar az ,alson”, akar a ,felsén”, akkor egytuttal be kell jarja a XOR gadget megfelelo
Hkigyovonalat” is, hiszen csak igy tudja érinteni a XOR gadget kozépsd soraban szereplo
csucsokat.

Pl. azx =1, y =0 és z = 0 értékadashoz megfelel6 ut a grafunk jelenlegi valtozataban a
kovetkezo:

Tehat, az értékvalaszté gadgeteken egy ,fenn”—, lenn” sorozat valasztasaval bejarjuk a
haromszogekben levo ,igaz” literalok XOR gadgetjének cstucsait.
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Ez azt is jelenti, hogy ha egy értékadas hamisra allit egy klézban minden literalt, ak-
kor annak a kléznak a XOR-csiicsait mar nem fogjuk tudni mindet bejarni,
mert ahhoz a haromszég mindharom élén végig kellene menniink, ami bezarna a késziilo
Hamilton-utunkat egy kis korré.

Mar csak azt kell elérniink, hogy ha viszont egy értékadas igazra allit minden klézban
legalabb egy literalt, akkor be tudjuk fejezni a bejarast. Ezt agy érjiik el, hogy a harom-
szogek eredeti sarokcsicsait Osszekotjik kozvetlen élekkel is (minden ilyen csicsot, a
példaban tehat behtzzuk a kilenc cstics kozé az Osszes lehetséges 36 élt), és ezt az érték-
valaszto lanc jobb végével szintén Osszekotjiik.

Ekkor miutan végigmentiink az értékvalaszté lancon, csak annyi dolgunk lesz, hogy sorban
végiglatogassuk a klézok haromszogeinek sarokesicsait ugy, hogy ha egy haromszoghben egy
(vagy két) XOR gadget ,kimaradt” (mert a nekik megfelel6 literdl értéke hamis), akkor
azon az egy vagy két élen a kimaradt XOR gadgetek csiicsain keresztiil vezetjiik az utat,
a tobbin pedig a behuzott kozvetlen éleket hasznaljuk. Ekkor az 6sszes cstcsot sikertil
végiglatogassuk az utunkkal. Végil az utolsé kloz literaljaibol elhiizunk egy 1j cstcsba
éleket, és abbdl az 1j t csicsba egy élt (és az értékvalaszto lanc els6 csucesat kinevezziik
s-nek), igy hogy az ut tényleg Hamilton-ut lehessen, csak ezen az ttvonalon haladhat.

A konstrukci6é miatt vilagos, hogy a generdlt grafban pontosan akkor lesz Hamilton-ut, ha
az eredeti formula kielégitheto volt.

“Note: a Papadimitriou-konyv magyar forditasaban ez a gadget hibasan van lerajzolva.

Mivel pedig lattunk mar egy HAMILTON-UT < Tsp(E) visszavezetést, ezért:

A Tsp(FE) probléma is NP-teljes.

A kovetkezd NP-teljes problémankat is ismerjilk mar:

A 3 — SzINEZES probléma is NP-teljes.

—

({ Bizonyitas

~
Ismét a 3SAT problémat fogjuk visszavezetni erre.
Legyen egy ¢ CNF-iink, melyben az x1, x,, . .., x, valtozdk fordulnak el6. Ismét gadgetek-
bol pakoljuk 6ssze a 3-szinezend6 grafunkat. Az értékvialaszto rész ezuttal igy néz ki:
G@® R
\B
1 ././ \ln\.
Figyelem: itt az R, G és B nem szinek, csak a csicsok nevei!l Mindenesetre az biztos,
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hogy az R, G és B csicsok a graf egy helyes 3-szinezésében kiilonb6z6 szint fognak kapni.
Nevezhetjiik ezeket a szineket rendre piros, zold és kék szineknek.

Ekkor, mivel a literalokkal cimkézett csiicsok mindegyike szomszédos B-vel, igy ezeket
pirosra vagy zoldre kell szinezziik; mivel x; és —x; szomszédosak, igy egyikiiket pirosra,
masikukat zoldre kell szinezniink. Maéris 6sszeallt egy értékadas szinkddoldsa: a csicsok
egy szinezése egyértelmiien megfeleltetheté annak az értékadasnak, amely a zoldre szinezett
literalokat allitja igazra (a pirosakat pedig hamisra).

Az {0y, 0y, U5} klozhoz tarsitott gadgetiink pedig a kovetkezé:

61 62 gd
I I
G L L L L I

Azaz: felvesziink hat 10 csicsot, és ezeket a fenti ,mintanak” megfeleléen kotjiik hozza az
U1, Uy, U3, G és R cstucsokhoz.

Tudjuk, hogy egy helyes 3-szinezésben G szine zold, R szine piros kell legyen, tovabba ¢1,
Uy és I3 mindegyikének pirosnak vagy zoldnek kell lennie.

Ha mindharom literal-cstcs piros, akkor ezt a szinezést nem lehet helyes 3-szinezésre ki-
terjeszteni: mindegyik literal ,alatti” csiics G-vel (z0ld) és a f6lotte levéd literdllal (piros)
Ossze van kotve, igy mindegyik kék kell legyen. Csakhogy ekkor a G-R vonalon 1év6 ha-
rom cstcsnak balrél jobbra rendre pirosnak (mert balra zold, folil kék szomszédja van),
zoldnek (mert balra piros, foliil kék szomszédja van) kell lennie, igy az utolsé csiicsnak van
mindharom szinbol szomszédja.

Ha viszont van zold literalcsics, akkor megtehetjiik azt, hogy az els6 zold literal szomszéd-
jat pirosra allitjuk, az alatti csticsot kékre, a tobbi literdl-szomszédot szintén kékre és az
also sor maradék csucsait alternalva piros-zolddel szinezziik:

b 3 3 b £ 3 [ [ s
® [ ]
(;b%%—‘n G %04. R G .A—‘ R

Tehat a kapott graf pontosan akkor lesz 3-szinezhetd, ha az eredeti formulank kielégitheto

L volt. y,

A szinezési problémak variansairol:

A Allitas \

e A 2—SziNEZES probléma P-ben van (hiszen ha valakinek rogzitjiik a szinét, a szom-
szédjai , kényszeritve” lesznek, igy egy egész komponenst egyszerre kiszineziink, vagy
titkozés all eld);

e A k — SzINEZES probléma tetszbleges rogzitett k& > 3-ra NP-teljes (1d. gyakorlat);

e Sikbarajzolhaté grafok mindig 4-szinezhetéek (ez a négyszintétel);

L e Sikbarajzolhaté grafok 3-szinezhetésége NP-teljes.
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12. NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

Tudjuk, hogy a PAROSITAS probléma, melyet a kovetkez6 moddon is definidlhatunk, P-
beli:

A Definici6: PAROSITAS )
Input: két egyforma méretli (mondjuk diszjunkt) halmaz, A és B, és egy R C A X B
relacio.

\

Output: van-e olyan M C R részhalmaza a megengedett paroknak, melyben minden
A U B-beli elem pontosan egyszer van fedve?

J

A probléma népszeri formaja, mikor az A halmazban vannak a lanyok, a B halmazban a fiuk,
és az a € A lany és b € B fiu kozt akkor all fenn az R relacio, ha hajlandbak egymassal tdancolni
— a kérdés pedig az, hogy ennek a relaciénak megfeleléen parokba lehet-e osztani ¢ket.

A HARMASITAS probléma ennek a hdromdimenzids esete, amikor is ingatlanokkal béviil a
feltételrendszer:

A Definici6: HARMASITAS } \

Input: hirom egyforma méretii (mondjuk diszjunkt) halmaz, A, B és C, és egy R C
A x B x C relacié.

Output: van-e olyan M C R részhalmaza a megengedett harmasoknak, melyben minden
L AU B U C-beli elem pontosan egyszer van fedve?

J

Ennek a problémanak az el6zével analog megfogalmazasa, mikor az A halmazban a lanyok, B-
ben a fitk, C-ben pedig a hdzak vannak, és egy (a, b, ¢) hdrmas akkor van R-ben, ha az a lany
hajlando6 a b fiival a ¢ hazban tancolni. A kérdés pedig, hogy ennek a relaciénak megfelelGen
be lehet-e osztani parokba 6ket és elhelyezni egy-egy hazban.

Az ingatlanok itt is novelik a probléma bonyolultsagat:

A Allitas \

kA HARMASITAS probléma is NP-teljes.

({ Bizonyitas ; ~

Visszavezetjitk a 3SATot (surprise) a HARMASITASTa.

Ismét lesz egy értékvalaszto gadgetiink és egy kloz gadgetiink.
Induljunk ki a

po=(@VyV-z)A(-xV-yV-z)A(xV-yVz)
formulabol.
Minden valtozdhoz készitiink egy értékvalaszto gadgetet. Az x valtozdéhoz gy kapjuk meg
az értékvalasztot, hogy el6szor is x valtozd oOsszes elofordulaséat, ez legyen egy k szam,;
felvesziink k lanyt, k fiat, ,korbedllitjuk ¢ket” és a szomszédok kozé felvesziink egy-egy

hézat (Osszesen 2k hazat). A megengedett harmasok: eredetileg szomszédos lanyok és fitk
a kozéjiik es6 hazakba sorolhatoak.

Tehat pl. a fenti formulahoz az x valtozo értékvalasztd gadgetje: mivel haromszor szerepel

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szabolcs, SZTE) 65 2020. december 19.11:49:54



a valtozd a formuldban, harom lanyt (pirosak), hdrom fiat (kékek) és hat hézat vesziink
fel:

A megengedett harmasok bekarikazva szerepelnek.

Amiért ez értékvalaszto gadget lesz: ezeket a lanyokat és fiikkat nem fogjuk késobb szere-
peltetni egyetlen tovabbi harmasban sem. Tehat 6ket 6sszesen az alabbi két moédon lehet

== o
5 10

Ha a 2k hazat felcimkézziik a képeknek megfelel6 modon felvaltva az x ill. —z literalokkal,
azt kapjuk, hogy a bal oldali elrendezésben k darab z cimkéjii haz marad szabadon (ez

felel meg az x = 1 értékadasnak), a jobb oldaliban pedig k darab —z cimkéji hdz marad
szabadon (ez pedig az x = 0 értékaddsnak).

Az értékvalaszté gadgetekkel kész vagyunk, nézziik most a kléz gadgeteket: egy (¢1V oV {3)
klozhoz felvesziink egy 1j lanyt és egy 1j fitut, akik csak egymassal hajlanddak tancolni,
mégpedig vagy egy {1, vagy egy o, vagy egy (5 cimkéjii hdzban. Ugy osztjuk ki a megfeleld
hazakat, hogy egy hazat csak egy klozhoz vesziink fel. Tehat ebben az esetben:

Egyelére ott tartunk, hogy az eddig konstrualt parokat pontosan akkor lehet elosztani a
hazakba, ha az input formulanak van kielégito értékadasa, mégpedig: ekkor az értékvalasz-
t6 gadgeteket a megfelel6 médon osztjuk ki (szabadon hagyva az igaz értékii literal hézait
a gadgetban), és minden klézhoz készitett part egy ,igaz” értékii hazba sorolunk be. Az
értékvalaszto gadgetek mérete miatt ezt meg tudjuk tenni, mert minden hazt legfeljebb
egy klézhoz tarsitottunk.

Ebben a példaban pl. az x =1, y = 0, z = 0 értékadés kielégito, pl. az elsé klézban x-et,
a masodikban y-t, a harmadikban megint z-et teszi igazza (t6bbek kozt), az ehhez tartozo
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harmasités:

O o
oS ‘o e

Mar csak annyi hibadzik a konstrukcioban, hogy a lanyok-fitik-hazak halmazok nem egy-
forma méretiiek: hazbdl tobb van és igy néhany haz kimarad. Viszont pontosan tudjuk,
hogy hény haz marad ki (a konstrukcié kézben meg tudjuk szdmolni a generdlt lany-fit
parok szamat, és a hazakét is, valami konstans hézzal lesz tobb). Ezt ugy oldjuk meg,
hogy ha t darab hazzal van tobb, akkor még t lany-fia part felvesziink, akik csak egymas-
sal hajlandék tancolni, de azt barmelyik hazban; ha a tobbieket el tudjuk rendezni, akkor
a kimaradé hazakat veliik toltjiik fel.

Ebben a konkrét példaban pl. hat hazzal van tobb, mint parossal, tehat hat parost vesziink
fel, akiket minden hézzal relaciéba hozunk. Egy konkrét megoldas ebben az esetben:

() ()
Do A

\ J

A HARMASITASsal kozeli rokon a kovetkezd harom probléma:

Definicié: PONTOS LEFEDES HARMASOKKAL]

Input: egy U 3m-elemili halmaz és haromelemii részhalmazainak egy Si,...,S, C U
rendszere.

Output: Van-e az S;-k kozt m, amiknek uniéja U?

Definicié: HALMAZLEFEDES)

Input: egy U halmaz, részhalmazainak egy S, ..., S, C U rendszere és egy K szam.
Output: Van-e az S;-k kozt K darab, amiknek unidja U?
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Definicio: HALMAZPAKOLAS]

Input: egy U halmaz, részhalmazainak egy Si,...,S, C U rendszere és egy K szam.

Output: Van-e az S;-k kozt K darab paronként diszjunkt?

A PoNTOS LEFEDES HARMASOKKAL, a HALMAZLEFEDES és a HALMAZPAKOLAS is NP-
teljesek.

({ Bizonyitas ~N

e A HARMASITAS < PONTOS LEFEDES HARMASOKKAL visszavezetés: legyen U =
AU B UC (tehat a lanyok, fitk és hazak mindosszesen) és {a,b,c} akkor legyen
megengedett részhalmaz, ha (a,b,c) € R megengedett hdrmas. Nyilvan a kérdés
ugyanaz, mint a HARMASITAS esetében volt, ez egy 4ltaldnosabb probléma, mint a
HARMASITAS.

e A PoNTOS LEFEDES HARMASOKKAL < HALMAZLEFEDES visszavezetés: készitsiik
el az (U, S1,...,5), |[U| = 3m inputbdl az (U, Sy, ..., S,, K = m) inputot. A kérdés

ugyanaz: m darab olyan S;-t kerestink, melyek unidja U.

e A PoNTOS LEFEDES HARMASOKKAL < HALMAZPAKOLAS visszavezetés: ugyanez
jo. Nyilvan pontosan akkor tudunk talalni m darab 3-elemii halmazt, melyek unidja
az U, 3m-elemil halmaz, ha ezeknek metszete paronként iires (mert ha nemires,
akkor az unidjuk kisebb lesz; ha pedig tires, akkor unidjuk pont 3m-elemi, tehat

ekkor ki kell adja az egész U-t).
\ J

A kovetkezd problémank mar ,szamokrol” szol:

.y o) P oo <)
([Deﬁmclo: EGEszZ ERTEKG PROGRAMOZAS | N

Input: egy Ax < b egyenlotlenség-rendszer, A-ban és b-ben egész szamok szerepelnek.

L Output: van-e egész koordinataju x vektor, mely kielégiti az egyenlotlenségeket?

A Allitas |

| Az Ecksz ERTEKG PROGRAMOZAS egy NP-nehéz probléma.

f{ Bizonyitas ; ~

Visszavezetjik rd a (surprise) 3SATot. Legyen ¢ egy CNF, a példdban a szokasos

p=(xVyV-2z)A(-zV-oyV-z)AxV-yVz).

Ekkor minden logikai valtozohoz rendeliink egy egészértékii valtozot.

Most az értékvalasztd gadget konnyl: minden z valtozohoz felvesziink egy 0 < x < 1
feltételt. Ez épp azt jelenti, hogy x vagy 0, vagy 1; a szandék az, hogy 0 jelentse a hamis
értéket, 1 pedig az igazat.

Ekkor az 1 — x (linedris!) kifejezés pont —z értékét fogja visszaadni.
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Egy (€1 V €y V €3) klézhoz pedig rendeljik az €1 + ¢y + ¢35 > 1 egyenlStlenséget. Nyilvan
egy adott értékadas mellett ez a fenti 6sszeg minden klozra kiadja a klozbeli igaz értéki
literalok szamat, és akkor lesz igaz a kloz, ha legalabb egy ilyen literal van. Tehat a
visszavezetés tartja a valaszt és nyilvan polinomideji.

A példara a kovetkezd egyenlotlenségeket kapjuk:

0<2,y,2<1
r+y+1l—-—22>1
l-z+1-y+1—-22>1
r+1l—-—y+22>1

Amit ha atrendezunk:

z<1
—x <0
—y <0
—2<0
-z —y+2<0
r+y+z2<2
—zrz+y—2<0

y<l1

és ennek pl. az x =y = 1, z = 0 ugyanigy megoldasa, ahogy kielégito értékelése is p-nek. )

Az EGEsz ERTEKG PROGRAMOZASIO] azt nehéz bebizonyitani, hogy NP-beli is (mert elsére
nem viladgos, hogy ha van megoldas, akkor van-e polinom méretii tant-e), de NP-beli is,
tehat NP-teljes.

A kovetkez6 probléméra algdbdl tanitunk dinamikus programozasos megold6 algorit-
must:

I)eﬁnﬂﬁé:I{ESZLETésSZEG]

Input: pozitiv egészek egy aq, ..., a; sorozata és egy K célszam.

Output: van-e ezeknek egy olyan részhalmaza, melynek Osszege épp K7

Annak ellenére, hogy tanitunk ra algoritmust:

Allitas
A RESZLETOSSZEG probléma is NP-teljes. )

({ Bizonyitas ~N

Visszavezetjitk a probléméra a 3SATot (duh).

A példaformulank:

p=(xVyV-z)A(~zV-oyV-oz)AxV-yVz).
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Nagy szamokat fogunk 1étrehozni: ha n kléz van és m valtozo, akkor n+m-jegyli szamokat
hozunk létre (legyen mondjuk a szamrendszeriink, amiben dolgozunk, a négyes szamrend-
szer).

Viszont a visszavezetésben ezeket a szamokat csak kiirnunk kell, az a hosszukkal aranyos,
nem az értékiikkel, igy lehet a visszavezetés polinomidejii.

A létrehozott szamok elsé m jegye a valtozok , helyiértékei”, a hatsé n jegy pedig a klozok
Hhelyiértékei” lesznek.

Minden z;, i = 1,...,m véltozéhoz létrehozunk egy t; (igaz) és egy f; (hamis) szamot, ez
a par most egyszerre lesz értékvalaszto és klozkiértékel6 gadget a kovetkezoképpen:

e t;-ben és f;-ben is az els6 m helyiértéken pontosan az i. helyen van 1-es, a tobbin 0;

e a hatsé n helyiérték koziil a j. akkor l-es t;-ben, ha z; (pozitivan) szerepel a j.
kl6zban;

e a hétsé n helyiérték kozil a j. akkor 1-es f;-ben, ha —x; (negativan) szerepel a j.
klézban;

e cgyébként a helyiérték 0.

Tehat erre a példara:

t, = 100101
£ = 100010
ty = 010100
£, = 010011
t5 = 001001
£y = 001110

A K célszamot pedig az 111333 szamra allitjuk be, tehat altalaban arra, melynek az els6
m helyiértékén 1-es, a hazt6é n helyiértékén pedig 3-as szerepel.

Vegyiik észre, hogy mivel 3SATrél beszéliink, a klézok helyiértékein egy oszlopban legfel-
jebb 3 helyen szerepelhet 1-es; a valtozok helyiértékein pedig minden oszlopban pontosan
2 helyen szerepel 1-es. Emiatt nincs maradékatlépés, ezért vagyunk 4-es szamrendszerben.

Ahhoz tehat, hogy az els6 m helyiértéken csupa 1-est kapjunk, ¢; és f; koziil is pont az
egyiket, ty és fo kozil is, sth. Ez felel meg egy értékadas kédolasanak: ha t;-t valasztottuk,
akkor z; = 1, ha pedig f;-t, akkor x; = 0.

Ekkor egy kléz helyiértékén az Osszeg épp a benne szerepl6 igaz értéki literalok szama lesz.
Példaul az x = y = 1, z = 0 értékadasnak megfelel6 t; + t5 + f3 = 111312 lesz. Tehat: ha
az értékadas kielégito, akkor a hatso helyiértékek mindegyike 1, 2 vagy 3; ha nem kielégito,
akkor pedig van koztiik 0.

Ahhoz, hogy az els6 esetben lehessen ezt csupa 3-asra felbéviteni, hozzavesziink minden
1 =1,...,n kléz-indexhez egy a; és egy b; értéket, mindkettd az a szam, melynek a hatsé
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n kozil az i. helyiértékén 1-es van, most tehat a teljes generalt példanyunk:

t; = 100101 a; = 000100
f1 = 100010 b, = 000100
ty = 010100 ay = 000010
J2 = 010011 by = 000010
t3 = 001001 az = 000001
f3=1001110 bs = 000001
K =111333.

Tehat pl. ebben az esetben az x = y = 1, z = 0 kielégitd értékadashoz kapcsolhato
megoldés a t; + to + f3 4+ as + by + az = 111333 Osszeg lesz. Altaléban, ha az 7. klézban 1
pozitiv literdl van, akkor a halmazba bevessziik a;-t és b;-t is; ha ketts, akkor (mondjuk)
a;-t, ha pedig 3, akkor egyiket sem, igy egy kielégito értékadasbdl ki lehet kombinalni
pontosan a célosszeget. Ha viszont van olyan kloz-helyiérték, mely O-ra 6sszegzodik, azt
nem tudjuk 3-ra feltorndszni, mert csak két elem, a; és b; all rendelkezésiinkre, melyek
megnovelik ezt a helyiértéket, tehat legfeljebb 2-re tudjuk felemelni.

(Annak ellenére, hogy igy mar a klozok helyiértékein Gsszesen 5 darab 1-es is allhat, to-
vabbra sem lesz maradékatlépés egy megoldasban, hiszen hogy 3 legyen az Osszeg, 4-es
szamrendszerben ahhoz 7 kellene legyen az 0sszeg, ami nem lesz 5 darab egyesbol. Tehat
a megoldas ugy allhat csak eld, hogy minden helyiértéken tényleg a pontosa 6sszeg jon ki.)

(Persze 4-es szamrendszer helyett lehet hasznalni kettest is, értelemszeri médon atirva a
helyiértékeket. A teljes output hossza ugy is csak O((n + m)?), négyzetes lesz a formula

méretében.)
. J

A RESZLETOSSZEG probléma akkor is nehéz marad, ha konkrétan azt kérdezziik, hogy az dsszeg
fele eléall-e:

Definicio: PARTiCI()] ~
Input: pozitiv egészek egy aq, ..., ax sorozata.
k .
Output: van-e ezeknek egy olyan részhalmaza, melynek 6sszege épp Z%a? )
Allitas N

A PARTiCIO probléma is NP-teljes.

({ Bizonyitas \

Visszavezetjiik ra a RESZLETOSSZEG problémat.

Legyen adott az ay, ..., ay részletosszeg-input a K célszammal és legyen N = Y% a; az
elemek Osszege. (Feltehetd, hogy 0 < K < N.)

Vegytink fel két j elemet, b = 2N — K és ¢ = N + K. Ekkor az (aq,...,a,b,c) sorozat
Osszege N+2N — K+ N+ K = 4N, ennek fele 2N. Azt allitjuk, hogy ez egy visszavezetés
RESZLETOSSZEGrSl PARTICIOTA.

Ha a K 0Osszeg el6all az eredeti problémaban, akkor még ehhez a halmazhoz hozzavéve a
2N — K elemet egy 2N 0sszegli halmazt kapunk, igy ,igen” példanybdl igen” példanyt
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készitink.

Ha pedig a generalt példanyban el6allithato a 2N mint 0sszeg, akkor ehhez vagy b-t, vagy
c-t fel kell hasznéljuk (mert a tobbi elem Osszege egytitt is csak N). Tovabba mindkettét
nem hasznalhatjuk fel, mert b és ¢ 0sszege mar 3N, tobb, mint a teljes Gsszeg fele. Tehat
ha az elemek 6sszegét meg lehet felezni, akkor az egyik félben b, a masik félben ¢ szerepel.
Amelyikben b szerepel, abban a 2N 6sszeghez az kell, hogy az eredeti a; elemek egy olyan
részhalmazat tegytlik b mellé, melynek 6sszege épp K, igy ha ,igen” példanyt készitettiink,

L akkor ,igen” példanybdl is indultunk. )

A kovetkezd problémét szintén ismerhetjiik algarol:

A Definicié: HATIZSAK ) ~

Input: ¢ darab targy, mindegyiknek egy w; stlya és egy ¢; értéke, egy W Osszkapacitas és

egy C' célérték.

Output: Van-e a targyaknak olyan részhalmaza, melynek osszstlya legfeljebb W, 6sszér-
L téke pedig legalabb C7

J

Annak ellenére, hogy erre is tanulunk dinamikus algoritmust, igaz, hogy

A HATIZSAK probléma NP-teljes. J

fi Bizonyitas ~

Visszavezetjik ra a RESZLETOSSZEG problémat.

Ha a RESZLETOSSZEG inputja az aq, . . ., a, szdmsorozat és a K célszam, akkor generaljuk
beldle a kovetkez6 HATIZSAK példanyt:

e n targyunk van;

e az i. targy silya és értéke is w; = ¢; = a;;

e a kapacitas is és a célérték is W = (C' = K.
Ekkor tetszéleges I C {1,...,n} részhalmazra a targyak osszstlya is, osszértéke is > ;¢ a;.
Ha ennek W = C' = K egyszerre also és felsé korlatja is, az csak ugy lehet, ha > ;c;a; = K,

tehat ennek a hatizsak probléméanak egy részhalmaz pontosan akkor megoldasa, ha az
eredeti részletosszeg problémanak is az volt.

J

13. Pszeudopolinomialis algoritmusok, eros és gyenge NP-teljesség

Az el6z0 fejezet végén lathattunk olyan NP-teljes problémakat, melyekre ismertink dinamikus
programozasbol algoritmust is. Ilyen példaul a HATIZSAK probléma, melyre a kovetkezd két
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rekurzié barmelyike megfelelo:

0 hav1=0
Cli,w] :== ¢ C[i — 1,w] ha w < w;
max{C[i — 1,w], ¢; + Cli — 1,w —w;]} egyébként

(itt C[i, w] annak a részproblémanak a maximaélis haszna, melyben csak az els6 i targyat hasz-
nalhatjuk és a hatizsdkunk mérete w) vagy

0 hae¢ <0
Wi, c] := 4 oo hac>0¢és1=0
min{W{[i —1,c], w; + W[i —1,c—¢]} egyébként

(itt pedig Wi, ¢] az a minimalis hatizsak-méret, mely mar elegendé ¢ haszon szerzésére, ha csak
az els6 i targyat hasznaljuk fel).

Az els6 esetben a sziikséges idoigény N - W, a masodikban pedig N - C, ha az input a
(wy,¢1), ..., (wN,cn), W, C sorozat. Ez azonban nem polinom az input méretéhez képest!

s s e s

N N
n:Zlogwi+210g0i+log0+logl/[/,

=1 =1

amihez képest az N - W exponencialis is lehet (pl. ha a héatizsik mérete, a célérték, és a
targyak stlyai és értékei is egy-egy N-bites szdimmal irhatéak le, akkor az input mérete ©(N?)
bitnyi, a fenti két algoritmus pedig ©(N - 2V) idében tolti ki a tdblazatot).

Azonban ha a szamok értéke nem ilyen ,extrém nagy”, akkor ezek az algoritmusok joggal
mondhatbak mégis hatékonynak: pl. ha a targyak mérete (vagy értéke) korldtozhatd egy po-
linommal (mondjuk minden targy n® méretii legfeljebb, ahol n a targyak szédma), akkor maris
van egy polinomidejli algoritmusunk, mert az algoritmus a bejovo szamok osszértékének flige-
vényében polinomialis volt. Nem minden NP-teljes problémanél ez a helyzet, igy pl. a TSp(F)
probléma NP-teljességére ha visszagondolunk, a HAMILTON-UT < Tsp(E) visszavezetésnél
a generalt Tsp példanyban minden tavolsag 1 volt vagy 2 — ott tehat még az se segitett, ha
minden bejové ,szam” (élsily) értéke egy konstanssal volt korlatozhato.

Ennek a két esetnek a megkiilonboztetése, hogy ,,mennyire” NP-teljes egy probléma, gyakor-
lati szempontbol is motivalt, és ez vezet el az erds és a gyenge NP-teljesség fogalméahoz, a
pszeudopolinomialis algoritmusokon keresztiil.

Definici6é: Pszeudopolinomialis algoritmus}

Egy A algoritmus pszeudopolinomialis, ha van olyan ¢ konstans, melyre az aq,...,ay
inputon A futasideje O((Zf\il ai>c>.

Tehat ha a futasidé a bejovo szamok mérete helyett azok értékének egy polinomjaval korla-
tozhato, akkor pszeudopolinomialis.

Definici6é: Gyenge NP—teljesség]

Egy NP-teljes probléma gyengén NP-teljes, ha van 6t eldonté pszeudopolinomiélis al-
goritmus.
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\ J

Példaul a HATIZSAK, RESZLETOSSZEG és PARTICIO NP-teljes problémdakra van pszeudopoli-
nomialis algoritmus (mivel a HATIZSAK a legaltaldanosabb koziiliik, {gy az arra adott algoritmus
jo lesz a masik kettore is), igy 6k gyengén NP-teljes problémak.

A gyenge NP-teljességet ellenpontozni az ,er6s” NP-teljességgel szeretnénk, de nem mondhat-
juk azt, hogy akkor legyen erésen NP-teljes egy probléma, ha ,nincs” ra pszeudopolinomidlis
algoritmus, mert az NP-teljes problémakrél azt se tudjuk bizonyitani, hogy nincs rajuk po-
linomidej algoritmus. Ehelyett az input unaris abrazolasan keresztiil definialjuk az erds
NP-teljességet:

({Deﬁniciéz Eros NP-teljesség} ~N

Egy A NP-teljes probléma er6sen NP-teljes, ha unaris szamabrézolas mellett is NP-
teljes marad, vagyis ha minden B € NP probléméara van olyan f polinomideji visszave-
zetés, mely

e A inputjaibél B inputjait késziti unaris abrazolasban

e vagyis A-nak egy I inputjabél egy f(I) = 19,1, ..., 1% sorozatot készit (tehdt: ay
darab 1-es, vesszd, as darab l-es, stb, a; darab 1-es)

e Ugy, hogy tartja a valaszt, azaz I az A-nak pontosan akkor .igen” példanya, ha

ai,...,a;) a B-nek igen” példanya.
L (a1 k) gen” példdny. )

Példaul a SAT egy erésen NP-teljes probléma: a Cook-tétel bizonyitasaban szereplé konstruk-
ciot atalakithatjuk tgy is, hogy egy x,, valtozo kiirdsa helyett x1m-et irjon ki minden lépésben,
maris unaris szamabrazolasban késziil az output és mivel csak polinom sokféle valtozét hasz-
nalunk, igy ez a kiirds is csak polinomideig tart (bar persze nagyobb fokszdmu polinom lesz ez
igy, mintha a valtozék indexeit binarisan frnank ki).

A SATrol visszavezetéssel ami 3SATot és a szamokat nem is tartalmazo grafelméleti problé-
makat: HAMILTON-KOR, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ, KLIKK, stb. kaptunk, azok is mind
er6sen NP-teljes problémdk. (Technikailag a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ és tarsai, melyben
egy K célszam is része az inputnak, tartalmaz szamot, de ennek a célszamnak az értéke mindig
legfeljebb NV, a cstcsok szama, igy K darab 1-es kiirdsa még megoldhaté polinomid6ben).

Mivel a HAMILTON-UT < TsP(E) visszavezetésben a generalt tévolsdgmatrix minden celldja-
ban vagy 1l-es, vagy 2-es szerepelt, igy 2-es helyett 11-et irva ugyanez a visszavezetés legfeljebb
kétszer addig tart (tehat polinom marad) és igy a TSpP(E) is erésen NP-teljes.

Viszont pl. a 3SAT < RESZLETOSSZEG visszavezetésnél O(n)-jegyti szamokat allitottunk eld!
Ha ezeket undrisan szeretnénk kifrni a visszavezetés soran, akkor az Q(2") 1épésig tartana, tehat
gy a visszavezetés nem lesz polinomidejii. Altaldban egy probléma erés NP-teljességének
megmutatasahoz azt kell tenniink, hogy egy NP-teljes problémat visszavezetiink ra ugy, hogy
unaris abrazolasban generaljuk az inputjat.

Nem véletlen, hogy pont a RESZLETOSSZEG problémérdl nem latjuk igy, hogy erésen NP-teljes
lenne:

Ha egy erosen NP-teljes problémara van pszeudopolinomialis algoritmus, akkor P = NP.]
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({ Bizonyitas ~

Legyen A egy ilyen probléma. Tetsz6leges B € NP problémara akkor a kovetkezot tegytik,
ha B-nek egy I inputjat kapjuk kérdésnek:

o Készitsiik el az f(I) = 1%, ..., 1% szamsorozatot, amit a B problémanak az A prob-
léma unaris valtozatara valo visszavezetéssel kapunk. Ezt polinomidében megkapjuk,
mert a visszavezetés hatékony kell legyen. Tehat ha |I| = n, akkor % | a; = O(n®)
valamilyen ¢ konstansra (mert polinomidé alatt csak polinom méretii outputot tu-
dunk generalni).

e Hogy az A probléménak ,formailag helyes” inputjat kapjuk, ebbdl a szamsorozatbol
készitstk el az (ay, ..., a) szdmsorozatot bindrisan kddolva. (Ezt O(|f(1)]) = O(n°)
id6ben szintén megtehetjik, csak szamlalokat kell névelni minden 1-es olvasédsakor.)

e Ezen a ,tomoritett” inputon futtassuk az A-t megoldd pszeudopolinomidlis algorit-
d
must. Ennek futasideje O ((Zle ai) ) valamilyen d konstansra, azaz O(n®), szintén

polinom.

Ez az algoritmus nyilvan megoldja a B problémat és a teljes idokorlatja polinomidlis, vagyis
P =NP.

J

(Persze ekkor nem csak pszeudopolinomidlis, de polinomidlis algoritmus is van minden NP-beli
problémara.)

Ez azt is jelenti, hogy ha P # NP, akkor egy NP-teljes probléma egyszerre nem lehet ,erésen”
és ,gyengén” is NP-teljes, ebbol a szempontbdl tehat jok a definicidk.

14. Approximacié

Egy pszeudopolinomidlis algoritmust felfoghatunk gy, mint egy médot arra, hogy ,kezeljiink”
egy NP-teljes problémat: bizonyos feltételek mellett mégiscsak hatékonyan megoldhaték egyes
példanyai.

Egy masik lehetséges megkozelités az, ha megengedjiik azt, hogy a megoldd algoritmusunk
tévedjen. Ezt, hogy ,mekkora tévedés fér bele”, eldontési problémara nem igazan lehet jol
definidlni: azt az egy output bitet vagy nem szabad eltéveszteni (és akkor csak a teljesen pontos
megoldas az elfogadhatd), vagy el szabad (és akkor meg tkp barmilyen algoritmus , majdnem
megoldja” a kérdést). Ezért a kozelité algoritmusokat optimalizalasi problémékra fogjuk
definialni.

({Deﬁnicié: Optimalizalasi probléma] N\

Egy A problémat optimalizalasi problémanak neveziink, ha

e minden [ inputhoz tartozik lehetséges megoldasok (solutions) egy S(/) halmaza,
e minden s € S(I) megoldasnak van egy c(s) értéke, egy nemnegativ valds szam,

e az [ inputhoz pedig az elvart output a legkisebb (ekkor minimalizalasi a problé-

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szabolcs, SZTE) 75 2020. december 19.11:49:54



ma) vagy a legnagyobb (ekkor maximalizaldsi) értékli megoldas, azaz

A(l) = argmaxses(l)c(s) vagy A(I) = argminsesu)c(s).

Maximalizalasi problémandl az értéket haszonnak, minimalizalasinal pedig koltségnek is szoktak
nevezni.

Az eddig latottak koziil pl. optimalizalasi problémaként felfoghato:

e T'sp: megoldés a varosok egy tetszoleges sorrendje, koltsége az ilyen sorrendit korat ossz-
tavolsaga;

e KLIKK: megoldas egy olyan csticshalmaz, melyben a csticsok paronként szomszédosak, a
haszon a csucshalmaz mérete;

e LEFOGO CSUCSHALMAZ: megoldds egy lefogd csticshalmaz, koltsége a cstcshalmaz mé-
rete;

e HATIZSAK: megoldés a targyak egy olyan halmaza, mely belefér a hatizsakba, haszna az
Osszes hasznuk;

és még sok masik. Egy optimalizalasi problémabdl eddig is gy készitettiink ,eldontési valto-
zatot”, hogy kiegészitettiik az optimalizalasi problémat egy K célszammal és azt az eldontendo
kérdést tettiik fel, hogy igaz-e, hogy az optimum értéke legalabb/legfeljebb K. Nyilvan ha az
eldontési valtozat ,nehéz”, akkor az optimalizdlasi valtozat is az kell legyen (hiszen az eldontési
valtozatot mindig meg tudjuk gy oldani, hogy megoldjuk az optimalizalasi problémat, majd
az optimalis értéket Osszehasonlitjuk a K célszammal).

Masrészt, ha egy optimalizalasi probléma optimumjanak értéke az input méretének egy ex-
ponencialis fliggvénnyel korlatozhatd, mondjuk O<2”k) egy k konstansra, akkor binaris ke-
reséssel nF-szor kérdezve az eldontési valtozatot meg tudjuk hatdrozni az optimum értékét
(optimumhelyet persze nem mindig, ahhoz tovabbi feltételek kellenek a probléma megoldasa-
inak szerkezetérol). Tehat ha az eldontési valtozat konnyt, akkor az optimalizalasi valtozat is
konnyt, ha csak az értéket akarjuk kiszamitani és ha ez az érték ,nem no tul vadul”.

Ebben a fejezetben optimalizalasi problémékra fogunk nézni approximacios algoritmusokat,
melyek garantaltan polinomidében futnak minden inputra, de melyek nem feltétleniil adnak
optimalis értékit megoldést; azonban, azt garantalni tudjik, hogy az optimumtdl legfeljebb egy
konstans szorzoval rosszabbak.

([Deﬁniciéz Approximacios algoritmus] ~

Legyen A egy optimalizalasi probléma és o > 0 egy konstans. Azt mondjuk, hogy a B
algoritmus az A-ra egy a-approximacios algoritmus, ha

e BB polinomidejii,
e A-nak minden [ inputjira B(I) € S(I), azaz mindig egy megoldast ad vissza;

e ha egy [ inputra opt([/) jeloli az optimum értékét, akkor ennél B(I) értéke legfeljebb
a-szor rosszabb, vagyis:

— ha A minimalizalasi probléma, akkor ¢(B(I)) < o - opt([),
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L — ha A maximalizalasi probléma, akkor opt(I) < « - ¢(B(I)). )

Tehat pl. egy minimalizalasi probléméra egy 2-approximalé algoritmus olyan megoldast ad,
mely az optimumnal legfeljebb kétszer dragabb; egy 1.01-approximdlé pedig egy olyat, mely
legfeljebb 1@%—1{&1 dragabb. Egy maximalizalasi problémara adott 2-approximalé olyat, mely
az optimédlis haszon legaldbb felét eléri; egy 4/3-approximalé pedig legalabb az optimum 3/4-
é@. A fenti definiciokbdl nyilvan igaz, hogy a-approximalé algoritmus csak o > 1 értékekre
létezik (hiszen az optimumnél jobb értéket nem adhat egy algoritmus sem) és l-approximald
algoritmus pontosan a polinomidében megoldhat6 optimalizalasi problémakra l1étezik.

Az els approximdlé algoritmusunkat a CSUCSLEFEDES probléméara (pontosabban annak opti-
malizalasi valtozatara) adjuk:

4 )

—_

. Legyen X = ).

2. Ha G-ben mar nincs tobb él, adjuk vissza X-et.

3. Kiilonben vélasszuk ki G-nek egy tetszileges (u,v) élét.
4. Tegytik bele X-be u-t is és v-t is.

5. Toroljik ki G-bdl azokat az éleket, melyek akar u-ra, akar v-re illeszkednek és men-

jink vissza a 2. pontra.
. J

Nézziink egy példat: ha az input grafunk a kévetkezo:

Akkor az algoritmusunk egy lehetséges futdsa: els§ 1épésben mondjuk kivalasztjuk az (A, B)
élt, ekkor X = {A, B} lesz, toroljiikk az A-ra vagy B-re illeszked6 6sszes élt:

@

T

@

Ezutan kivdlasztjuk mondjuk a (C, F)) élt, X = {A, B, C, F'} és a grafunkbdl kitéroltiink minden
élt, igy visszaadjuk az aktualis X halmazt eredményként.

®
S)

Mivel mindig igaz, hogy az aktualis X halmazunk lefogja az eredeti grafbdl kitorolt éleket és
addig ismétliink, amig ki nem torliink minden élt, igy garantaltan egy lefogd csticshalmazt
kapunk. Az is igaz, hogy az algoritmus polinomidejti, hiszen legfeljebb feleannyiszor fut a
mag, mint ahdny csics van a grafban, ésszerli grafreprezentaciot (pl. éllistat) feltételezve az
élek torlése, egy él kivalasztasa polinomidoben megy.

23123 = 1 lol
2 Megjegyzés: nem egységes az irodalomban, hogy az o, a — 1 vagy az 1/a érték jelzi, amit mi a-nak frunk
itt.
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Az is igaz, hogy ez az algoritmus 2-approximalja a CSUCSLEFEDESt: ehhez azt kell mar csak
belatnunk, hogy legfeljebb kétszer annyi csticsot valaszt ki, mint amennyivel mar lefedhetéek
az élek.

Tegyiik fel, hogy az algoritmus 3. pontjaban kivalasztott élek az (uy,v1),..., (ux,vx) élek.
Mikor kivélasztjuk (u;,v;)-t, akkor sem u;, sem v; nem egyezhet meg egyik korabbi u;-vel vagy
vj-vel sem (hiszen az Gsszes ezekre illeszkedd élt mar toroltitk a grafbol), tehat ezek az élek egy
parositast (nem feltétlentl teljes parositast, de parositast) alkotnak az eredeti grafban.

Masfelél minden lefogd csticshalmazra igaz, hogy ezeket az éleket is lefogja, tehat minden i-re
vagy u;, vagy v; benne kell legyen minden lefogd csticshalmazban. Mivel 2k kiillonb6zé cstcsrol
beszéliink, igy az optimum legalabb k& méretii, az algoritmus altal visszaadott megoldas pedig
2k méretli, igy ez tényleg egy 2-approximalé algoritmus.

Az persze nem igaz, hogy minden optimalizdlasi probléméra lenne approximalé algoritmus
(kivéve, ha P = NP, mely esetben ugye az egész approximéldsnak nincs értelme, ha csak
bonyolultsagelméleti szempontbdl nézziik a kérdést és a polinomokat egyforma joénak tekint-
juk):

Allitas
A Tsp probléma nem kozelithet6: semmilyen o konstansra nincs a-approximald algorit-
mus, hacsaknem P = NP.

({ Bizonyitas ~N

Tegyiik fel, hogy egy A (polinomidejii) algoritmus a-approximélja a TSP problémat.
Ezt az A algoritmust arra fogjuk felhasznalni, hogy megoldjuk vele polinomidoben a
HAMILTON-KOR problémat. Mivel ez utébbi NP-teljes, igy azt kapjuk, hogy ekkor
P = NP.

Hogy a T'sp probléméat megoldd A algoritmust hasznélhassuk, eldszor is a HAMILTON-KOR
probléma inputjabdl, azaz egy G gratbdl elkészitjiik polinomidében a TSP probléma egy
inputjat, azaz egy tavolsagmatrixot.

Az étalakitas hasonlé lesz a HAMILTON-UT < TSpP(E) visszavezetésben latotthoz: a graf
csicsai lesznek a varosok, és az (u,v) par kozti tavolsig

1. 0, ha u = v;
2. 1, ha (u,v) él G-ben;

3. [N - al + 1 egyébként, ahol N a varosok szama.
Jelolje ezt a tavolsdgmatrixot Dg. Vegyiik észre a kovetkezoket:

e Ha G-ben van Hamilton-kér, akkor Dg-ben van N 6sszkoltségti koriat. (és ez az
optimalis).

e Ha G-ben nincs Hamilton-kor, akkor Dg-ben minden korut tartalmaz olyan 1épést,
amilyen él nincs G-ben, tehat ekkor minden korut kéltsége tobb, mint NV - a.

Mi torténik, ha ezt a Dg tavolsagmatrixot adjuk inputként az A algoritmusnak?
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e Ha G-ben van Hamilton-kor, akkor Dg-ben az optimalis korut hossza N. Mivel A
egy a-approximald algoritmus, ekkor a visszaadott korut koltsége legfeljebb « - N
lesz.

e Ha G-ben nincs Hamilton-kor, akkor pedig Dg-ben az optimalis koriat hossza tobb,
mint «- V. Mivel A egy megoldast ad vissza, igy a visszaadott korut koltsége is tobb
lesz, mint o - N.

Tehat: ha az input G grafbdl elkészitjiik a D¢ tavolsdgméatrixot, majd ezt adjuk inputként
az A algoritmusnak, végiil a visszaadott korut koltsége ha legfeljebb o - N, akkor igen”,
egyébként ,nem” valasszal joviink vissza, akkor megoldjuk a Hamilton-kor problémat, po-
linomidében, ekkor tehat P = NP.

J

Tehat magat a TSP problémat approximalni is nehéz. Azonban ilyenkor is kereshetiink olyan
specialis esetet, ami ugyan NP-nehéz, de legaldbb lehet approximalni. Egy ilyen specidlis
eset a kovetkezo:

Definicié: M ETRIKUS TSP]

Input: egy, a hAromszog-egyenlétlenséget teljesité D; ; tdvolsdgmatrix: minden 4, j, k-
ra Dm’ + Dj7k 2 D“ﬂ.

Output: egy miniméalis koltségii korut.

Erdemes észrevenni, hogy a HAMILTON-UT < TSp(F) visszavezetésben latott algoritmus konk-
rétan egy METRIKUS T'SP inputot készit, mert ha minden tavolsag 1 vagy 2, akkor a haromszog-
egyenlétlenség teljestl (j6 az 1,1,1, az 1,1,2, az 1,2,2 és a 2,2, 2, tdvolsdg-harmas is). Tehat
a METRIKUS TSP probléma még mindig NP-teljes, igy van értelme approximéld algoritmust
keresni hozza.

( A METRIKUS TSP problémara van 2-approximal6 algoritmus. )

Miel6tt ismertetnénk az algoritmust, emlékezziink vissza a feszit6fa fogalmara: egy G Osszefiig-
g0, élstulyozott grafnak egy feszitofaja egy olyan részgrafja, mely az Osszes csicsot tartalmazza
(tehéat csak éleket hagytunk el G-bél) és fa (tehat még mindig Gsszefiiggd, de barmely élét el-
hagyva mar szétesik). Egy minimalis feszit6fa pedig a graf feszit6fai koziil egy olyan, melynek
az éleinek Osszsulya minimélis.

Algabdl tanitjuk, hogy egy minimalis feszitofat polinomidében meg tudunk hatarozni pl. Prim
algoritmusaval. Ez a kovetkezo:
1. Vegyiink egy tetszolegesen valasztott csticsot, mondjuk 1-et és tegyiik bele az X halmazba.
Azaz: X ={1}.
2. Amig még van a grafnak olyan csticsa, mely nincs X-ben, addig
(a) Keresstink egy minimadlis silya olyan (u,v) élt, melyre u € X és v ¢ X.
(b) Vegyiik bele az (u,v) élt a feszitéfaba és a v csicsot az X halmazba.
Nyilvdn az algoritmus (ha a tédvolsigmdtrix elemei konstans idében lekérdezhetéek) O(n?) idé-

ben fut (értelmes reprezenticiéval, pl. egy vektorba szedve a nem X-beli csticsok X-t6l vald
tavolsdgat), tehat egy minimélis feszit6fa tényleg polinomidében elkészithetd.

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szaboles, SZTE) 79 2020. december 19.11:49:54


https://en.wikipedia.org/wiki/Prim's_algorithm
https://en.wikipedia.org/wiki/Prim's_algorithm

De mi koze is van egy feszitéfanak egy koruthoz? Nos, egy korutbdl elhagyva egy élt egy
utat kapunk, mely minden cstcson pontosan egyszer athalad, ami pedig tehat egy feszitofa.
Vagyis, minden koérutnal van kisebb Osszstlyu feszitofa, tehat a minimélis feszitéfa osszsilya az
legfeljebb annyi, mint a minimalis koraté.

Azt tudjuk tehat, hogy a feszitéfa élein kozlekedve bejarva a csicsokat nem jarhatunk tul
rosszul. Ha ezt tessziik (tehat elindulva a fa egy tetszileges csicsabdl és az éleken mondjuk egy
mélységi bejarast végezve), akkor minden élen pontosan kétszer haladunk at, egyszer ,oda”,
egyszer ,vissza”. Kozben minden csticsot legalabb egyszer érintiink. Az 0sszkoltsége ennek a
sétanak pedig kétszer annyi lesz, mint a feszit6faé, ami meg kisebb, mint az optimélis koruté,
tehat

mélységi bejarva a minimalis feszitéfat olyan korsétat kapunk, melynek koltsége az
optimalis koraténal legfeljebb kétszer tobb.

Amit eddig mondtunk, az minden tavolsagmatrixra miikkodik. A haromszog-egyenlotlenséget
akkor hasznéljuk, amikor ebbdl a korsétabdl (melyben egy cstics tobbszor is szerepelhet) korutat
készitiink: elhagyjuk a sétabol azokat a csicsokat, melyeket mér lattunk korabban. Koénnyen
meggondolhatd, hogy ezzel mindig egy tobblépéses utbdl készitiink egy egylépésest, ami a
haromszog-egyenlétlenség miatt nem lehet hosszabb, mint az eredeti tobblépéses volt, igy ezzel
az ismétlodés-elhagydassal nem valhat hosszabba a sétank, és az eredmény egy olyan korit lesz,
mely 2-approximalja az optimumot.

Gyakorlaton erre az algoritmusra nézlink részletes példat is; az alabbi abran lathato az algorit-
mus egy futasa:

Lathat6, hogy a kék bejaras, melyet az algoritmus szolgaltatott, biztos nem optimélis (mert
pl. vannak benne keresztezo élek — egy keresztezés a haromszog-egyenlétlenség miatt mindig
kivalthat6), de mar ez az ttvonal is legfeljebb kétszer annyi koltségii, mint az optimalis.

Ha még ezen az itvonalon tovabbi optimalizalas cimen sorra megsziintetjiik a keresztezddéseket:
ha az (A, B) és a (C, D) él keresztezi egymast, akkor vagy az (A, C) és (B, D), vagy az (A, D)
és (B, () élparokkal kicserélhetjitk; mindenképp rovidebb lesz az utvonal és a kettd koziil az
egyik tovabbra is kor lesz (a masik pedig két kor unidja), akkor a kovetkezdket kapjuk:
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(elészor a (0,0) — (10,8) és (7,0) — (6,9), majd a (6,9) — (4,10) és (3,10) — (10,9) élek ke-
resztez6dését sziintettiik meg.) Ez az eredmény mér ,jobban hasonlit” egy optimaélis koritra
és mivel egy legfeljebb 2-szer rosszabb korutbol kaptuk lokalis javitasokkal, igy ez is legfeljebb
2-szer rosszabb az optimumnaél.

Vizualisan persze egy ekkora inputra kénnyen taldlunk jobb megoldast, mint pl. ez is:

Az ardanyokrol annyit, hogy erre a példara az eredeti , keresztez6s” utvonal hossza kb. 43.937, a
keresztez6dések megsziintetése utan (ami szintén megy polinomidében) kapott titvonal hossza
kb. 41.374, a vizualis megoldasé pedig kb. 36.015.

A 2-approximdlé algoritmusnél egy jobb, 3/2-approximalé (bonyolultabban implementalhato)
algoritmus Christofides algoritmusa:

1. Hatarozzunk meg Prim algoritmusaval egy minimalis feszitofat.

2. A feszit6fanak a paratlan foku cstcsai kozott keressiink egy minimalis 6sszstlyt parositast.

3. A fa élei és a parositas élei egyiitt egy olyan grafot adnak, melyben minden cstcs foka
paros. Ennek a grafnak vegytk egy Euler-bejarasat (jarjuk be minden élét pontosan

egyszer).

4. Hagyjuk el a mar korabban latott csticsokat a korsétabol, hogy korutat kapjunk.

A gondolatmenet ugyanaz, mint korabban: a paratlan foku csiicsok kozti parositas osszsilya
legfeljebb az optimaélis korit koltségének a fele lesz, igy jon ki a 3/2-approximalas.

Ugyanebbdl a feszit6fabol kiindulva a feszitéfa fekete élei kozé kékkel behiizva a hat darab
paratlan foku cstcs kozti minimalis parositast:

Persze itt is fiigg az eredmény attél, hogy melyik csticsbdl inditjuk a bejarast (még ha maga a
korséta adott is, mint most, nyilvan korbemegyiink a hat csticsu kéron, és amikor a két kicsi
héromszoghoz ériink, bejarjuk azokat is): ha a bal alsé csicsbdl indulunk, gy a piros (37.988
hosszii), ha a jobb fels6bél, akkor a kék (38.236 hosszi) korutat kaphatjuk:
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A kovetkezd maximalizaldsi problémank a MAX2SAT.

({Deﬁnicié: MAax2 SAT]

Input. Egy olyan CNF, melyben minden kl6z pontosan két literalt tartalmaz, melyek
valtozoi (egy klézon belil) kiilonboznek.

N

Megoldas. Egy kiértékelés.

L A megoldas értéke. A kielégitett klozok szama. y

Tehat egy input formuldhoz olyan értékadast kerestink, ami egyszerre a lehetd legtobb klozt
kielégiti.

Dacara annak, hogy a 2SAT hatékonyan eldonthetd, ez a maximalizalasi probléma mégis NP-
teljes eldontési valtozattal rendelkezik:

A Allitas )

kA MAX2SAT(E) probléma NP-teljes.

(-| Bizonyitas N\

Emlékeztetaiil, az eldontési valtozatban a CNF-en kivil kapunk egy K célszamot is, és a
kérdés, hogy ki lehet-e egyszerre elégiteni K darab klozt.

Az NP-beliség vilagos: generalunk egy értékadast és leellenorizziik, hogy kielégit-e K
darab klézt, easy peasy. Az NP-nehézséghez visszavezetjiik a probléméra a (dobpergés)
3SATot. Klézonként végziink egy atirdst, egy ({1 V €y V £3) klozbdl a kévetkezd tiz klozt
gyartjuk le:

61 A 62 A 63 N x
N (GVE) N (GVE) A (VL)
/\(gl\/_\l'> VAN (62\/"1’) N (63\/_\%)

ahol x egy 1j valtoz6 (minden eredeti kl6zhoz egy-egy 1j z-et készitiink). Vegyiik az
01, s, U3 valtozok egy értékadasat.

1. Ha ¢; = ¢y = {3 = 1, akkor az x = 1 értékadassal kiegészitve hét kloz lesz igaz a
tizb6l. (Ha x = 0, akkor csak hat.)

2. Ha az (-ek koziil kett6 igaz, egy hamis, akkor az x nélkiili hat kl6zbdl négy lesz igaz,
illetve az utolsé harom klozbol még kettd, az Osszesen hat; az v = 1 ésaz . = 0
értékadas mellett is hetet tudunk kielégiteni osszesen.
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3. Ha az (-ek koziil egy igaz, ketté hamis, akkor a kozépso sor klézai igazak lesznek,
az harom; a fels6 sorbdl az egyik ¢; igaz, az mar négy; az alsé6 harom klézbol pedig
egy lesz mindenképp igaz, az eddig 6t. Ha x = 1-re allitjuk, akkor hat, ha pedig
x = O-ra, akkor hét klézt tudunk kielégiteni.

4. Ha pedig mind a harom ¢ hamis, akkor az elsé harom kléz hamis, a kozépsé harom
kléz pedig igaz, ez eddig harom. Ha z = 1, akkor négy, ha pedig x = 0, akkor is
csak hat kloz lesz egyszerre igaz.

Tehat, ha volt K darab klézunk az eredeti 3SAT inputban, akkor a generdlt formulaban
pontosan akkor tudunk 7K klozt egyszerre kielégiteni, ha az eredeti formulank kielégitheto.
(Hiszen tetszéleges értékadas mellett ha minden klézba keriil igaz literal, akkor 7 — 7,
Osszesen 7K kloz lehet igaz; ha pedig akar egybe is hamis, abbdl mar csak 6, a tobbiben
pedig legfeljebb 7, dsszesen kevesebb, mint 7K tehetd igazzd.)

Még annyi dolgunk van, hogy ezt a fenti konstrukciot atalakitsuk tgy, hogy klézonként
pontosan két kiilonbo6zo valtozdét tartalmazzon a formulank. A 3SAT persze ugy is NP-
teljes marad, ha megkoveteljiikk azt is, hogy egy klézon beliil harom kiilonbo6z6é valtozé
szerepeljen (14sd gyakorlat); az egységklozok mellé pedig egy 1j y valtozot bevezetve kapjuk
a kovetkezod formulat:

(Lvy) A (LVy) A (LsVy) A (xVy)
ANV =y) A (lV=y) A (YY) A (zV-y)
A (Levl) N (VL) A (6 VL)

AV —z) AN (LY —-x) A (I3 V—x)

Ezzel elérjiik, hogy a formuldnk a MAX2SAT inputjanak megfelel6 legyen, és vildgos, hogy
y varidlasaval vagy az elso, vagy a masodik sor klozait elégitjiik ki, a masik sor pedig a
korabbi verzid elso soraval lesz ekvivalens. Tehat, az igy generalt 14 klozbol egyszerre 11
lehet kielégitheto akkor, ha az ¢;-k kozt van igaz literal, és csak 10, ha nincs.

J

Azt kaptuk tehat, hogy mar az is NP-teljes, hogy az input (klézonként pontosan két kiillonb6z6
valtozot tartalmazo) formula klozainak —:-e kielégitheté-e. Mivel ﬁ ~ 0.7857, a kovetkezo

11
14
allitas taldn meglepd lehet?}

Egy MAX2SAT input klézainak 3/4-e mindig kielégithetd.

S6t, egy ennyi klozt kielégito értékadas polinomidoben konstrualhato is.

Marmost ha adunk egy olyan hatékony algoritmust, mely kielégiti a klozok 3/4-ét, az ga-
rantéltan egy 4/3-approximalé algoritmus lesz, hiszen ha K kl6z van az inputban, akkor a
maximalisan kielégithetok szama is legfeljebb K, tehat opt < K és ha legalabb X > %K klézt
kielégitiink, akkor igy opt < %X igaz lesz.

El6szor is vizsgaljuk meg, hogy egy teljesen random értékadés (melyben minden valtozé értékét
egymastdl fuggetleniil 1/2 — 1/2 valdszintiséggel allitjuk be O-ra ill. 1-re) varhaté értékben

ZShiszen ez valami olyasmit jelent, hogy a klézok 0.75 részét konnyti egyszerre kielégitei, de a nem sokkal tobb
0.7857-ed részét mar nehéz
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hany klozt elégit ki! Mivel a varhato érték additiv, ehhez csak annyit kell tenntink, hogy minden
klézra kiszamitjuk a kielégiilés valdszintiségét, és ezeket a valdszintiségeket Osszeadjuk.

Egy klézban két kiilonboz6 valtozd van, igy annak esélye, hogy mindkét literdl hamisra érté-
kel6dik ki, az 1/4 lesz, igy egy kléz 3/4 valoszintiséggel lesz igaz; tehdat ily mddon egy teljesen
uniform random értékadéssal is varhat6 értékben kielégitjitk a klozok 3/4-ét!

Vannak természetesen randomizalt bonyolultsagi osztalyok is, de ahelyett, hogy veliik foglal-
koznank, inkabb csokkentjiik a generalt véletlen bitek szamat ebben a fenti ,algoritmusban”,
amit Ugy is mondanak, hogy derandomizaljuk az algoritmust. Ebben az esetben elég ext-
rémen tudunk derandomizalni, mert nullara csokkentjik benne a véletlenbitek szamat, tehat
végiil egy determinisztikus algoritmusunk lesz.

A determinisztikus algoritmus vaza a kévetkez6. Legyenek x,zo, ..., x, a formulaban szerepld
valtozok.

e Sorban (determinisztikusan) értéket adunk a véltozdknak, az elsé iteraciéban zi-nek, a
masodikban xo-nek, stb.

e Amikor z;-nek adunk értéket, akkor kiszamoljuk z; = O-ra és x; = 1-re is azt, hogy ha a
hatralevo valtozoknak random adnank értéket, akkor varhato értékben hany kloz
elégiilne ki.

e A két szam kozil a nagyobbikat vélasztjuk (egyenléség esetén pl. az x; = 0-t.)

Figyeljiik meg, hogy kézben valéjaban nem generalunk véletlen biteket! Csak varhaté értéket
kell szamolnunk. Az pedig kénnyti:

e Ha egy klézban mar van egy lerogzitett 1 értékii literal, akkor a kléz 1 valészintiséggel
kielégtil.
e Ha nincs, de még van benne két rogzitetlen értékii literal, akkor 3/4 valészintiséggel.

e Ha nincs benne rogzitett 1-es, de még van benne egy rogzitetlen értékii literal, akkor 1/2
valészintiséggel.

e Ha pedig minden benne levo literdl mar beallt 0-ra, akkor 0 valdszintiséggel elégiil ki.
Ismét a varhato érték additivitasat hasznédlva kapjuk, hogy csak ezeket a szamokat kell 6ssze-
adjuk, és kijon az algoritmus 2. pontjaban kért varhato érték.

Nézziink erre egy példéﬂ Legyen a formulank a

(ﬁl‘l V $2) AN (1‘1 vV 273) N (11,‘1 vV _'1‘4) VAN (1‘2 V $3) N (1‘2 V _'1’4) VAN (_\1'3 V [L’4) VAN (Zlfg V _|£L'4) A (1’3 V 1'4).

e El6szor xq-et allitjuk be. Az z1 = 0 valasztas mellett az Osszstly 14+1/241/245-3/4, az
r1 = 1 valasztas mellett pedig 1/2+ 141+ 5-3/4, ezek koziil az 1 = 1 adta a nagyobb
értéket.

e Most az zo-t dlitjuk be. Az xo = 0 értékadds mellett az 6sszsily 0+1+1+1/2+1/2+3-3/4,
az ro = 1 értékadas mellett pedig 1 + 1+ 1+ 1+ 1+ 3-3/4, ismét az o = 1 adja a
nagyobb értéket.

26 A gyakorlaton ezt részletesebben litni fogjuk.
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o Az x3 =0 mellett az 6sszsuly 1 +1+1+1+14+141/241/2, az 3 = 1 mellett pedig
az utols6 harom tag 1/2 + 1+ 1, ez a nagyobb, tehdt xz3 = 1 lesz.

o Végiill x,-et is 1-re allitjuk. Ebben az esetben minden kldz ki is elégiil, de ez persze nem
mindig van igy.

Amiért ez az algoritmus helyes, annak az az egyszerii oka van, hogy ha £(by, . .., b,) jeloli annak
az értékét, ahany kloz kielégil az x; = b; értékadas mellett, akkor ha rogzitjilk az elsé i — 1
értéket, igy a tobbi valtozora uniform random értékadas varhato értéke
E(b1 b 1,0,bi1,--2bn) E(b1bi—1,1,bi1,emmbn)
Elbr, . b) gy, SO D
bisbis1,.bn€{0,1} Zn=s + =
2n—i+1 2 )

vagyis minden iterdciéban igaz, hogy az aktualis varhaté értékiink épp az atlaga az x; = 0,
x; = 1 esetekre kiszamolt varhaté értéknek, igy a kettd kozil az egyik legalabb akkora lesz, mint
az aktualis, és azt fogjuk valasztani. Ezek utan az aktudlis varhaté érték pont erre a nagyobb
értékre all be, vagyis minden iteracioban igaz, hogy a varhaté érték monoton novekszik; mivel
a klézok 3/4-ér6l indul, és az utolséd bit beallitdsa utan pedig értéke a ténylegesen kielégitett
kl6zok szama lesz, igy a végeredményben is legaldbb a kl6zok 3/4-e kielégiil.

Az approximdlds témakorben az utolsé példdnk a HATIZSAK probléma lesz.

Lattunk mar a HATIZSAK probléméra egy pszeudopolinomislis algoritmust, és lattuk, hogy
NP-teljes (tehat lattuk, hogy gyengén NP-teljes). Ha felirjuk a wy, ..., w, silyokkal, ¢,..., ¢,
értékekkel és W kapacitassal paraméterezett optimalizalasi valtozatot, mint egészértéki linearis
programozasi feladatot, ezt az egyenlétlenség-rendszert kapjuk:

Z C;T; — Mmax

Itt az x; valtozok értéke 0 vagy 1 lesz a kozépso sor feltételei miatt és mert egészértéki feladatrol
van sz6; az 1 jelenti, hogy a targyat kivalasztjuk, a 0 pedig, hogy nem. Az elsé sor feltétele a
sulykorlatot, az alsé pedig a bepakolt targyak osszértékének maximalizalasat irja le.

Ha elhagyjuk az ,egészértékii” feltételt (amit gy mondjunk, hogy a probléma relaxalt valto-
zatat vizsgaljuk), akkor kapjuk az an. TOREDEKES HATIZSAK probléméat. Szemléletesen ez az
a valtozat, amikor is megengedett a targyak egy toredékét elvinni, és az értékiik ezzel aranyosan
skalazédik (tehat pl. ha elvissziik az 1. targy felét, akkor annak a darabnak a stlya is, értéke
is feleannyi, mint ha az egészet vinnénk).

Algarol tudjuk, hogy a TOREDEKES HATIZSAKra a mohé algoritmus optimélis eredményt
ad:

1. Rendezziik a targyakat fajlagos érték szerint csokkend sorrendbe (tehdt £ szerint csok-
kendébe).

2. A legjobb ar-érték aranyu targytél a legrosszabb felé haladva pakoljuk be a targyakat
teljesen, az elsot, amelyik mar nem fér be, pedig torjiik el, hogy toltse meg a hatizsakot
teljesen.

Persze ha minden targy eleve belefér a hatizsakba, akkor tegyiik bele mindet és nem kell torni
(ahogy akkor sem, ha a valahanyadik térgy épp kitolti a hatizsak maradék részét). Ebben a
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két esetben (és csak ezekben) a kapott (optimaélis) megoldds egészértékii is lesz, és ekkor ez az
optimuma az egészértékii HATIZSAK probléméanak is.

Felmeriil a kérdés, hogy vajon a fenti mohé algoritmusnak a kévetkez6 egészértékii moho
valtozata approximélja-e a HATIZSAK problémét:

1. Rendezziik a targyakat fajlagos érték szerint csokkend sorrendbe.

2. A legjobb ar-érték aranyu targytol a legrosszabb felé haladva, végighaladva az Osszes
targyon, ha az aktudalisan vizsgalt targy befér a zsakba, akkor tegyiik bele, ha nem, akkor
ugorjuk at.

Ez az algoritmus 6nmagaban még nem approximal: ha pl. az egyik targyunk a wy =1, ¢; = 2,
a masik pedig a wy = W, ¢o = W, igy a moh¢ algoritmus berakja az els6 targyat (mivel annak
a fajlagos haszna 2, a masiké pedig csak % = 1), a méasodiknak igy nem marad hely és lejelenti
a 2 haszni megoldast. Ha viszont W > 2, akkor az optimum épp a masodik targy elvitele
lenne, W haszonnal; igy az arany %, ami tetszoleges o konstansnal nagyobba tehetd, tehat az
egészértékii mohé algoritmus nem approximal.

Egy egyszerii modositasa viszont igen:

( 1. Dobjuk ki azokat a targyakat a listabdl, melyek egyediil se férnek be a zsakba. h

2. Futtassuk az egészértékli moho algoritmust, ez ad egy megoldast.

3. Ha ez a megoldds nem ugrott at targyat (mert bepakolt mindent), akkor ezt adjuk
vissza.

4. Kiilonben nézzitk meg az els6 atugrott targyat. Ha ennek az értéke egyediil jobb,
mint a moho altal adott megoldasé, akkor ezt adjuk vissza, egyébként a moho ered-

ményét.
. Y )

Példaul az el6z6 példaban a mohd algoritmus a méasodik targyat dtugorja, mert annak nincs
hely mar a zsdkban; ez a moédositott valtozat viszont megnézi, hogy ennek a targynak az
értéke (W) jobb, mint a mohé altal visszaadotté (2), ezért ezt a targyat teszi bele a zsédkba
megoldéasként.

A Allitas ~\

A fenti modositott valtozata az egészértékii moho6 algoritmusnak 2-approximélja a
HATI1ZSAK problémat.

\_ J

({ Bizonyitas ; ~

Az els6 1épésben eldobott targyak nem szerepelnek egyetlen megoldasban sem, igy Oket

valid eldobni.

A harmadik 1épésben, ha az algoritmus nem ugrott at targyat, azaz berakott minden
targyat a zsdkba, nyilvan egy optimalis megoldasunk van.

Egyébként a (toredékes) mohé algoritmus az els§ atugrott téargyat torné el. Jelolje x =
(1,1,...,1,2,0,0,...,0) a toredékes moho algoritmus optimumhelyét (ebben a vektorban
az elemek mar fajlagos érték szerinti csokkend sorrendben szerepelnek), mondjuk kezd k
darab 1-essel.
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Az egészértékit moho algoritmus altal visszaadott w megoldas is k darab 1-essel kezd6dik,
hiszen ezek a targyak teljesen beférnek. A negyedik 1épésben megvizsgalt megoldas pedig
av=(0,0,...,0,1,0,0,...,0) vektor, ahol a k + 1. elem az 1-es. (Azért dobtuk el az els6
lépésben a nem-beférd targyakat, hogy ez tényleg egy megoldas legyen).

Vagyis azt kaptuk, hogy erre a két vektorra w + v > x. Tehit cfu + c¢’v = ' (u +
v) > Tz, gy a két érték koziil a nagyobbik legaldbb €32, Mivel pedig a szamlaloban a
relaxdlt véltozat optimuma all (hiszen tudjuk, hogy a téredékes mohé arra optimumot ad

vissza), ami legaldbb annyi, mint az egészértékié (mert a célfiiggvény ugyanaz, a lehetséges
CT
2

megoldasok tere pedig nagyobb), ezért <% legalabb az egészértékii optimum fele, vagyis

| 82 algoritmus tényleg 2-approximaél. )

Gyakorlaton ennek az algoritmusnak egy kifinomultabb (de még mindig 2-approximél6) valto-
zatara néziunk példat.

Egy tovabbi javitasa az algoritmusnak, ha nem csak egy targyat, hanem k£ targyat rogzitiink
le fixen a zsakba, ahanyféleképp csak lehet, és a maradék targyakra futtatjuk az egészértékii
moho algoritmust:

1. Legyen k egy konstans paraméter. h
2. Ahanyféleképp csak lehet, valasszunk ki az n targybdl legfeljebb k darabot; ha a
kivalasztott targyak beférnek egytitt a zsakba, akkor tegyiik bele ket és a maradék
targyakon a zsakban fennmarad6 helyen futtassunk egy egészértékii mohé algorit-
must.
L 3. Az Osszes lehetséges k-as kozil a legnagyobb értéket nyijtot adjuk. )

(Gyakorlaton a fenti algoritmust vessziik a k = 1 paraméterre, azaz mikor egy targyat rogzitiink
a zsakba ahanyféleképp csak lehet, a tobbire pedig futtatjuk a mohot.)

A fenti algoritmus-csaldd O(n**1) id8igényll (mivel k-asbdl van O(n*) és mindre egy linedris
idejii mohét futtatunk, a targyakat elég az elején egyszer lerendezni), tehdt rogzitett k-ra
polinom, és (bizonyités nélkiil) igaz az is, hogy 1 4 -approximal.

Vagyis, mivel 1 + % tart 1-hez, igy ha egy adott e konstans approximalé hiba ald szeretnénk
menni, akkor ,csak” annyit kell tenniink, hogy a fenti algoritmust futtatjuk k£ = % paraméterrel.
Tehat ha pl. egy 1.1-approximaléds a célunk, azaz € = 0.1 kozelitési hibat engediink meg, akkor
k = 10-es paraméterrel futtatjuk az algoritmust (és ekkor egy O(n'!) id6igényti algoritmusunk
lesz, ami garantalja nekiink a 0.1-es hibatagot). Ha e = 0.01 hibat szeretnénk, akkor egy
O(n'%') id8igény 7| algoritmusunk lesz.

Amit kaptunk, azt a szaknyelvben polinomidejii approximéciés séménak, polynomial-time app-
roximation scheme, PTAS nevezik:

Definici6: Polinomidejii approximaciés séma, PTAS}

Az A algoritmus(-csaldd) az A optimalizdldsi probléméara polinomidejii approximaciés
séma, ha tetszoleges € paraméterre 1 4+ e-approximalja A-t, és tetszOleges eldre rigzitett
e-ra futasideje polinom.

27yikes
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Tehat a fenti médositott valtozata a mohd algoritmusnak, mikor is £ targyat rogzitiink, ahany-
féleképp csak lehet, az egy PTAS a HATIZSAK problémaéra.

Azért az el6z6 algoritmussal van egy kis gond, mégpedig a polinom fokszama: a futdsidd
O(n'*<) lesz. Jobban szeretnénk, ha a hiba paramétere kitevében nem jelenne meg (kii-
lonben egy n'®! futdsideji algoritmust kapunk, amiért annyira nem rajong a lelkiink, hidba
polinom).

Erre is van név:

Definici6: Teljesen polinomidejii approximacidés séma, FPTASJ

Az A algoritmus(-csaldd) az A optimalizélasi probléméra teljesen polinomidejii appro-
ximaciods séma, ha olyan polinomidejii approximacios séma, melyre van olyan k konstans,
hogy futasideje O((n+1)*) tetszdleges € > 0 megengedett kozelitési hiba és n mérett input
esetén.

Az el6z6 csalad pl. nem FPTAS, csak PTAS, hiszen az % fenn van a kitevében.

Bizonyitds nélkiil, a kovetkez6 algoritmus viszont FPTAS a HATIZSAK problémadra:

( . p , . .
1. Legyen az eredeti HATIZSAK probléma inputja wy,...,w,, ci,...,c,, W. Legyen
¢ = max ¢; a legnagyobb érték.
2. Készitsik el a wy,...,w,, ¢,...,c,, W inputjat a HATIZSAK probléménak, ahol
)
3. Ezt a kapott problémét oldjuk meg a HATIZSAKra latott méasodik pszeudopolinomi-
alis algoritmussal (amelyik a Wi, ¢| tombot t6lti ki O(n - C') id6ben).
L 4. A kapott optimumhelyet adjuk vissza. y

Csak azt nézzilk meg, hogy ez a fenti algoritmus valéban egy megoldast ad vissza O((n - %)k)
idoben.

Egyrészt, a targyak silyat és a hatizsdk méretét nem valtoztatjuk (csak az értékeket), tehat a
modositott probléma megoldasai ugyanazok, mint az eredetié. Mivel a pszeudopolinomialis al-
goritmus mindig egy lehetséges megoldast ad vissza (sét, az optimédlisat), igy tényleg megoldést
kapunk.

Most nézzitk meg a ¢; magikus értékeket, mi torténik. Ténylegesen az torténik, hogy atskalazzuk
az értékeket: a legdragdbb, ¢ értékil targy uj értéke pl. |2] lesz, a fele ekkora értékii targyé a
fele (lefele kerekitve), stb. Tehét a targyak ,ardnyaiban” nagyon hasonlé értékekkel szerepelnek
a modositott feladatban, leszamitva a kerekitési hibat.

Az algoritmus id6igénye pedig: ebben a médositott feladatban egy targynak a maximalis értéke

2, tehat mivel n targy van, igy az elméleti maximalis haszon is csak C' = ”?2, a teljes n - C

méretii tdblazat kitoltése pedig igy O(%S) id6 alatt megtorténik. Tehét, ez egy O((n + 1))
idoigényt algoritmus.

Bizonyitas nélkil, a kerekitési hibak lehetséges hatasai miatt lesz ez az algoritmus nem feltét-
leniil optimalis, de (1 + €)-approximdld. Tehat ez egy FPTAS a HATIZSAK probléméra.

Van 6sszefiiggés FPTAS és pszeudopolinomialis algoritmusok kozt:
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Allitas
Ha egy egészértékli optimalizalasi probléma optimum értéke korlatozhato az input n mé-

retének egy polinomfiiggvényével, és van ra FPTAS, akkor van ra pszeudopolinomialis
algoritmus.

({ Bizonyitas ; ~

Ha a probléma optimumértékére a korlat n¢, akkor ha ¢ = # hibakorlatot megengedve és
futtatva az FPTAS-t garantaltan az optiméalis megoldést kapjuk (hiszen ha az output egy
z €{0,1,...,n} egész szém, és kapunk egy megoldést, értékével az [z-(1— L), z- (14 -%)]
intervallumban, akkor az csak x lehet, hiszen nincs benne mésik egész szam). A futdsido
L pedig (n + n¢)* valamilyen k konstansra, tehat (mivel ¢ is konstans) polinom.

15. P és NPC kozt

Az eddigiek alapjan ugy tiinhet, mintha minden NP-beli probléma vagy P-beli, vagy NP-teljes
lenne. Ladner tétele (bizonyitds nélkiil) szerint ez nincs igy:

Allitis: Ladner tétele}
Ha P # NP, akkor van olyan NP — P-beli probléma, mely nem NP-teljes. ]

Ezeket az NP-beli problémékat, melyek nem annyira nehezek, hogy NP-teljesek legyenek,
de annyira nehezek, hogy maér ne lehessen éket hatékonyan (azaz polinomidében) megoldani,
NP-koztes, NP-intermediate problémaknak nevezziik.

Persze ha P = NP, akkor nincs NP-koztes probléma; mivel nem tudjuk, hogy P = NP vagy
sem, ezért egyelore azt se tudjuk, hogy vannak-e NP-koztes problémak vagy sem. Mindenesetre
jeloltek (candidates) vannak:

Definicio: GRAFIZOMORFIZMUS]

Input: két graf.

Output: Izomorfak-e?

Tehat a kérdés, hogy ,ugvanaz”-e a két graf, csak a csicsaikat kell atnevezni vagy
sem.

Definicio: FAKTORIZALASJ

Input: N és K pozitiv egészek.
Output: van-e N-nek K-nal kisebb primosztdja?

fgy ebben a formdban egy eldéntési problémdt kapunk; a vonatkozé fiiggvényproblémaban az
input az N szam, az output pedig primtényezds felbontasa. Persze ismét, ha az eldontési val-
tozatra van f(n) id6igényt algoritmus, akkor a fiiggvényproblémara is: felezve kereséssel O(n)
darab hivassal megkapjuk az n-bites szam egy primtényezdjét, és mivel egy n-bites szamnak
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legfeljebb n primtényezdje van (mert n primszam szorzata mar legalabb 2", ami n+ 1-bites), igy
egy f(n)-n? id8igényti algoritmust kapunk a primtényezds felbontds elééllitasdra. (Itt persze

R

A fenti két problémarol ugyan megoszlanak a vélemények, de sokak szerint ezek valéban INP-
koztes problémak. A GRAFIZOMORFIZMUSra jelenleg ismert és széles korben elfogadott aszimp-
totikusan leggyorsabb algoritmus O(2V"!°¢") iddigényti, de 2015. novemberben ezt &llitélag
megjavitottdk O(21°8°")-re, ahol c egy konstans, ennek a bizonyitasnak az ellenérzése még folyik.

A FAKTORIZALASra a legjobb algoritmus szintén szubexponencialis, 29 V/nlog? ")-es (szubexpo-
nencidlis, azaz o((1 + €)")-es minden € > 0-ra). Errdl azt tudjuk, hogy NP N coNP-beli,
hiszen magat a primtényezos felbontéast nemdeterminisztikusan ki lehet generalni és ellendrizni
(felhasznélva, hogy a primszam-tesztelés P-ben van, ezt 2002 6ta tudjuk), és ezzel az ,igen”
és a ,nem” példanyokra is van polinomidoben verifikalhaté tanusitvany-rendszer. Tehat ha a
FAKTORIZALAS egy NP-teljes probléma lenne, akkor NP = coNP, amiben a tertilettel fog-
lalkozok tobbsége nem hisz, ezért nem gondoljak NP-teljesnek a problémat. Polinomidejii
algoritmust pedig szintén nem taldlt még ra senki (recall: ha N az input, akkor n = O(log N)
az input mérete, ehhez képest kell polinom legyen a futdsidd).

A szubexponencialis algoritmusok létezése is tekintheté egyfajta érvnek amellett, hogy
ezek a problémak nem NP-teljesek, mert van egy sokak altal elfogadott sejtés, az
EXPONENCIALIS IDOHIPOTEZIS, miszerint:

A 3SATot (és sok mas NP-teljes problémat) nem lehet szubexponencidlis id6ben determi-
nisztikusan eldonteni.

Persze ez a sejtés er6sebb, mint a P # NP, hiszen ha ez igaz, akkor nyilvan nem lehet egyenld
a két osztaly - tehat ha igaz, azt még nehezebb bebizonyitani.

16. Savitch tétele

c sz

hanem a tarigénnyel is foglalkozunk a kurzuson. Most a korabban definidltnal egy egyszeriibb
tarigény-fogalommal fogunk dolgozni: pszeudokddjainkban egy-egy valtozd altal igényelt tar-
logaritmusa) lesz, és ezeket egyszertien 6sszeadjuk. Mivel minden kédunk konstans sok lokalis
valtozét fog deklardlni, ez csak egy konstanssal tér el a RAM esetében definialt ,,adjuk 6ssze
a benne tarolt legnagyobb értéket és a tarold regiszter cimének a hosszat” tarigény-fogalomtol,
cserébe intuitivabb, konnyebb szamolni vele és ezt hasznaljuk algan is.

Ebben a részben mutatunk egy algoritmust, mely szublinedris tarban donti el az ELERHETOSEG
probléméat. Emlékeztet&iil: ahhoz, hogy o(n) tarrdl beszélni tudjunk egyaltalan, az kell, hogy
az inputot read-only moédban hasznaljuk, kiildnben az input méretét is hozza kellene adni a
tarigényhez, és gy mar nem mehetnénk semmiképpen n alé.

Mondjuk az algoritmus szaméra legyen adott a G = (V, E) graf. Nézziik a kovetkezd algorit-
must:

1: function F(z, y, d)

2: if d == 0 then

3: return r ==y OR (z,y) € £
4: for z € V do
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5: if F(x, z,d—1) AND F(z,y, d — 1) then
6: return true
7 return false

Mivel ez egy rekurziv (most abban az értelemben, hogy hivja énmagat) algoritmus, a tarigényét
elemezni kicsit Osszetettebb lesz, mint egy sima Osszeadds. Eloszor probaljuk meg megfejteni,
hogy mit csindl, mi a szemantikaja ennek a kodnak.

Az &llitjuk, hogy F(z,y,d) pontosan akkor lesz true, ha 2-bd&l y elérhetd egy legfeljebb 2¢
hosszu sétaval.

Ezt d szerinti indukciéval igazoljuk: ha d = 0, akkor a legfeljebb 2¢ = 20 = 1 hosszu séta azt
jelenti, hogy z-b6l y legfeljebb egy 1épésben elérhetd — vagyis vagy x = y (akkor nulla 1épésben),
vagy (z,y) egy él G-ben. A harmadik sorban épp ezt teszteljiik, tehat d = 0-ra igaz az allitas.

Most nézziik meg d > 0-ra. Ha z-bél y-ba van egy legfeljebb 2¢ hossz1i séta, akkor annak van
egy kozéps6 (paratlan hossz esetén barmelyik ,kozépsé” jé lesz a kett6bol) cstcsa, legyen ez
mondjuk z. Nyilvan ezen a sétan z-bél z-be legfeljebb feleannyi, tehat 2971 lépésben, és utdna
2-b8l y-ba szintén legfeljebb 2971 1épésben eljutunk — tehéat erre a z-re indukcié szerint az 6todik
sor feltétele igaz lesz, igy az algoritmus tényleg true-val tér vissza. Masfelol, ha az algoritmus
true-val tér vissza, azt csak gy teheti, hogy az 6todik sor feltétele igazza valik, ami pont azt
jelenti, hogy van olyan z cstics, mely legfeljebb 297! lépésben elérhetd z-bél, és ahonnan y
szintén ugyanennyi lépésben elérhetd, ezt a két sétat Osszeragasztva kapunk egy legfeljebb 2¢
hosszu sétat, tehat ez is stimmel.

Vagyis, ha a grafnak N cstcsa van, akkor az F(s, ¢, [log N|) hivassal megkapjuk, hogy az
s csticsbdl a t cstics elérheté-e legfeliebb 2M°8NT > N 1épésben, tehat azt, hogy egyéltalin
elérheté-e s-bol t. Vagyis igy eldonti az ELERHETOSEG problémat.

Most kielemezziik a tarigényt. El6szor is, az F fiiggvényben hasznaljuk az x, y és z valtozokat,
melyek egy-egy csticsot vesznek fel értékiil, masrészt a d szamot, ami egy pozitiv egész, legfeljebb
log N. Ha a graf csicsai az 1,..., N szdmok, akkor ezeket tarolni is elég O(log N) bit, tehat
az F fuggvény egy példanya O(log N) tarigényi. Ezt a mennyiséget fel kell szoroznunk
azzal, ahany példanyban F jelen van a memoériaban egyszerre. Ehhez idézziik fel a
fliggvényhivas mikéntjét: ha egy ponton hivunk egy fiiggvényt, akkor a verembe letessziik a
helyet, ahova vissza kell térniink, a fliggvény argumentumait és utana beugrunk a hivott
fiiggvényblokk elsd sorara. Visszatéréskor pedig kivessziik a verembdl a kapott argumentumokat
a sajat lokalis valtozoinkkal egytitt, amiket kdzben létrehoztunk, kivessziik a visszatérési cimet,
odaugrunk és (mondjuk) a verembe visszarakjuk a visszatérési értéket.

A verembe lerakott ,a helyet, ahova vissza kell térniink” most egy A vagy B fogja azonositani:
ha A-t tesziink le, az jelzi, hogy ez most az 6todik sor F(z, z,d — 1) hivisa, ha meg B-t, az az
F(z,y,d — 1) hivés.

Nézziik az egészet egy példan, legyen a grafunk
3 a
23—

Ha ezen a grafon mondjuk az F(1,5,2) hivast végezziik (tehat 1-bol kérdezziik, hogy el lehet-e

jutni 5-be 2% = 4 lépéshen legfeljebb), akkor a hivési verembe bekeriill z = 1, y =5 és d = 2,
csak azért irjuk persze ki az x,y, d neveket, hogy jobban latsszon, mi torténik; a vermet, hogy
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szebben elférjen, most balrdl jobbra irjuk ki, jobb oldalt lesz a teteje:

A fliggvény ekkor teszteli, hogy d vajon 0-e, nem, tovibbmegy, létrehozza a z lokélis valtozojat
a veremben, adja neki a z = 1 értéket:

r=Ly=5d=2;2=1

Elérkezik az 6todik sorra, ott az elsd fliggvényhivasnal leteszi, hogy A-ba kell visszatérjen, és
bemasolja az argumentumokat:

r=Ly=5d=2z=LArs=Ly=1d=1

(az y = 1 pl. onnan jon, hogy a hivdskor a masodik formélis paraméter, y, a z aktuédlis értékét
1-et fogja kapni.) Eztdn megint beugrik a masodik sorba, rekurzivhivni magat.

Itt megint teszteli, hogy vajon d = 0-e, hat nem, tovabbmegy, létrehozza a sajat z lokalis
valtozéjat a veremben z = 1 értékkel:

r=Ly=5d=2z=1LArz=1Ly=1Ld=12=1
és a sajat 6todik soraban is csindlja az els6 rekurziv hivast:
r=1Ly=5d=2z=LAx=1Ly=1d=1z2=1LAx=1,y=1,d=0

ugrik a masodik sorra. FEllenorzi, hogy vajon d = 0-e, hat bizony, és mivel ezen a szinten
xr ==y, igy true-val jon vissza, takarit és visszaugrik az A pontba, mert az van irva a verembe:

r=Ly=5d=2z=1Arx=1y=1d=1;z = 1;true

és most a vezérlés az 6todik sor ifjének az AND szdlan van. Ez OK, most akkor jon az F(z,y,d—
1) hivas, mésolunk, és ez a B pont, ahova visszatérnénk:

r=Ly=5d=2z=1LArz=Ly=1Ld=1z2=1;B;e=1,y=1;d=0
és bizony mivel d == 0 és x == y, ez a példany is trueval tér vissza, takaritas utan:
r=Ly=5d=2z=1Ar=1y=1d=1;z = 1;true
tehat az 6todik sor éselése végil igaz lett, ezért ez a példany is trueval tér vissza, takarit maga

utan:
r=1,y=>5;d=2;z=1;true

ezen a szinten pedig szintén egy A pontba tértink vissza, kiértékeljik az éselés masik agat:
r=1lLy=5d=2z=1,B;x =1,y =5,d =1,
belépve F-be ellenorizziik, hogy d = 0-e, nem, jon a z = 1 a verembe és a rekurziv hivas:
r=1Ly=5d=2z=1B;x=1Ly=5d=1z=1Ac=1,y=1,d=0
ez d =0 és x =y, tehat true:

r=1Ly=5d=22z=1,B;x =1;y=5;d =1;z = 1;true
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mivel igazat kaptunk az A pontban, tovibbmegytunk a B hivassal:
r=Ly=5d=2z=1B;x=1Ly=5d=1z=1B;x=1y=5,d=0
ez viszont hamis, mert d =0 és x = 1, y = 5 nem is egyenl6ek és él sincs koztiik, false:
r=Ly=5d=2z=1;B;x=1;y =5;d =1;z = 1;false
tehat az 6todik sor éselése hamis lesz, akkor noveljitk z értékét, megy a forciklus:
r=1lLy=5d=2,z2=1,B;x=1y=5d=1;2 = 2;
és erre megint az 6todik sorban 1évé A pontot hivjuk:
r=1Ly=5d=22=1,B;je=1Ly=5d=1,2=2A;c=1y=2;d=0
beugrunk a kéd elejére, mivel d = 0 és (1,2) nem ¢l (mert a graf irdnyitott), hét false ez is:
r=Ly=5d=22z=1;B;x=1;y =5;d = 1; 2z = 2;false

Ez egy A pontba ugrott vissza, a gyorsitott kiértékelés szabalyai szerint ha méar az éselés egyik
aga hamis, akkor a masikat ki se értékeljiik, tehat az if hamis, megy tovabb a forciklus, noveljiik
z-t:

r=1lLy=5d=2z=1;B;x=1,y=5d=1,2 = 3;

és hivjuk az 6todik sor A pontjarol rekurzivan magunkat:
r=Ly=5d=2z=1B;x=1Ly=5d=1z=3;Ax=1y=3;d=0

ez végre megint igaz lesz, mert d = 0 és (1,3) egy él a grafban, de ezek utdn meg az r = 3;y =
5;d = 0 ag fog hamisat visszaadni stb.

A teljes futds idGigénye ,nagyon sok”, ez érzédik: valéjaban N8N kornyékén mozog, tehat
nem is polinom. Viszont a tarigény a fenti példa alapjan jo: ahogy latjuk, minden d-re
egyszerre csak egy példany van jelen a memoéridban (tulajdonképpen ezért jo leszallasi
feltételnek a d, meg azért, mert csokken), mert amikor a fiiggvény végez, takarit maga utan,
igy a rekurzi6 mélysége szamit. Mivel pedig eredetileg d = [log N| paraméterrel hivjuk a
figgvényt, igy osszesen O(log N) példany van a szamitas tetszoleges pillanataban jelen. Egy-
egy példany memoriaigénye pedig szintén O(log V), tehat 6sszesen log N-szer van sziikség log N
meméridra, azaz a teljes program tarigénye O(log> N). Kicsit precizebben, ha az N csiicsti graf
egy cstcsanak a tarolasahoz t bit kell, akkor O(log N - ¢).

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezot:

Allités: Savitch tétele | j

ELERHETOSEG eldonthetd O(log® n) tarban.

Latszolag ez nem sok eredmény, egy problémat megoldunk tarhatékonyan. Csakhogy az
ELERHETOSEG azért érdekes probléma, mert minden nemdeterminisztikus szamitas fel-
foghat6 egy ELERHETOSEG problémanak! A moddszert ,elérhetéségi modszer”-ként ismer-
juk, és a kovetkezOképp szdl: egy programnak egy konfiguraci6jat (emléksziink: egy konfigura-
cié egy snapshot a szamitas aktudlis ,allapotardl”, tehat RAM program esetén kiirjuk pl. egy
asszociativ tombbe a nemnulla értékii regisztereket index-érték parok listajaban, és hogy épp
hanyas szdmu sort késziiliink végrehajtani) felfogjuk egy graf csticsanak, és két konfiguracio,
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C} és Cy kozt akkor megy él, ha C}-bdl a nemdeterminisztikus programunk Cy-be tud 1épni.
Tehéat még egyszer: a csicsok a konfiguraciok, az élek a (nemdeterminisztikus) program egy-egy
lehetséges 1épésének felelnek meg.

Mivel tobb elfogad6 konfiguracié is lehet, igy annyit modositunk a programunk grafjan, hogy
ha accept soron all, akkor onnan egy tovabbi 1épésben egy 1j, elfogad6 konfiguracioba 1épjiink,
jelolje ezt mondjuk ¢, a kezdeti konfiguraciét (amikor minden munkaregiszter tartalma 0, és az
els6 sor jon) pedig s. Ekkor a nemdeterminisztikus programunk pontosan akkor fogadja el az
inputot, ha s-bol elérheto t! Marmost ha a széban forgd nemdeterminisztikus program mondjuk
f(n) tarkorlatos, az pont azt jelenti, hogy egy konfigurdciét O(f(n)) biten le tudunk {rni, azaz
ennyi bit kell egy cstics tarolasahoz. Tovabba, ennyi bitet 20U (M)_féleképp lehet teleirni, tehat
a konfiguraciés grafnak (legfeljebb) ennyi csicsa van! Ennek a logaritmusa pedig O(f(n)).
Tehét ha ezen a grafon futtatjuk a (determinisztikus!) Savitch algoritmust, azt kapjuk, hogy
az eredetileg f(n) tarigényl nemdeterminisztikus programunkat tudjuk ,szimuldlni” ezzel az
osszesen O(f2(n)) tarigényti determinisztikus algoritmussal, vagyis

Allitas
az f(n) tarban nemdeterminisztikusan eldénthet6 problémak mind eldénthetk
determinisztikusan, (f(n))? tarban is.

Ha hasznaljuk a koévetkezo jeloléseket:

SPACE(f(n)): az O(f(n)) tarban eldontheté problémak osztélya;

NSPACE(f(n)): az O(f(n)) tarban nemdeterminisztikusan eldéntheté problémdak oszta-
lya;

e TIME(f(n)): az O(f(n)) idében eldonthet6é problémak osztalya,

e NTIME(f(n)): az O(f(n)) id6ben nemdeterminisztikusan eldénthetd problémak osztélya;

akkor ugyanez roévidebben:

Allitas
NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n)). ]

Mivel pedig polinom négyzete polinom, igy ez azt is jelenti, hogy ami nemdeterminisztikusan
polinom tarban eldonthet6, az determinisztikusan is, azaz:

Allitas
PSPACE = NPSPACE. )

Tarra nézve, mivel a tar Gjra és tjra felhaszndlhatd, a nemdeterminizmus kevesebb bénuszt ad;
idére nézve sokkal rosszabb a helyzet, ott altaldban egy f(n) id6igény(i nemdeterminisztikus
algoritmust 2°9U()_nél gyorsabban nem tudjuk, hogy lehet-e szimuldlni vagy sem.
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17. A linearis tarigény

Ha id6bonyolultsagrél van sz6, akkor a (determinisztikus) linedris idében eldontés egy konnyti
problémara utal. Egész mas a helyzet a tarigénnyel: a kiillonbség az, hogy real-life kornyezetben
is Gjra és ujra felhasznalhatjuk szamoldsra ugyanazt a térteriiletet (mig az id6 ha mar eltelt,
azt nem). Ha meg pl. van egy k-bites memoridnk, azt 28-féleképpen lehet telefrni és ezt nem is
feltétlentil nehéz: egyszeriien kezelhetjiik ezt a szamot egy k-bites szamlaloként és novelhetjiik
egyesével nullardl. Persze ha egy determinisztikus szamitasrél beszéliink, ami nem esik végtelen
ciklusban, akkor ez egy fels6 korlat is mar a lépésszamra: ha a programunk a futas kozben
kétszer ugyanabba a konfiguraciéba keriil (ugyanaz a memoriatartalom is és a végrehajtott
utasitds sorszdma is), és determinisztikus, akkor végtelen ciklusba esik. Ezért ha a programunk
S soros és O(f(n)) tarigényti, akkor S - 20U(") = S . cf(") = O(c/(™) iddigényfi is valamilyen ¢
konstansral

Determinisztikusan a linedris tar mar eszerint jelenthet olyan algoritmust is, mely ¢ ideig fut
és tényleg sok mindenre elég annyi tar:

e A SATot el tudjuk dénteni gy, hogy egy N-bites tartertileten értékadasokat tarolunk, egy
binaris szamsorozatként, ennek megfelelen kiértékeljiikk a formulat, ha igaz lett, akkor
elfogadjuk az inputot, ha hamis, akkor generaljuk (pl. bindrisan névelve az aktudlis
értékadast mint egy N-bites szamot) a kovetkez6 értékadast; ha elfogytak az értékadasok
¢s mind hamis lett, akkor elutasitjuk az inputot. Ez kb. ugyanaz, mintha az igazsagtablat
irnank fel, de egyszerre csak egy sorat és mindig jrahasznalnank azt a tartertletet, ahova
az aktudlis sorunkat irjuk. Erre elég linearis tar. (Itt most N a valtozdk szama, az input
mérete persze n > N, ezért az N-bites szamldlo O(n) biten persze elfér.)

e A HAMILTON-UT is eldénthetd linedris tarban: kiindulunk a cstcsok egy lehetséges per-
az aktudlis permutédciénk tt-e a grafban (ehhez elég O(NV) id6, csak ellenérizni kell, hogy
a permutéaciéban szomszédos csicsok kozt az input grafban van-e él mindenhol). Ha igen,
akkor elfogadjuk az inputot, ha meg nem, akkor generaljuk a kovetkezd permutéciét[g_g] és
folytatjuk a ciklust. Ha eljutottunk az utolsé permutacioig és az se jo, akkor elutasitjuk
az inputot. Még azt érdemes talan fejben dtgondolni (hogy szokjuk a térigényben vald
gondolkodast), hogy a permutacié taroldsa hany biten is torténik, de mivel van N darab
szamunk, mindegyik 1 és N kozti, igy a permutécié eltarolasa osszesen O(N -log N) tarat
igényel, ha pedig a graf mondjuk szomszédsagi matrixként jon be, akkor annak mérete
n = O(N?), tehat a tdrigény tényleg belefér a linedrisba; ha éllistdval, akkor szintén,
hiszen tudjuk gy modositani az algoritmust, hogy csak akkor kezdjen ebbe a permu-
taciogyartasba, ha minden cstcs foka legalabb 1 (ha vannak izolalt csticsok a gréafban,
akkor persze nincs benne Hamilton-1it), ekkor meg a grafban Q(N) él kell legyen, ami-
nek a végpontjai megadasa darabonként log N térat igényel, igy az input teljes mérete
n = Q(N -log N), tehat ehhez az n-hez képest linearis a tarigényiink.

e A 3-SzINEZES is eldonthetd linedris tarban: egy O(N) méretii tarteriileten minden cstics-
hoz generdlunk egy szint (tkp mindenkihez a 0, 1,2 ,szdmjegyek” valamelyikét rendelve —

28 A kettesbl gy lesz ¢, hogy ha pl. az az O(f(n)) a kitevében pl. k- f(n), akkor S -2FFf(") = g . (2F)f(n)
hatvényozas azonossag, és az a 2 j6 lesz ¢ konstansnak.

29Ez nem annyira straightforward, mint a bindris névelés, de itt hozz4 egy sample code; ez az implementécié
nem haszndl plusz tarteriiletet, helyben gyartja a rakovetkezot. Persze egy eggyel kevésbé igényes megoldéas az
is, hogy mint n-es szamrendszerbeli szamot kezeljiik a sorozatot és tigy noveljiik egyesével, mindig ellendrizve
azt is a Hamilton-ut tesztelésnél, hogy mindenki pontosan egyszer szerepel-e a sorozatban.

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szabolcs, SZTE) 95 2020. december 19.11:49:54


https://en.cppreference.com/w/cpp/algorithm/next_permutation

ez meg felfoghat6 egy N-jegyli hdrmas szamrendszerbeli szaimnak akar), majd ciklusban
megnézziik, hogy ez igy egy helyes szinezés-e, ha igen, elfogadjuk az inputot, ha nem,
akkor generaljuk a kovetkezo szamsort ,ternéaris noveléssel” akar, és folytatjuk a ciklust;
ha kigeneraltuk az osszeset és egyik se volt jo, akkor elutasitjuk az inputot. Ez is persze
linearis tar lesz.

A fentiekbdl az a benyomas alakulhat ki esetleg az olvaséban, hogy minden NP-beli probléma
eldéonthetd determinisztikus O(n) tarban, vagy forditva — nos ezt nem tudjuk, az egyetlen, amit

biztosan tudunk, az az, hogy SPACE(n) # NP@.

Viszont ha visszaemléksziink az NP osztaly egyik karakterizaciojara: egy probléma pontosan
akkor van NP-ben, ha van hozza olyan ,tanusitvanyrendszer”, melyre az x inputhoz pontosan
akkor létezik egy y ,tant”, ha x egy ,igen” példany, ennek a taninak z-hez képest polinom
méretiinek kell lennie, és az (z,y) parrdl (az 6 egyiittes hosszukban) polinomidében eldénthetd
kell legyen, hogy az y az z-nek egy tantja-e vagy sem. A fentebbi harom algoritmusban pontosan
azt csindltuk, hogy egy tarteriiletre generaltuk sorban a lehetséges tantukat, mellette egy masik
teriileten pedig végigellendriztiik, hogy tand-e. Intuitive nagyjabol vilagos, hogy ehhez viszont
polinom tar garantaltan elég lesz (azon egy keveset még kell toprengeni, hogy a tani ellenérzése
miért igaz, hogy nem haszndalhat el til nagy tertiletet, késébb be is latjuk majd, hogy polinomido
alatt csak polinom téarat haszalhatunk fel), és ezért NP C PSPACE igaz lesz. Késébb ennél
altalanosabban is be fogjuk ezt latni.

18. Az NL osztaly

A tarigénynél pontosan azért definialtuk kiilon az ,offline” vagy ,lyukszalagos” esetet, mert az
el6z6 fejezet miatt nagyjabodl érthetd okbol szeretnénk, ha lenne értelme szublinearis tarigénynek
is, de ha az n-bites inputot magat szamolasra is hasznaljuk, akkor meg illene be is szamolni
a tarigénybe. Ezért szdl tgy a tarigény definicidéja, hogy ha az algoritmusunk az inputjat
csak olvassa, az outputot pedig ,csak irja”, azaz stream maddban kiirja a kimenetnek elébb az
els6, majd a masodik stb. szamjat, és azokat nem olvassa vissza, akkor az input és output
regisztereket nem kell beleszamolni a tarigénybe, csak a working regisztereket.

A linearisnél kisebb tarigények kozil a logaritmikussal fogunk foglalkozni: L = SpACE(logn)
és NL = NSPACE(logn) a determinisztikusan ill. nemdeterminisztikusan logaritmikus tarkor-
laton beliil eldontheté problémak osztalya lesz.

Mit is jelenthet egy logaritmikus tarigény? Ahogy a Savitch-tétel bizonyitasaban is lattuk,
az inputot csak olvashatjuk (ktlénben mindenképp legaldabb linearis lesz a korlatunk), és nem
vehetiink fel pl. egy O(n) méretii bindris tombot (mint ahogy tettilk volna pl. a mélységi
vagy szélességi keresésnél, vagy a SAT, 3SzINEZES eldontésére az el6z6 fejezet linedris tarigényti
algoritmusai is kiesnek). Amit biztosan tudunk hasznalni, olyan valtozdok, melybe 0 és n kozti
szamokat frunk a futas soran végig, hiszen ezeket logn tarban tudjuk tarolni. Ha nem n-ig,
hanem valami fix fokszadmu polinomig szeretnénk elszamolni, az is rendben van, hiszen pl ha egy
valtozéba garantaltan 0 és n® kozti értékek keriilnek, akkor a legnagyobb is elfér logn® = 3-logn
biten, tehat az O(logn) tarkorlatba befériink. Specidlisan ha az inputnak valamelyik elemére
ra akarunk ,,mutatni” egy pointerrel, az is felfoghaté Ggy, mint egy szdamlalé, mely 0 és n kozti
értéket tarol: megmondja, hogy az input hanyadik bitjérol beszéliink, vagy hanyadik input
regiszter tartalmarol, ezek is elférnek logn bitben.

30zt az Un. tarhierarchia tétellel és a QSAT probléma PSPACE-teljességével tudjuk beldtni majd késébb:
ezekbdl kijon, hogy SPACE(n) nem zirt a polinomidejii visszavezetésre, NP meg persze az, ezért a két osztaly
nem lehet egyenl6.
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Osszességében tehat: ha egy algoritmusban a program futdsa soran csak Osszesen konstans
korlatos darab valtozot hasznalunk, amik mind vagy pointerek az inputban valahova, vagy egy
polinomig értéket tarolni képes szamlalok, akkor egy logtaras algoritmussal van dolgunk. A
Savitch-tétel bizonyitasdban szerepld algoritmus azért nem ilyen, mert a rekurzié miatt ugyan
egy-egy példdnyban csak O(logn) tarat hasznalunk, mert csak a graf cstcsaira ,mutatunk
pointerekkel” és egy d intiink is van, mely csak 0 és logn kozti értékeket vehet fel, ebbdl jo, de
ilyen példanybdl a rekurzié soran egyszerre akar logn is lehet a memoridban, és ezért Osszesen
a felhasznalt logtaras valtozokbol nem csak konstans sok lesz, hanem akéar Q(logn) darab, ami
mar tullo a logn tarkorlaton.

Viszont ha nemdeterminizmust is hasznalhatunk, akkor mar elég a logtar az ELERHETOSEG
eldontéséhez:

boolean ndElérhetdség(G, s, t) { //input egy N-cstcst irdnyitott graf és két csicsa
u:=s; //ebben a csicsban vagyunk most
steps :=0; //ennyi lépést tettink meg
while( steps < N ) {
if( u==1¢ ) return true; //ha odaértiink, akkor van ft
v:=Np(l...N); //generalunk egy szamot 1..N kézt: egy csicsot
if ( Gu][v] ) { //ha ide atléphetiink, akkor atlépiink
U= 0;
steps := steps + 1;
} else return false; //ha nem olyan csicsot generalunk, ahova &t tudunk lépni
}

return false; //ha N 1lépésben nem értink oda, akkor ez a szal nem taldlt oda

}

Itt ND az a nemdeterminisztikus metédusunk, mellyel generalni tudunk egy szamot 1 és N kozt,
kiirva nemdeterminisztikusan az N letarolasdhoz sziikséges log N darab bitet nemdeterminisz-
tikusan; ha a generélt szam nagyobb lett, mint N (pl. ha N = 10, akkor 4-bites szdmokat kell
generaljunk, és ha épp az 1100-t generaljuk, ami 12 (attdl fiiggden, hogy kis vagy nagy endian-
ban taroljuk a szamokat), ilyenkor ez tobb lesz, mint V), akkor mondjuk azonnal visszatériink
hamissal.

Ez pl. lathatéan egy olyan kod, mely nem irja a G, s, t értékeket, és mivel eldont6 algorit-
mus logikai kimenettel, az output regisztereket nem is hasznélja, tehat az inputot nem kell
beszamoljuk a tarigénybe; a lokdlis valtozok wu, v és steps, mindegyik 0 és N kozti értékeket
vehet fel (a v generdlaskor esetleg tilmegy N-en, mint ahogy fentebb is 12-t generdltunk, de
a log N tarbdl nem megy ki iigysem), nincs benne rekurziv fiiggvényhivés, igy ez egy logtéras
algoritmus. Nemdeterminisztikus, hiszen ott van benne az ND fiiggvény is.

Maga az algoritmus lényegében azt csindlja, hogy egyszerre egy csicsot tart csak a memoria-
ban, az u-t, ahol éppen van, ezt az s csicsra inicializalja és egy legfeljebb N 1épésen at tarto
y,hemdeterminisztikus bolyongassal” keresi t-t: minden iteracioban nemdeterminisztikusan ki-
generalja a kovetkezé cstcsot, ahova u-r6l 1éphet (ha nem sikeriilt szomszédot generaljon, akkor
azon a szalon feladja a szdmolast), és atlép oda, ezt addig ismétli, amig oda nem ér t-hez (ekkor
nyilvan van 1t s-bél t-be, hiszen egy s ~» t sétan kozlekedett végig), vagy le nem lépett N-t,
amikor is kilovi ezt a szalat.

Az vilagos, hogy ha az algoritmus egy szalon igazzal jon vissza, akkor s-bol t tényleg el is
érhetd; ha pedig s-bdl ¢ elérheto, akkor a legrovidebb oda vezet6 Ut kevesebb, mint N hosszu,
igy lesz egy olyan szal, mely pont ezt az utat generédlja le és a nemdeterminisztikus program
végeredményben tényleg elfogadja az input grafot — vagyis ez a kod eldonti az ELERHETOSEG
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problémat, nemdeterminisztikus logtarban, tehat:

Allitas
ELERHETOSEG € NL. J

19. Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Ebben a részben megprobalunk komplementalni nemdeterminisztikus algoritmust, a tar-
igény lényegi romlasa nélkiil. Azt mar lattuk korabban, hogy mig determinisztikus algorit-
musnal elég kicserélni az ACCEPT sorokat REJECT sorokra (és igy kapjuk, hogy TIME(f(n)) =
coTIME(f(n)) és SPACE(f(n)) = coSPACE( f(n)), hiszen ezzel a probléma komplementerét vég-
eredményben ugyanannyi tarban és idében dontjiik el, mint eredetileg, coC C C-bdl pedig a
co monotonitasa miatt kovetkezik, hogy ekkor C = cocoC C coC is igaz, tehat egyenléek), de
nemdeterminisztikus algoritmusoknal ez nem ilyen egyszerii: ha 0sszesen ezt tessziik egy nem-
determinisztikus algoritmussal, akkor ha egy inputra vegyesen voltak igen/nem szalak, akkor
tovdbbra is vegyesen lesznek (csak most méar nem/igen szdlak lesznek), és igy ezt az inputot
az eredeti és a modositott algoritmus is ugyanigy elfogadja, tehat igy altalaban nem tudunk
komplementalni!]

El6szor is, megint csak az elérhetdségi modszert akarjuk alkalmazni: ha megoldjuk azt a kérdést,
hogy ,igaz-e, hogy az input grafban az s cstcsbol nem érheté el a ¢ cstics”, nemdeterminiszti-
kusan logaritmikus tarban, akkor ez jo lesz: ezt az algoritmust fogjuk futtatni a konfiguracios
grafon és kész is lesz, hiszen ahogy a Savitch-tételnél is lattuk:

e cgy O(f(n)) tarigényti RAM-programnak legfeljebb c - 2°U/(") konfiguraciéja lehet egy
konstans c-re, ami persze 20/(M)+lge (itt ¢ a programsorok szamaboél jon, azt is le kell
taroljuk a regiszterek tartalman kiviil, hogy melyik sorban vagyunk éppen)

e akkor ha s a kezd$ konfiguraci6, t pedig az egyetlen elfogad6 konfiguracié (korabban
mar megegyeztiink abban, hogy feltehet, hogy a program elfogadés el6tt visszaallitja
az Osszes regisztere értékét O-ra, majd ugrik az egyetlen ACCEPT sorra, ezért felteheto,
hogy a konfiguracios grafban egyetlen elfogadé konfiguracié van), ugy ebben a gréafban a
sigaz-e, hogy nincs Ut s-bdl t-be” kérdés eldonthetd lesz nemdeterminisztikus logtéarban,
azaz log(20U/(M)+lge) — O(f(n)) + log ¢ tarban

e ami, mivel f(n) a logc konstansnal ordéban biztos nagyobb-egyenlé, azt jelenti, hogy
nemdeterminisztikus O(f(n)) tarban el tudjuk dénteni az eredeti probléma komplemen-
terét is.

Széval most a célunk ez lesz: egy input graf s és t cstcsarél nemdeterminisztikusan O(logn)
tarban akarjuk eldonteni, hogy igaz-e, hogy s-bol nem érhet6 el t. Ha ez sikertil, akkor abbol
emiatt a fenti miatt kijon, hogy minden f(n) fiiggvényre NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n))
(itt azért az fontos, hogy a NSPACE osztély is, mint ahogy a tobbi is, eleve ,,ordéban” definidlja
a megengedett er6forrdsigényt).

31Ha meg nincs olyan input, amire vegyes vélaszok vannak, akkor minek is nemdeterminisztikus az egész? ha
mondjuk mindig az els6 lehetoséget valasztjuk, akkor determinisztikusan jutnank el ugyanoda. Tehat a ,vegyes
output” lehetésége, majd ebbdl az eredmények vagyoldsanak visszaadasa egy fontos komponens ahhoz, hogy
legyen ,értelme” a nemdeterminizmusnak.
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Ehhez egy nemdeterminisztikus fiiggvénykiszamito algoritmust fogunk fejleszteni, nevez-
zitk mondjuk ELERHETOKSZAMA(G, s)-nek, ami inputként megkapja a G irdnyitott grafot és
annak az s csucsat, nemdeterminisztikus és minden szalon vagy egy szamot ad vissza, vagy
azt, hogy ,passz”, mégpedig:

e van minden G, s inputra olyan szél, amelyik egy szamot ad vissza (azaz olyan nem lehet,
hogy minden szl passzoljon), és

e ha szamot ad vissza, az garantaltan a G-ben s-bol elérheto csticsok szama lesz.

Hogy ez mire j67 Nézziik csak ezt az algoritmust:

main(G, s, t) {
count := elérhetdkSzama(s);
if ( count ==, Passz" ) return ,Passz";
for( u:=1.N ) {
if( ndElérhetd( s,u,n ) ) {
if( w==1% ) return false; //ha elértik t-t, nyilvan elérhetd = false
count := count — 1;
}
}
if ( count==0 ) return true;
return ,Passz";

3

Itt az NDELERHETO(s, t, d) egy nemdeterminisztikus eljards, ami szokésos true/false értékekkel
tér vissza, és pontosan akkor térhet vissza trueval (legaldbb egy szdlon), ha s-bdl u elérhetd
legfeljebb d 1épésben:

boolean ndElérhet&(s, ¢, d) { //input két cslcs és egy max lépésszim
u:=g; //ebben a csicsban vagyunk most
steps :=0; //ennyi lépést tettink meg
while( steps <d ) {
if( u==1t ) return true; //ha odaértiink, akkor van ut
v:=Np(l...N); //generalunk egy szamot 1..N kdézt: egy csicsot
if ( Gu][v] ) { //ha ide atléphetiink, akkor atlépiink
U= 0;
steps := steps + 1;
} else return false; //ha nem olyan csiicsot generalunk, ahova &t tudunk lépni
}

return false; //ha d 1lépésben nem értink oda, akkor ez a szal nem taldlt oda

}

Alapvetéen ez ugyanaz a kéd, mint amit mar lattunk az el6zo fejezetben, csak plusz egy d
lépéskorlattal: el6szor is inicializalja a current valtozot s-re, majd egy ciklusban ellendrzi, hogy
,odaért-e” mar t-re, ha igen, akkor ledllhat a keresés és mehet a true, hiszen ekkor s-bdl biztos
elérhet6 t. Ha még nem ért oda, akkor nemdeterminisztikusan generalunk egy tjabb csticsot a
grafban, majd megnézziik (akar a szomszédsagi matrixszal, akdr mésképp), hogy atléphetink-e
a curent csicsbodl az jonnan generalt next csicsba. Ha igen, mert van él, akkor ezt meg is
tessziik; ha nem tudunk atlépni, akkor ezen a szalon false jon vissza. Tehat az ,,él6” szalakon
tkp nemdeterminisztikusan s-bol indulva 1épkediink; ha s-bdl ¢ elérhetd, akkor lesz olyan szal,
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ami legfeljebb d 1épésben atér s-bol t-be (pl az, amelyik a legrévidebb tton halad s-bdl ¢-be).
Ezért az egész 1épkeddst egy ciklusba tessziik, amit d-ig szamol; azokat a szalakat, melyek d
lépésen se érték el s-bol t-t, kil6jiik false-al.

Tehat, az NDELERHETO(S, u, d) egy ,szokvanyos” nemdeterminisztikus algoritmus azzal, hogy

e ha s-bdl u nem érheto el d 1épésben, akkor minden szalon false az eredmény;

e ha elérhet6 d lépésben, akkor van legalabb egy szal, ahol true az eredmény.

Ez alapjan nézziik meg, hogy mit adhat is vissza a MAIN(G, s,t) fiiggvényiink, ha sikertil
tgy megirjuk az ELERHETOKSZAMA(s) fliggvényt, ahogy szeretnénk: vagy mondja meg, hogy
mennyi cstcs érheté el s-bol (s-sel egytitt), vagy passzoljon, de legaldbb egy szédlon mondja meg
a szamértéket.

e Ahhoz, hogy false j6jjon vissza, az kell, hogy a belso ciklusban u == t igaz legyen. Azaz,
hogy az NDELERHETO(s,t,n) fliggvény igazat adjon, mert az u valtozd végigmegy az
Osszes csucson, tehat lesz olyan, hogy uw == t. Marmost ha s-bdl ¢ elérhetd, olyankor egy
teljesen valid forgatokonyv, hogy

az ELERHETOKSZAMA(s) fuggvény visszaadja azt, hogy hdny cstics érhetd el s-bél,
akkor az ezutani if nem aktivalédik, mert egy szam jott vissza, megytlink tovabb,

végigscanneljiik az Osszes csucsot, koztiik ¢-t is és amelyikre a belsé hivott
NDELERHETO fiiggvény igazat ad, megnézzik, hogy t-e, ha igen, visszaadunk ha-
mist, kiilonben siman csokkentiink egy szamlalét

és konkrétan amikor ezzel a ciklussal a t-hez ériink, olyankor az NDELERHETO flgg-
vény adhat igazat is egy szalon, és mi meg visszajoviink azzal, hogy false.

e Ahhoz mi kell, hogy true jOhessen vissza?

true-val csak akkor joviink vissza, ha kiszabadulunk az u-s forciklusbol és a count
értéke ekkor 0 lesz.

A count persze egy szamra kelljen bedlljon az elején, hiszen ha ,passz” lenne, mar a
ciklusig se jutnank el.

Tehat, amikor nekidlljuk daralni a ciklust, akkor a count valtozoban pontosan az s-
b6l elérhetd csticsok szdma lesz (mert {gy akarjuk megirni azt az ELERHETOKSZAMA
fiiggvényt, amit még nem irtunk meg, de igy szeretnénk, hogy miikodjon).

Amikor megy a ciklus, akkor ha s-bél nem érheté el w, ugy biztos, hogy a
NDELERHETO fliggvény is hamist ad, ilyenkor tehdt nem fogjuk csokkenteni a count
valtozé értékét.

Azaz, a count csak akkor fog csokkenni, ha wu elérhet6 cstics és raadasul az
NDELERHETO (nemdeterminisztikus) figgvény el is érte. (A d == n paraméter
biztos jo lesz, hiszen ha valaki elérheto egy n cstucsi grafban s-bél, akkor n 1épésben
is elérheté.)

Mivel count-ban alapbdl az Gsszes elérhetd cstucs szama volt, ezért csak akkor tud-
juk lehozni O-ra, ha az NDELERHETO(s, u, n) hivasokkor az 6sszes olyan u-ra, ami
elérheté s-bol, tényleg true-t kapunk vissza. Ettol lesz count értéke nulla a ciklus
végén.
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— De ha t is elérheté lenne, akkor mar ahogy bemegyiink az ifbe, azonnal hamist
adtunk volna vissza és nem jutunk el a return truig.

— Tehat: pontosan akkor adhatunk vissza true-t a mainbdl, ha az elérhetok szama
figgvénytink visszaadja azt, hogy G-ben s-bél hény cstics érheté el (ez lehetséges
lesz), végigporgetjiikk az u-ra a ciklust, mindent elériink akit csak el lehet és nincs
koztik a t.

— Azaz: akkor tudunk visszaadni true-t, ha s-b6l nem érhetd el. (és ekkor van is a
fentiek szerint ilyen futds, ami igazt ad vissza.)

Tehét: ha sikeriil megirjuk az ELERHETOKSZAMA fiiggvényt tigy, ahogy igértiik, akkor a MAIN
fliggvénytink pontosan akkor tud true-t visszaadni, ha s-bdl ¢ nem érheto el.

Tarigényre akarunk optimalizdlni, de eddig nincs gond: az NDELERHETO fiiggvény nem ad 1j
értéket s-nek, sem wu-nak, sem d-nek, igy oket nem kell beszamoljuk; ha s is és u is csucsok,
d pedig egy 0 és n kozti 1épésszamlalé (tgy hivjuk 6ket a MAINDOL, tehat akkor biztos azok),
akkor 6ket le tudjuk irni logn biten; a steps valtozé nemnegativ egész, n-rél indul, n6ni nem
tud, csak csokkenni, tehat valahol 0 és n kozt lesz mindig az értéke, ez elfér logn biten; a next
valtoz6 egy helyen kap értéket, ott egy 1 és n kozti szdamot (egy csicsat a G grafnak, ez elfér
logn biten); a current valtoz6 meg vagy az s-t, vagy a nextet kapja meg értékiil, amik elférnek
log n biten, tehat current is.

Mivel a fiiggvény nem rekurziv, és nem bantja az inputot, az NDELERHETO fiiggvény ezek sze-
rint nemdeterminisztikus logtaras, hiszen minden lokalis valtozéja az (az eredeti input grathoz
képest persze).

A MAIN fiiggvény pedig hasznal egy count valtozot, amibe elviekben az s-bdl elérhetd csticsok
szama kerill, az 1 és n kozt van (s-bol s mindenképp elérhetd, ezért legaldbb 1 lesz), az elfér
logn biten, még ugy is, hogy plusz egy opcié a ,passz” (amit lehet akar 0-val reprezental-
ni). Aztdn van egy u valtoz6, ami 1 és n kozt vesz fel egész értékeket, ez is elfér logn biten,
méas valtozd meg nincs, tehdt a fiiggvény lokdlis valtozdéi O(logn) tarat igényelnek, belil az
NDELERHETO fuggvényhivist az el6bb szamoltuk ki, hogy az is csak logn tarat igényel, az
ELERHETOKSZAMA fliggvényt pedig szintén logtaras (nemdet) fiiggvényként akarjuk imple-
mentalni, ezért a MAIN fiiggvény egyrészt eldonti az ELERHETETLENSEG problémat, mésrészt
logtaras lesz, ha az elérhetd cstcsok szamat tényleg nemdet logtarban eldonteni.

Na akkor prébaljuk meg implementdlni az ELERHETOKSZAMA(S) fiiggvényt. Vagy vissza kéne
adja az s-bol G-ben elérheto csiicsok szamat, vagy azt, hogy ,,passz”, legyen olyan szal, amikor
a pontos értéket adja vissza, mindezt logtarban.

Prébaljunk meg frni egy ELERHETOKSZAMA (s) fiiggvényt, ami ezt egy forciklussal oldja meg,
ami d = 0-t6l megy n-ig, és kiszamolgatja a ciklusmagban, hogy legfeljebb d 1épésben hany
csucs érhetd el s-boll Ha meg kozben hibara fut egy szalon, mondja azt ez is, hogy ,passz”.

elérhetdkSzama( s ) { //input a graf s csicsa
d:=0; //alapeset: O lépésben hany cslics érhetd el?
prev:=1; //hat csak 1: maga az s csics
for( d:=1...N ) { //velépéskor a max d-1 lépésben elérhetdk szama prev-ben van
count :==0; //ebbe szamoljuk, hogy mennyit sikerilt elérni d lépésben
for( u:=1...N ) { //megprébaljuk elérni u-t d lépésben
check :=0; //ellenbrzi, hogy minden v-t elérink-e lentebb, akit csak lehet
for( v:=1...N ) { //el lehet-e érni v-t d-1, aztan onnan u-t 1-et 1lépve?
if ( ndElérhetd( s,v,d—1 ) {
if( Gv]lu] or v==u ) { //u elérhetd, szamoljuk meg és u-ciklus goes brr
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count := count + 1;
continue u;
}
check := check +1; //megszamoljuk v-t, mert d-1 lépésben elérhetd volt
}
}
if ( check # prev ) return ,Passz"; //valakit nem taldltunk meg d-1 lépésben
}
prev := count; //countba gylijtéttik, mennyit sikerilt d lépésben elérni
}
return prev;

3

Az algoritmus kintrél nézve mit végez: visz egy d valtozot, van ra egy forciklus. Egyrészt, d
értéke 0 és n kozt fog mozogni, tehat logn biten elfér. Mésrészt, a ciklusinvariansunk az lesz,
hogy a ciklusbdl kijovéskor igaz lesz, hogy a prev valtozoban pontosan a d lépésben elérhetd
cstcsok szama lesz. (Mikor pedig visszalépiink a ciklusmagba, akkor noveljitk d-t, ezért a ciklus
magjaban ez a feltétel azt jelenti, hogy prev-ben pontosan a d — 1 1épésben elérhetd csticsok
széma lesz.)

Ez a kéd elején, a ciklusba valé els6 belépéskor igaz: legfeljebb 0 lépésben 1 cstics érhet6 el
s-bél, maga s. Ha a ciklusinvarianst fenntartjuk, akkor a végén a RETURN prev tényleg jo
lesz, mert akkor az a legfeljebb n 1épésben elérhet6 csicsok szamat fogja majd tarolni azon a
ponton.

Mi torténik a d ciklusban? 0-ra allitunk egy count valtozot, ebbe fogjuk Osszeszamolni, hogy
hany cstcs érheto el legfeljebb d 1épésben, és kozben intenziven hasznélni fogjuk azt a tuda-
sunkat, hogy legfeljebb d — 1 lépésben prev darab csiics érheto el s-bol. Ha ez sikeriil, akkor
fennmarad a ciklusinvarians, mert a prev valtozonak csak egyszer, a ciklus végén adunk értéket,
magat count-ot, akibe addigra Ossze akarjuk szamolni a d lépésben elérheté csticsok szamét.

Az 6sszeszamlalas tgy megy, hogy visziink egy v = 1...n ciklust, és minden u csticsot meg-
probalunk elérni d lépésben. Ha sikertil, noveljiik a count valtozot. (Es ismét: ha kozben
detektaljuk, hogy elszamoltunk valamit, akkor kijoviink ,passz”-szal). Ha ezt rendesen csinal-
juk meg, akkor az u ciklus végére a count valtozdban tényleg a max d 1épésben elérheté csticsok
szama lesz.

Lassuk, hogy akarjuk elérni az u csicsot: kerestink egy olyan v cstcsot ciklusban, aki elérheto
d — 1 lépésben, és ahonnan at lehet 1épni u-ra (vagy aki maga u, hogy a ,legfeljebb” opcid
biztos kijojjon). Tehat végigtolunk egy ciklust v = 1...n, és ha olyan v csucsot taldlunk, akire
az NDELERHETO fiiggvény azt mondja, hogy elérhetd legfeljebb d — 1 1épésben, akkor ennek
megorilink, megndveljiik az elért csiicsok count szamat és megytiink tovabb a kévetkezo u-ra,
hogy az akkor vajon elérheto-e.

Csakhogy, ha az NDELERHETO fliggvény azt mondja, hogy v elérhetd, akkor biztosan igazat
mond, de ha azt mondja, hogy nem elérheto, akkor attol még lehet, hogy valdjaban az, csak
pont nem egy ,accept” szalon futott, errdl szol a nemdeterminizmus. Ezt a tévedést detektalni
akarjuk és ha rajoviink, hogy tévedett az NDELERHETO fiiggvény, mi meg észrevessziik, akkor
»passz”’-szal jovink vissza.

A tévedést ugy detektaljuk, hogy minden egyes u cstcs keresénél amikor scanneljik a v-ket,
kozben szamoljuk, a check nevii valtozdba, hogy hany v cstcsot sikeriilt elérni legfeljebb d — 1
lépésben: ha v-re azt mondja az elérhet6 fiiggvény, hogy igen az, akkor noveljiik a check valtozo
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értékét. Namost ha lefut a v ciklus, az azt jelenti, hogy nem taldltunk olyan v-t, aki elérheto
max d — 1 1épésben s-bol, és akibdl elérheto u legfeljebb egy 1épésben. Ha itt ezen a ponton
prev = check, az azt jelenti, hogy pontosan annyi csticsra mondta az NDELERHETO fliggvény,
hogy elérhetdk s-bol max d — 1 1épésben (check), ahdnyan tényleg azok is (prev), és mivel az
NDELERHETO fliggvény ha igent mond, akkor nem téved, ez tényleg azt jelenti, hogy nincs is
olyan v cstcs, ami max d — 1 messze van s-t6l és ahonnan v max egy messze van, azaz azt,
hogy u nem elérheté max d 1épésben s-bdl és minden rendben, hajthatjuk tovabb az u ciklust,
ez az u tényleg nem elérheto.

Ha viszont check # prev (konkrétan kisebb lesz), az azt jelenti, hogy volt olyan v, akire az
NDELERHETO fiiggvény azt jelentette le, hogy nem érhetd el s-b6l max d— 1 1épésben, pedig az
volt; ezt a hibat nem prébaljuk meg kijavitani, hanem kijoviink az egész fliggvénybdl azzal, hogy
,passz”. Sok szal fog emiatt ,passz”’-t mondani, de lesz egy olyan szal, ahol az NDELERHETO
fiiggvény mind a kb akar n? hivdsakor a helyes vélaszt fogja adni, és ekkor a ciklus végén a
count valtozéban tényleg azokat szamoltuk meg, akik max d lépésben elérheték s-bol. Odaadjuk
prevnek és hajtjuk tovabb a d ciklust: ez a kéd igy a végén tényleg vagy a korrekt szamot adja
vissza, hogy hany cstcs érhetd el s-bél (max n 1épésben, azaz egyaltalan), vagy pedig azt, hogy
»passz”, de van olyan futdsa mindig, ami a szammal jon vissza.

OK, tehat nemdeterminisztikusan (mert az NDELERHETO fliggvény az) ki tudjuk szadmolni,
hogy hany cstcs érhetd el G-ben s-bol. Tovabba, ebben a fiiggvényben az inputot nem bantjuk,
a lokalis valtozok d, aki 0 és n kozti értéket vesz fel, prev, check és count, akik csicsokat
szamolnak, tehat 0 és n kozti értéket vesznek fel, v és v, akik csiicsokat vesznek fel értékiil,
tehat 1 és n kozti szamok, mas meg nincs. Tehat minden lokalis valtozonk elfér log tarban, és az
egyediili meghivott fiiggvényiink, az NDELERHETO is logtaras, ezeknek az Osszege is logtdras,
tehat

. A
Allitas: Immerman-Szelepcsényi tétel )

Létezik olyan nemdeterminisztikus algoritmus, mely logtarban kiszamolja a G' graf s csi-
csabol elérheto csicsok szamat.

Itt a ,nemdeterminisztikus kiszamitas” pont azt jelenti, amit csindltunk: minden egyes szal
vagy visszaadja a korrekt eredményt, vagy kiall hibara, és minden inputra létezik legalabb egy
olyan szal, mely a korrekt eredménnyel jon vissza.

Azt meg mar lattuk, hogy ezt az algoritmust hogyan tudjuk felhasznélni az elérhetetlenség
megoldasara, tehat:

Allitas
ELERHETETLENSEG € NSPACE(logn). J

Az elérhetoségi modszerrel pedig a fejezet elején kifejtett modon lehet megoldani tetszoleges
nemdeterminisztikus RAM gép konfiguracios gréafjan egy elérhetetlenség probléma megolda-
saval, hogy igaz-e, hogy az adott program az adott inputot nem fogadja el, emiatt pedig a
kovetkez6 igaz:

Allitas
Tetsz6leges f(n) fuggvényre NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n)). j

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szabolcs, SZTE) 103 2020. december 19.11:49:54



Azaz ha egy problémat el lehet donteni valamennyi tarban nemdeterminisztikusan, akkor a
komplementerét is (nagysagrendben) ugyanannyi térral el lehet donteni nemdeterminisztikusan.
Ezt 4gy is mondjak, hogy a nemdeterminisztikus tarbonyolultsagi osztalyok zartak a
komplementerképzésre.

20. Alapveto osszefiiggések bonyolultsagi osztalyok kozt

Lattuk korabban, hogy P C NP és vazlatosan lattuk azt is, hogy NP C PSPACE, vagyis
tudtunk mondani kiilénbo6z6 eréforrassal és determinizmus moddal definialt osztalyok kozt tar-
talmazasokat. Ebben a fejezetben harom ilyet fogunk latni, ennél altalanosabban, tetszoleges
f(n) id6- és tarkorlatra. Itt is tobbszor fogjuk hasznalni az elérhetdségi maédszert, amikor
is a programot ugy ,szimulaljuk”, hogy a konfiguraciés grafjan oldunk meg egy elérhetoségi
problémat.

Az elsé allitascsoport elég egyszeri:

Allitas
TIME(f(n)) € NTIME(f(n))
SPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))

Ez persze azért van, mert ha egy problémat f(n) idében/tarban eldont egy program, akkor
ugyanaz a program felfoghaté tigy is, mint egy nemdeterminisztikus program, ami sose agaztatja
ketté a szamitast; a kimenete persze ugyanaz lesz igy is. Nyilvan pl. emiatt L C NL és
P C NP.

A masodik 6sszefiiggés hasonlit az NP C PSPACE allitasunkra korabbrél, de anndl altalano-
sabb:

Allitas
NTIME(f(n)) C SPACE(f?*(n)) j

({ Bizonyitas ~

Tehét a mondds az, hogy ha van egy N nemdeterminisztikus programunk, ami f(n) id6-
korlatos, azt tudjuk szimuldlni egy f?(n) tarkorlatos, determinisztikus programmal.

El6szor is ,normalizaljuk” az N programot egy kicsit: tegyiik fel rola az altalanossag meg-
szoritasa nélkiilm, hogy mindig pontosan két valasztasa van megallasig, ezeket jelolje O
és 1: Ha pl. azért lenne 5 valasztasa, mert épp a 8. utasitast kéne végrehajtsa és ab-
bdl van 6t darab a koédban, ezt at tudjuk alakitani: atszamozzuk a 8. utasitasokat ot 1j
sorszamot kiosztva, a 8. utasitasbol egy ugrast készitiink egy még djabb helyre, ott nem-
determinisztikusan generdlunk egy héarombites szamot (mert ennyi elég az 5 lehetGségre),
ha 000 lett, akkor az els6 opciéra ugrunk, ha 001, akkor a masodikra, stb, ha 100, akkor
az otodikre, ha meg tul sok, akkor rejecteliink egyet. Tehat ezzel at tudjuk konvertalni
olyanné a kédot, mely mar minden lépésben legfeljebb kétfelé agazik el, és nem lesz sokkal
lassabb: egy eredetileg k-felé torténd eldgazas egy 1épés helyett logk 1épésben torténik
meg, de persze k a programtoél fliigg, az inputtél nem, csak attol, hogy egy sorszam hany
példanyban van kiosztva, igy log k is konstans, vagyis az igy médositott program tovabbra
is O(f(n)) idékorlatos lesz. Ha csak egy lehetésége van, akkor azt felfoghatjuk tgy, hogy
ketto, de mindketté ugyanaz.
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[lyen médon most mér ha van egy f(n) hosszi bindris stringtink, az leir egy szamitési
szalat: az els0 bit mondja meg, hogy az elsé lépésben a két lehetoség koziil melyiket
valasszuk, a masodik bit azt, hogy a masodik 1épésben melyiket az akkori két lehetdség
kozil, stb. Nagyon hasonléan a ,SAT megoldasa linearis tarban” torténethez, itt is azt
fogjuk csindlni, hogy bedllitjuk (mondjuk) egy amigy nem hasznalt regiszterbe bindris
szamként a 00...0 szamot, mely f(n) darab 0-bdl all, és azt az egy szdlat szimuldljuk le,
amit ez elkddol; ha ez acceptel a végén, akkor mi is, egyébként meg noveljik eggyel a szalat
kédolo szamlalot és ujra kezdjilk a szimulaciét. Ha végigprébaltuk az 6sszes lehetdséget,
vagyis kiprobaltuk mar az 11...1 szélat is, és még az se fogadta el az inputot, akkor pedig
elutasitjuk az inputot is. Lényegében ezt csinaltuk a harom NP-teljes probléma linearis
tarban torténo megoldasakor is.

Van péar probléma, amit meg kell oldjunk azért ezzel a megkozelitéssel:

1. Nem biztos, hogy maga az f(n) fiiggvény olyan kénnyedén kiszamithaté (lehetséges,
hogy f(n) darab 0 kiszdmitasahoz tobb tar kéne, mint f?(n), vannak ilyen elborult
fﬁggvények@, ezért semmi nem garantalja, hogy tudjuk inicializalni a szamlalonkat.
Ehelyett egy iterativan mélyiil6 mélységi keresést csinalunk: futtatunk egy k
szamlalét 1-t0l folfelé egy while ciklusban, és minden egyes k értékre:

e kigeneralunk k darab 0-t, ezzel inicializaljuk a szal azonositéjat,

o leszimuldljuk a szalat, amit az azonosité megad, ennyi lépésig, a kiévetkezok
torténhetnek:

— ezen a k 1épésen belil talalunk egy acceptet, ekkor accepteljiik mi is az
inputot.

— ezen a k 1épésen beliil rejectel a szal, 1épiink tovabb a kévetkezore, novelve
a szamlalot.

— ezen a k 1épésen beliil nem végez még a szal. Ezt megjegyezziik egy boolean
valtozéba, melybe azt taroljuk el, hogy az aktudlis k-ra volt-e befejezetlen
szalunk. Ezt k novelésekor mindig beallitjuk hamisra, az ilyen esetekben
pedig igazra tesszik.

e ha elértiink a k& darab 1-esig, és nem volt accept, akkor két eset lehetséges:

— volt olyan szal kozben, ami nem fejez6dott be. Ekkor noveliik k-t eggyel és
megylink vissza a , generadlunk £ darab 0-t” lépésre.

— nem volt ilyen szal kozben. Ez azt jelenti, hogy ezen a k 1épésen beliil
minden szal véget ért rejecttel — ekkor pedig mi is rejecteljiik az inputot.

Nyilvan ha k elér f(n)-ig, akkor mar biztos, hogy minden szal be fog fejez6dni k
lépésen beliil, tehat magat a szamlalét tényleg el fogjuk térolni f(n) biten, és nem
kell tudnunk réla, hogy tulajdonképpen mennyi is a pontos értéke, igy nem bajos
az, ha esetleg amigy maga az f(n) nem lenne kiszdmithat6 a megadott tarkorlaton
beliil.

2. A szimulécié be kéne férjen O(f?(n)) tarba. Ez alapvetéen nem problémas: azt lehet
igazolni indukcioval, hogy egy n-bites inputon elinditva egy RAM programot, a t.
lépésben a regiszterekben tarolt szamok (igy persze a cimiik is, mert mikor megcim-
ziink egy regisztert, akkor vagy konstanst, vagy egy mar regiszterben 1évé szamot
hasznalunk cimezni) legfeljebb n + ¢ + t-bitesek lehetnek egy alkalmas ¢ konstansra.
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Ez a program elinditasakor persze igaz, hiszen a 0. lépésben csak az input regisz-
terekben vannak nemnulla szamok, amik legfeljebb n-bitesek. Egy utasitas pedig
ha feltételes ugras, vagy accept/reject, akkor nem valtoztat a regiszterek tartalmén;
ha pedig értékadas, akkor egy regiszterbe keriilhet egy Osszeg vagy egy kiilonbség,
mégpedig két olyan értéké, ami mindketté vagy egy regiszterben van benne, vagy
konstans. Marmost ha a programban szereplo konstansok mind legfeljebb c-bitesek,
akkor a legnagyobb szam, amit eredményként elérhetiink, két (n + ¢ + t)-bites szam
osszege lesz, ami egy legfeljebb (n + ¢ + t + 1)-bites szam lehet (itt fontos pl, hogy
a szorzas nem elemi mivelet, mert akkor az megdupldzhatna a hasznalt tarat min-
den 1épésben), és meg is vagyunk az indukciéval. Tehét f(n) 1épés utédn, még ha
folyamatosan mindig jabb és tijabb regiszterekbe is irkaljuk a szdamainkat, 6szesen
legfeljebb f(n) darab, egyenként max. (n + ¢+ f(n))-bites szdimunk lesz, olyan re-
giszterekben, melyeknek a cime is egyenként max. (n + ¢ + f(n))-bitesek. Mivel
id6korlatrél van szd, arrdl abban egyeztiink meg korabban, hogy f(n) = Q(n), ezért
n+c+ f(n) = O(f(n)), igy van f(n) darab O(f(n))-bites szamunk, O( f(n))-bites ci-
mii regiszterekben, tehdt egy regiszter leirdsdhoz elég O(f(n)) + O(f(n)) = O(f(n))
bit (cim+tartalom), ilyenbdl van f(n), tehat dsszesen O(f(n) - f(n)) = O(f?*(n))
tartertilet elég a komplett szimuléciéhozﬂ.

3. Ujra kell tudnunk inditani a szimuldciét. Ez megoldhaté, ha N offline, hiszen akkor az
inputot nem bantjuk, ezért ekkor csak a munkaregisztereket kell kinullazzuk, mielott
djrainditjuk a szimulaciot. Ha N nem offline, akkor pedig azzd tehetd konnyen:
els6 korben lemasoljuk az inputot j munkaregiszterekbe, és innentdl oket kezeljitk
inputként. Ekkor persze az id6limit megné a maéasolashoz kell6 O(n) 1épéssel, de
ismét, mivel f(n) = Q(n), ezért n+ f(n) = O(f(n)), ez sem okoz gondot.

Mas probléma nem mertil fel ezzel a megkozelitéssel, igy tehat tényleg tudunk determi-
nisztikusan f?(n) tarban szimuldlni nemdeterminisztikus, f(n) idékorldtos programt.

?Kés6bb a ,nem ilyen elborult fiiggvényeket” fogjuk majd ,megengedett bonyolultsagi fiiggvény”nek
nevezni.

YEbbél jon ki a négyzet a képletben. Ha Turing-gépiink lenne az architektirank, ott ez a tétel gy
szélna, hogy NTIME(f(n)) C SPACE(f(n)), mert Turing-gépen egy lépésben nem lehet ilyen mértékben

novelni a ,realisztikus” tarteriiletet.
\_ J

Emiatt pl. most mar formalisan is tudjuk, hogy minden NP-beli probléma, mondjuk n* id6-

korldtos, szimulalhaté determinisztikusan (n*)? = n?, azaz szintén polinom, tarban, vagyis
NP C PSPACE.

Lassuk, hogy nemdeterminisztikus tarat ha szeretnénk determinisztikus idében tarolni,
akkor ott milyen romlassal szamolhatunk: exponencialissal

Allitas
NSpPace(f(n)) € Time(k/™). J
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({ Bizonyitas ~\

Még mindig, egy ilyen képletben az n mindig az input méretét jelenti, k pedig egy tetszo-
leges konstans, tehat a TIME(k/(™) jelolés az |J TIME(E?(™) osztalyt jelenti, benne van a
k>0

27 i, a 37 is, stb.

Itt megint az elérhet6ségi modszert haszndljuk. A nemdeterminisztikus gép, ha f(n)
tarkorlatos, akkor van egy O(f(n)) méretii munkateriilete, melyet 20U (™)_féleképp irhat
tele, tovabba van konstans sok, mondjuk K darab utasitds, melyekbol all a program-
ja, tehat ha egy ,snapshotot” készitiink réla miikodés kozben, elmentjik a regiszterek
K -20UM) = O(kf/M)-féle lehet. Ha tehat legyartjuk a konfiguraciés grafot, melynek
csucsal a konfiguraciok, és Cy — Cs él akkor van benne, ha C'-bdl Cy-be egy 1épésben
atjuthat a gép, akkor a feladatunk azt eldonteni, hogy ebben a grafban elérheté-e a kez-
dé konfiguraciobol egy elfogadd konfiguracid. Erre ha akar egy szélességi vagy mélységi
keresést hasznalunk, az a graf méretével aranyos idoben fut le: tudjuk, hogy a cstcsok
szama O(k7™), azt is tudjuk, hogy minden csticsbdl csak max konstans sok él fut ki (egy
konfiguraciénak még az is felteheto, hogy csak max két rakovetkezéje van, mint ahogy az
el6z6 bizonyitasban is volt), tehat az élek szama is O(kf(™), igy ezen a grafon egy szélességi
keresés futtatdsa valéban végrehajthaté O(kf(™) idében és készen is vagyunk.

Persze legyarthatjuk elore az egész konfiguracios grafot és aztan futtathatunk rajta egy
keresOalgoritmust, de eggyel szebb megoldas on-demand generalni az érintett cstcsokat:
mikor a keresésben egy x csuics (konfiguraci6) szomszédait generdljuk le és szurjuk be
a szlirke listaba, ha még nem lattuk, elég csak akkor legyartani az x konfiguracié két
ekkora rakovetkezd konfiguraciot kell legyartanunk), annak ellenérzése, hogy lattuk-e mar
a csucsot, szintén megvan O(f(n)) id6ben (radix treet hasznalva a halmazhoz), hozzarakni
a konténer adatszerkezethez pedig O(f(n)) id6 szintén, amig odamasoljuk a konfiguraciét.
Osszességében tehat igy a kereséalgoritmus egy csticsot O(f(n)) id6 alatt kezel le, tehat az
osszes id6koltségiink igy O(f(n) - k/™), ami persze szintén O(kf(™) esetleg egy nagyobb
k konstansra, hiszen f(n) = O(k/(™) és igy az el6z6 idigény O((k/™)% = O((k2)7™))d

“hatvanyozas-azonossag
\ J

Eszerint az 4llitds szerint pl. NL C P, hiszen NL = NSpPACE(logn) C TIME(k'8"), a ko8
pedig egyenld n'°¢*-val (ez pl onnan is latszik, hogy ha mindkét kifejezés logaritmusét vessziik,
és logaritmus azonossaggal lehozzuk szorzdéba a kitevét, mindkett6bdl log k -log n lesz), és mivel
k a képletben egy konstans, igy log k is az, tehat n'°2* egy polinom. Ugyanigy, PSPACE =
SPACE(n¥) C NSPACE(n*) C TIME(K}") = TiME(20"")) = EXP.

Azaz belattuk, hogy az eddig megismert és nevesitett osztalyaink lancba rendezheto-
ek:

Allitas
L C NLCP C NP C PSPACE C EXP C R C RE. J

Meg persze az Immerman-Szelepcsényi tétel szerint tudjuk, hogy NL = coNL, azt alapbdl
tudjuk, hogy L, P, PSPACE és EXP is zartak a komplementélasra, NP-rél nem tudjuk (és
sokan nem is hissziik), hogy igy van-e, de a co monotonitasa miatt coNP is P és PSPACE
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kozt van, Savitch tételébol azt tudjuk, hogy PSPACE = NPSPACE, 6 azért nincs rajta a
képen.

Tehat egyelére kb. ennyit tudunk az eldonthet6é problémak nevesebb osztalyairdl és a bennitik
1év6 némelyik problémakrol:

21. A hierarchia tételek

A hierarchia tételek kb. arrdl szélnak, hogy ha ugyanabbdl a tipusu erdéforrasbol sokkal tobb
all rendelkezésre, akkor olyan problémat is meg tudunk oldani, mint amit kevesebb eréforrassal
mar nem.

A legjobb tipusu ilyen tétel persze valami olyasmi lenne, hogy pl. ,ha g(n) = o(f(n)), akkor
TIME(g(n)) € TIME(f(n)), ez mondana azt, hogy ha nagysdgrendben barmennyivel is tobb
idonk van, akkor azzal maris tobb mindent tudunk megoldani.

Van hasonl6 tétel, de — mivel a bizonyitasban diagonalis mddszert hasznalunk és van benne egy
olyan rész, ami kiszamitja f(n)-t — kell bele egy olyan rész, mely azért felel, hogy ki tudjuk
szamitani és kozben ne cstusszunk ki a ,nagyobb” fliggvény idéigényébdl. Ezeket a ,normaélis”
fiiggvényeket fogjuk megengedett bonyolultsagi fiiggvénynek nevezni:

Definici6: Megengedett bonyolultsagi fiiggvény]

Az f(n) : N — N fiiggvény megengedett bonyolultsigi fliggvény, ha van olyan algoritmus,
mely ki tudja szdmitani az 1" — 1/ fiiggvényt (tehat inputként kap egy n darab 1-esbél
allé stringet és outputra pontosan f(n) darab 1-est kell kiirjon), O(n + f(n)) id6ben és
O(f(n)) tarban.

Az NTIME(f(n)) C SPACE(f?(n)) tartalmazés bizony{tdsakor is azért keriiltiikk meg a ,, gyart-
sunk le f(n) darab nullat szamlalonak” részt és csindltunk helyette iterativan mélytils mélységi
keresést, mert igy ez a tartalmazkodds minden f(n)-re igaz, ha a bizonyitasban léptiink volna
egy ilyet, akkor csak azokra a fiiggvényekre jott volna ki, hogy igaz, amiket f2(n) tarban ki
lehet szamitani.

Gyakorlati szempontbdl nem nagy megszoritas az, hogy ,megengedett” fiiggvényeket hasznal-
junk:
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e az f(n) = n fuggvény megengedett, hiszen csak ki kell masoljuk az inputrél az output-
ra, amit ott taldlunk, ez megy O(n) idében és logaritmikus tarban (a pointerrel ahogy
végégmegyiink az l-eseken, ahhoz kell csak egy logtaras pointert haszndlnunk), tehat
beleférink az O(n + n) idébe és O(n) tarba;

e az f(n) = c konstans fuggvények megengedettek, hiszen csak ki kell irnunk ¢ darab 1-est,
ez megy konstans idoben és konstans tarban;

e az f(n) =1+ |logn] figgvényt (tehat az n szdm binéris alakjanak a hosszat) ki tudjuk
szamitani agy, hogy el6szor az els6 munkaregiszterbe megszamoljuk, hany egyes van az
inputon, ez O(n) id6 (minden egyesre egy O(1) inkrementalas) és O(logn) tarigényi (ez
elég az n szdm tarolasara), majd ezek utan egy masik regisztert elkezdiink 1-rél dupldzni,
minden duplazas utan kiirva egy l-est az outputra, egész amig el nem érjik az n-t, ez
tovabbi O(logn) tar és id6. (Az inputot csak olvassuk, az outputra csak stream médban
frunk). Igy osszesen O(logn) + O(logn) = O(logn) tarat hasznalunk, és O(n + logn)
id6t (azaz O(n)-t), ez is rendben van.

e ha f(n) és g(n) megengedett bonyolultsigi fiiggvények, akkor f(n) - g(n) is az: els6
menetben ahelyett, hogy f(n) darab 1-est irndnk ki az outputra, novelgetiink egy mun-
karegisztert f(n)-szer, ezt meg tudjuk tenni O(n + f(n)) idében, O(f(n)) tarban, egy
méasik munkaregiszterbe kiszamoljuk bindrisan ugyanigy g(n)-t is, O(n + g(n)) id6ben
és O(g(n)) tarban (note: ehhez a két részeredményhez kell pluszban O(log f(n)) és
O(log g(n)) plusz tar, de persze O(f(n)) + O(log f(n)) = O(f(n)), tehat ez még bele-
fér a nagysagrendbe. Ezutan Osszeszorozzuk a két regiszter tartalmat, erre mar lattunk
RAM algoritmust, mely O(log® f(n)) id6 alatt elvégzi a szorzast, majd az eredményt
egyesével csokkentve minden csokkentés utan kiirunk outputra egy 1-est, amig nullara
nem ériink, ez Gjabb O(f(n) - g(n)) idé lesz. A felhasznalt id6 O(n + f(n)) + O(n +
g(n)) + O(log® f(n)) + O(f(n) - g(n)), ami O(n + f(n) - g(n)), ez rendben, a tar pedig
O(f(n)) + O(log f(n)) + O(g(n)) + O(log g(n)) = O(f(n) - g(n)), ez is rendben.

e Tehat példaul minden konstans, az identikus fiiggvény, két fliggvény szorzata, dsszege is
megengedett, igy minden polinom is az, meg még szamos masik fiiggvény, ami az ember
eszébe juthat.

Most, hogy jobban ismerjik a megengedett fiiggvényeket, kimondhatjuk a hierarchia tétele-
ket:

- B
Allitas: Tarhierarchia tétel )

Ha f(n) és g(n) megengedett bonyolultsigi fiiggvények és f(n) = o(g(n)), g(n) = Q(logn),
akkor SPACE(f(n)) € SPACE(g(n)).

Példaul: ha f(n) = logn és g(n) = n, akkor rajuk teljesil a tétel feltétele, tehat
SPACE(logn) € SPACE(n), vagyis linedris tar ténylegesen tobb mindenre elég, mint loga-

ritmikus. Persze akkor polinom tar is tobb mindenre elég, mint logaritmikus és azt kapjuk,
hogy L C PSPACE.

Ennél tudunk jobbat is: a Savitch-tétel kévetkezménye szerint NSPACE(f(n)) C
SPACE(f?(n)). Ha f(n) = logn-t {runk ebbe, akkor kapjuk, hogy NL = NSPACE(logn) C
SPACE(log?n). A térhierarchia tételbe irva f(n) = log®n-t és g(n) = n-t, ezekre is allnak a
feltételek (logn-t lattuk, hogy megengedett, szorozni meg lehet Gket), tehat SPACE(log n) €

SPACE(n) C PSPACE is igaz, ezek miatt NL C PSPACE.

Az id8re vonatkozd hierarchia tétel:
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Allitas: Id8hierarchia tételj

Ha f(n) > n és g(n) megengedett bonyolultsagi fiiggvények, és f(n) = o(g(n)), akkor
TIME(f(n)) € TIME(g(n)).

Itt pedig példaul azt kapjuk, hogy ha f(n) = 2"-t és (mondjuk) g(n) = 3" (mindkét fiigg-
vény megengedett bonyolultsdgi figgvény), akkor a feltétel azt kéri toliink, hogy 2" = o(3")
legyen, ez stimmel is. Tehét az id6hierarchia tétel szerint TIME(2") C TIME(3"). Azt is
tudjuk, hogy P C TIME(2"), hiszen minden n* polinomra n* = O(2"). Azt is tudjuk, hogy
TIME(3") € EXP. FEzekbdl pedig azt kapjuk, hogy P C EXP. (s6t mér azt is, hogy
P C TIME(c")tetsz6leges ¢ > 1 alapra, ha g(n) = ¢™-nel és f(n) = cj-nel inditjuk, egy tetszd-
leges 1 < ¢ < ¢ konstansra.)

A ketto koziil az id6hierarchia tételt be is bizonyitjuk vazlatosan:

(-| Bizonyitas N\
Legyen f(n) > n egy megengedett bonyolultsagi fiiggvény. Adnunk kell egy olyan problé-

mat, mely eldontheté O(f(n)) id6ben, de nem dontheté el o( f(n)) idében. Ez a probléma
a kovetkez6 lesz, nevezzitk MEGALLAS f(n) LEPESBEN-nek:

e Input: Egy M offline RAM program.

e Output: Igaz-e, hogy M ha a sajat forraskédjat kapja meg inputként, azon f(|M])
lépésen belil megall?

Itt persze M (mondjuk) abban a kédoldsban van megadva, melyben az univerzalis RAM
gép vérja a forraskédokat, |M| pedig ebben a kédolasban az M leirasdhoz sziikséges bitek
szama.

Elészor is, a probléma TIME( f(n))-ben van[]

e Elészor is kiszamoljuk f(n)-t (a ,megengedett bonyolultsagi fiiggvény” defje szerint
pl. gy, hogy f(n) darab munkaregiszterbe 1-eseket irunk, majd dsszeszamoljuk Gket
egy regiszterbe. Ez lesz az 6rdnk, ami ketyeg vissza. Mivel f(n) megengedett, igy
kiszamithaté O(f(n)) id6ben.

e Ezutan elkezdjiik szimuldlni M-et a sajat forraskodjan. Mivel M offline, nem fogja
atirni az inputot, igy nem probléma, hogy a forraskdd is és az input is ugyanazon
a tertileten foglal helyet: mikor M-ben egy utasitas egy I[t] értéket prébélna elérni,
akkor a tényleges I[t]-t adjuk vissza, mikor pedig a szimuldci6hoz sziijtjiikk be az
utasitds opcode-jat és argumentumait, olyankor a t-edik utasitds opcode-jat I[4t]-
ben, az argumentumokat az utana 1évé legfeljebb harom regiszterben keressiik.

e Futtatjuk M-et a sajat forraskédjan (egy szimulalt lépést konstans sok 1épésben ki-
valtva), kozben szamolunk vissza az érankon (csokkentve az ora regiszter tartalmat
minden lépésben eggyel). Igy egy lépést még mindig konstans sok lépésben szimu-
lalunk. Ha M megéallna, ACCEPT, ha pedig az éra jar le, akkor REJECT valaszt
adunk.

Ez a szimuldcié ezek szerint lemegy osszesen O(f(n)) id6ben, tehat a probléma tényleg
TIME(f(n))-ben van.
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Tegyiik most fel, hogy a probléma eldontheté g(n) = o(f(n)) idében egy C' (mint ,cu-
délatosz”) programmal. Azaz,

AccepT ha M megall M-en mint inputon f(|M]|) 1épésben

C(M) =< REJECT kiilonben (azaz ha nem 4ll meg a sajat kédjan, ha azt kapja
inputnak, f(|M||) 1épésen beliil)

és C' minden lehetséges M inputon g(|M|) lépésen belil megall.

Ennek a C programnak a forrask6djabél készitiink egy D (mint ,diagonélis”, megalldsi
probléma PTSD) programot, ami szintén egy forraskédot var és a kévetkezéképp tizemel:

Va ha M megall M-en mint inputon f(|M]) 1épésben
D(M) = { AccepT killonben (azaz ha nem &ll meg a sajat kodjén, ha azt kapja
inputnak, f(|M]||) lépésen beliil)

Ezt koénnyen el tudjuk érni: C' forraskédjaban ahol ACCEPT utasitas van, ott ehelyett
csak feltétel nélkiil ugranunk kell ugyanerre a sorra vissza, ahol meg REJECT, azt atirjuk
AccepTre. Az igy modositott D program ugyanannyi lépésben fut minden input M-re,
mint az eredeti C', tehdt g(|M]) 1épésen belill megall. Még egy keveset modositunk D
forraskodjan: a végére beszirunk felesleges (persze elérhetetlen) kodrészleteket (pl egy
csomé REJECT-et, akdrmit) gy, hogy D hossza, |D| mar annyi legyen, hogy ¢(|D]) <
f(|D]) teljesiiljon. Mivel g(n) = o(f(n)), létezik olyan ng kiiszobszam, hogy minden n >
no-ra g(n) < f(n) igaz legyen, annyi (folosleges) REJECTet kell csak irnunk D kdédjanak a
végére, hogy elérje ezt a kiiszobszamot.

Na most tegyiik fel a kérdést, amire remélhetéleg mindenki vart:
D(D) =?

Mivel D barmilyen forraskodot megkaphat inputként, akar a sajatjat is.

Tudjuk, hogy D(D) azt vizsgédlja, hogy (az if feltételében M helyére mindenhol D-t kell
frni, mert ez az input most) igaz-e, hogy D megall D-n mint inputon f(|D|) lépésben.
Azt tudjuk, hogy D ugyanannyit 1ép D-n mint inputon, mint amennyit C' lépne D-n mint
inputon, C-r6l pedig azt mondtuk, hogy g(n) id6korlatos, tehdt C, és igy D is, legfeljebb
g(|D]) 1épésben megall D-n mint inputon. De D kédjaba azért raktunk bele egy csoméd
folosleges elérhetetlen rejectet, hogy g(|D|) < f(|D]) teljesiiljon. Tehat D megéll D-n
mint inputon f(|D|) 1épésen beliil. Azaz, D definici6ja szerint ekkor végtelen ciklusba kell
kiildjiik, ami meg azt jelenti, hogy D végtelen ciklusba is esik és meg is &ll f(|D|) 1épésen
beliil a sajat forraskodjat megkapva inputként. Ez persze egyszerre nem lehetséges, tehat ez
ellentmondas — vagyis az egyetlen ,tegyiik fel” rész feltevése kell hibas legyen és ezek szerint
nem létezik olyan C' program, mely g(n) = o(f(n)) id6ben eldontené ezt a problémat.

Tehat TIME(g(n)) € TIME(f(n)), ha g(n) = o(f(n)) és f(n) > n tényleg fennall.

“Ha RAM-gép helyett Turing-géppel tolniank az anyagot, itt lenne egy kiilonbség, mert a témbcimzés
hidnya miatt az univerzalis Turing-gép nem tudja olyan gyorsan ,0sszeszedni” az aktudlis utasitast meg
a szalagtartalmat, mint a RAM-gép; ezért Turing-géppel definialt idébonyolultsagi osztalyok esetén csak
valami TIME(g(n)) € TIME ( 13 (n))-like allitds jon ki ,,konnyen”, amit lehet kicsit optimalizdlni, de afaik
Turing-gépre a determinisztikus idShierarchia tétel kimonddsdnél kicsit ,nagyobb gap” van f(n) és g(n)
kozt megkovetelve, mint a RAM gép esetében 16v6 o.
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22. A logtaras visszavezetés

Korabban lattuk, hogy a polinomidejli visszavezethetoség ,tal erds”, ha pl. a P-beli problé-
makat szeretnénk egymadashoz viszonyitani, hiszen ha A € P és B egy nemtrividlis probléma,
legyen mondjuk b; a B-nek egy ,igen”, by pedig a B-nek egy ,nem” példanya (mindkettd van,
mert B nemtrivialis), akkor a kévetkezd algoritmus:

kamuVisszavezetés(x) {
if( A(z) ) return b
else return by

3

ahol A(x) az A-t polinom id6ben eldonté algoritmus, formailag egy teljesen valid polinomideji
visszavezetés A-rél B-re: A-nak az ,igen” példanyaibol B-nek ,jigen” példdnyat (well konkrétan
bi-et), a ,nem” példanyaibdl pedig a by ,nem” példanyt késziti — ez torténik, ha a visszaveze-
tésre, az inputkonverzidra annyi eroforrast engediink, amennyivel a bal oldali problémat mar
akar meg is lehetne oldani.

Ahhoz, hogy a P-n beliili problémékat is tudjuk osztélyozni (mivel tudjuk, hogy NL C P, igy
példaul valid kérdés lehet, hogy mik a P-nek azok a problémadi, melyek nincsenek NL-ben, ha
a két osztaly killonbozik), egy ,, gyengébb” visszavezetés-fogalom kell. Amit ezen a kurzushoz
nézni fogunk, az a logaritmikus tarigényt, avagy logtaras visszavezetés lesz:

([Definici('): Logtaras Visszavezetés] ~

Legyenek A és B eldontési problémak. Ha f egy olyan fliggvény, mely

e A inputjaibél B inputjait késziti,

e valasztartdé modon: A ,igen” példanyaibdl B ,igen” példanyait, ,nem” példanybdl
pedig ,,nem” példanyt,

e ¢és logaritmikus tarban kiszamithato,

akkor f egy logtaras visszavezetés A-rol B-re. Ha A és B kozt létezik ilyen, akkor azt
L mondjuk, hogy A logtarban visszavezethet6 B-re, jelben A <; B.

J

Persze ekkor a fenti f mindenképp lyukszalagos algoritmus kell legyen, hiszen ha az inputot be
kéne szamitani a tarigénybe, az maris adna egy €(n) tarigényt, az nem lesz logaritmikus.

Persze mivel f egy determinisztikus algoritmus altal kiszamitott fiiggvény, ezért nem érinthet
a szamitas kozben kétszer ugyanolyan konfiguraciét. Mivel az O(logn) tarat 200°8™)_féleképp
lehet teleirni, és minden pillanatban a program a K konstans darab utasitds egyikét hajtja
éppen végre, igy Osszesen K - 200°87)_féle kiilonbozé konfigurdcidja lehet, ami polinom, hiszen
gclogn — (gloen)e — pe Emiatt a logaritmikus tdrigény( algoritmusok sziikségképpen polinom
idoben megallnak, és ezért a logtaras visszavezetés formailag tényleg ., gyengébb” a polinomide-
junél:

Allitas
Ha A <; B, akkor A <p B. ]
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Nagyon gyakran hasznaltuk a <p tranzitivitasat, ami konnyen kijott: el6szor végrehajtottuk
az els6 visszavezetést, az eredményen meg végrehajtottuk a masodikat. Az elsé menet poli-
nomidoben fut, 1étrehoz egy polinom méreti outputot, aztan ahhoz képest egy polinomideji,
tehat (mivel a polinomok zartak a kompoziciéra: ha egy polinomban n helyére egy polinomot
helyettesitiink mindenhovd, akkor az eredmény egy polinom lesz) Osszességében az Osszetett al-
goritmus is polinomidejt volt. Ezért volt elég egy C-nehézség bizonyitasahoz a legtobb esetben
egyetlen mar ismerten C-nehéz problémat visszavezetniink az aktudlis probléméankra, mert a
tranzitivitas miatt ebbdl kovetkezik, hogy az aktualis problémank is C-nehéz.

A logtaras visszavezetés esetében ennyire nem egyszerti a dolgunk: a logtaras visszavezetésrol
tudjuk, hogy mivel logtaras, igy polinomidoben megall — de ettél még tud generalni polinom
méretil outputot! Ezért azt nem tehetjilk meg, hogy letaroljuk a koztes eredményt munkare-
giszterekbe, hiszen az mar tulléhet a logaritmikus tarkorlaton.

Egy tigyesebb (de lassabb) konstrukciéval viszont kijon:

Ha f és g logtaras fiiggvények, akkor kompoziciojuk is az. j

fi Bizonyitas ~

Legyen A egy program, ami logtarban kiszamitja f-et, B pedig ¢-t, szintén logtarban.
Médositsuk A-t tgy, hogy az output regiszterei helyett két Gj working regisztert hasznal,
legyenek 6k mondjuk R; és Rs:

e amikor eredetileg végrehajtana egy O[z] := y alaki értékadast, azaz irna az outputra
(amit mivel logtéras, stream moédban kell tegyen), hajtsa ehelyett végre az R := z,
Ry :=y értékadasokat!

Mivel A eredetileg logtaras volt, x és y is bele kell férjen a logtarba, ezért az eredeti
programunk plusz ez a két regiszter az output helyett még mindig csak logtaras.

Most valtoztassuk meg B kédjat is: egyrészt hasznaljon A-tdl teljesen kiillonb6zé mun-
kateriiletet (ez pl megoldhaté ugy is, hogy megint megvaltoztatjuk A kdédjat gy, hogy
minden regisztere helyett kétszer akkora indextit hasznaljon, igy A fogja hasznalni a ,pa-
ros” indextieket, B kdédjaban pedig minden index helyett a kétszer akkora plusz egy indexet
hasznaljuk, igy B fogja hasznalni a ,,paratlan” indextieket. Mivel mindkét algoritmus max
O(log n) munkaregisztert haszndlhat, killonben tilmennének a tarkorlaton, igy osszesen a
cimekhez szitkséges tarteriilet csak O(logn)-nel n6é meg, és a két szamitds nem fog beza-
varni egymasnak).

Masrészt, amikor B az I[k] inputregisztere értékét olvasna ki, akkor ugye valéjaban az
f(z) outputjéanak a k. regiszterére lenne sziiksége. Ilyenkor torténjen a kovetkezd:

e ha Ry > k, akkor A torolje az 6sszes hasznalt regiszterét és kezdje elolrl a szamitast;

e amig R, < k, futtassuk A-t, B kézben ne 1épjen semmit, é most varja az A output-
janak a k. regiszterjének az értékét;

e és amint Ry = k, vagyis A kiirja az eredeti O[k]-t Ri-be, vegye at B a vezérlést és
tegye Ri-gyel, amit I[k]-val tett volna.
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Vagyis mindig csak egy output regiszter tartalmét jegyezziikk meg, azzal egyiitt, hogy 6
hanyadik; alapvetéen B-t futtatjuk, A csak arra az idore kapja meg a vezérlést, ameddig
eldallitja B szamara azt az output regisztert, amire annak épp akkor inputként sziiksége
van.

Igy 6sszesen marad az O(logn) tarkorlat és az Osszetett programunk épp a két fiiggvény

« sz

\. J

Azt nem tudjuk, hogy < tényleg gyengébb-e, mint <p, mindenesetre az biztos, hogy pontosan
akkor gyengébb, ha L # P (amiben azért a legtobb elméleti szamitastudds hisz is), hiszen

e ha <;=<p, akkor pl. vegytik azt a problémat, amiben az input n darab 1-es, akkor kéne
elfogadni, ha n paros, legyen ez a probléma A (val6jaban mindegy, hogy mi is ez az A,
csak legyen egy nemtrivialis L-beli probléma: ez az, hiszen csak egy pointerrel végig kell
futnunk az inputon és kozben valtogatni egy bitet, hogy paros vagy paratlan volt eddig).
Tudjuk, hogy P barmelyik két nemtrivialis problémaja visszavezetheté egymaésra polinom-
id6ben, ezért ha <;=<p, akkor logtarban is; igy barmelyik P-beli probléma logtarban
visszavezethetd erre az A problémara, ami logtarban eldonthets. Osszetéve a két algorit-
must ugy, ahogy a < tranzitivitasanak bizonyitasaban lattuk, kapunk végeredményben
egy logtaras algoritmust, mely eldonti a kiindulasi tetszéleges P-beli problémankat —
vagyis ekkor P minden problémaéja eldontheté logtarban, azaz P = L.

e ha pedig P = L, akkor az azt jelenti, hogy minden polinomidében eldontheté eldontési
probléma eldontheto logtarban is. Ezt kéne felhasznédlni ahhoz, hogy egy polinomidoben
kiszamithato fiiggvényt logtarban is kiszamitsunk. Legyen mondjuk ez a fiiggvényiink
az f; azt mar tudjuk, hogy f(x), az output hossza szintén polinom lehet csak (onnan,
hogy mar lattuk korabban: minden RAM programhoz van olyan ¢ konstans, melyre igaz,
hogy tetszbleges n-bites input feldolgozasakor a t. 1épés utan minden regiszterben csak
max (n + ¢ + t)-bites szamok lehetnek, az output regiszterekben is, ¢ ebben az esetben
polinom lesz és csak polinom sok van bel6liik). Legyen ez a polinom felsé korlat az output
méretére p(n). Vegyiik akkor a kovetkezd eldontési problémat: input (z, k), ahol z n-bites
és k < p(n), igaz-e, hogy f(z) k-adik bitje 1-es? Ez igy egy polinomidében eldénthetd
eldontési (!) probléma, hiszen csak futtatnunk kell f-et és megnézni az output k. bitjét.
Viszont ha P = L, akkor erre van logtaras eldonto algoritmus. Nincs mas dolgunk tehat,
mint £ = 1...p(n)-ig (ezt a k-t egy munkaregiszterbe el tudjuk rakni, mérete logp(n)
lesz, ami O(logn), belefér a tarkorlatba) futtatni egy ciklust, mindre eldénteni logtarban,
hogy f(x)-nek a k-adik bitje 1-es-e, ha az, akkor 1-est, ha nem az, akkor 0-t tesziink
outputra és kész is van egy logtaras algoritmus f kiszamitdsara. (Az output regisztereket
is meg tudjuk cimezni, mert az is belefér a logtarba.)

(Technikailag mivel nem bitstreamet, hanem szam-streamet tesziink outputra, val6ja-
ban inkdbb az , f(x) k-adik output regiszterének f-edik bitje létezik-e/nulla-e/egyes-e”
problémat kellene formailag hasznélni, a konstrukcié ugyanaz.)

Tehat megkaptuk, hogy:

Allitas
L = P pontosan akkor teljesiil, ha <;=<p. J

Annyit ezen a ponton érdemes megjegyezni, hogy a kurzuson ami polinomidejli visszavezetést
eddig csak néztiink, azok titokban mind logtarasak is voltak. Vannak (pl. a Papadimitriouo
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kényv is ilyen) olyan szerzék, akik az NP-teljes, PSPACE-teljes stb. fogalmakat eleve nem
a polinomidejii, hanem a logtaras visszavezetéssel definialjak — az egy nyitott kérdés szintén,
hogy vajon ugyanazok a problémak NP-teljesek-e a polinomidejii visszavezetésre nézve, mint
amelyek a logtarasra.

23. P-teljes és NL-teljes problémak

Mivel P-n (és igy NL-en) beliil nincs értelme a polinomideji visszavezetést hasznalni problémak
bonyolultsaganak osszehasonlitasra, ezért ezeken az osztalyokon belill masképp definidljuk a
rajuk vonatkozé nehézségi/teljességi fogalmakat:

Definicié
Legyen L C C C P problémaék egy osztalya. Azt mondjuk, hogy az A probléma C-nehéz,
ha C minden eleme logtarban visszavezethet6 A-ra.

Ha ezen kiviil A még raadasul C-beli is, akkor A egy C-teljes probléma.

Tehat a kiillonbség az, hogy NP-nél még a polinomidejii visszavezetés volt, amire vadasztunk,
P-n beliil lefelé a logtaras lesz, amivel problémak bonyolultsagat mérjik. (Azért van ott, hogy
L-nél C legyen bévebb, mert L-en beliil megint csak nincs értelme a logtaras visszavezetésnek
pont azért, amiért a polinomidejiinek nincs P-n beliil.)

Ha megnézziik a Cook tételének bizonyitasat, abban egy tetszéleges NP-beli problémat poli-
nomidoben eldonté nemdeterminisztikus Turing-géphez konstrualtunk meg egy formulat, mely-
nek az egyes valtozéi azt kodoltak, hogy a nemdeterminisztikus program a valtozohoz tartozo
lépésben a két valasztasi lehetosége kozil melyiket valasztja. Maganak a gépnek a miikodését
leir részei a formuldnak valtozomentesek voltak. Tovabba, ez a visszavezetés is logtaras volt.

Ebbol kovetkezik, hogy ha ezt a visszavezetést egy determinisztikus polinomidejii Turing-
gépre alkalmazzuk azzal, hogy az Osszes @1, ..., Ty Vvaltozd helyett (mondjuk) konstans O-
t frunk be (a nemdeterminisztikus esetben gy kezeltiik eleve a két lehetdséget, mikor csak
egy volt, hogy vigyenek akkor ugyanoda — igy mindegy, hogy a valéjaban determinisztikus
1épésekhez tartozd x; értéke 0 vagy 1, ugyanaz lesz a formula értéke, hat akkor hagyjuk ki a
valtozot és legyen mondjuk 0 mind), akkor a kapott valtozoémentes formula pontosan akkor lesz
igaz, ha a gép elfogadja az inputjat.

Tehat:

A Allitas ~

A kovetkez6 problémak P-teljesek:

e input egy valtozomentes itéletkalkulus-beli formula, igaz-e az értéke?

L o HALOZAT-KIERTEKELES )

A halézatkiértékelés (adott egy véaltozomentes halézat, igaz-e az értéke) azért lesz P-teljes,
mert formuldb6l konnyen tudunk (szintén logtarban) 6t kiszamité halézatot konstrudlni,
és a <y tranzitivitisa miatt elég az ismerten P-teljes formulakiértékelést visszavezetni a
HALOZAT-KIERTEKELESre és kijon, hogy utébbi is P-nehéz (és mivel kiértékelni persze ki
tudunk egy bejarassal és az értékek kapukra frasdval egy halézatot, P-teljes is lesz).
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Mivel azt tudjuk, hogy NL C P, és hogy ELERHETOSEG € NL, ez igy azt mondja, hogy ha
NL # P, akkor az elérhet6ség egy konnyebb probléma, mint a hélézatkiértékelés.

Az elérhet6ség probléma pontos bonyolultsdgat most tudjuk meghatarozni:

Allitas
Az ELERHETOSEG probléma NL-teljes. ]

({ Bizonyitas ~

Azt mar tudjuk, hogy NL-beli, igy csak azt latjuk be, hogy NL-nehéz. Legyen tehat
A € NL egy probléma, és M egy olyan algoritmus, mely logtarban eldonti az A problémat.

Ismét az elérhetoségi modszert hasznaljuk: nincs més dolgunk, mint elkésziteni adott
x inputhoz az M algoritmus x-en valé futdsanak a konfigurdcios grafjat (ehhez csak az
O(log n)-bites konfiguraciékat kell kifrnunk munkaregiszterekbe, mindig jra felhasznalva
ugyanazt a tarteriiletet, kettesével, majd ellenérizni, hogy az aktudlis an kiirt (C7, Cs)
konfiguracié-par kozt van-e atmenet M konfigurdciés grafjaban — ez mindossze annak el-
lendrzésébol all, hogy a Ci-beli utasitdsnak megfelel6en valtozott-e a regiszterek tartalma
(pointerekkel végig tudunk menni a regiszter indexeken, csak egy valtozhat, azt szintén
tudjuk pointerekkel ellendrizni, hogy az az egy megfelel6en valtozott-e, majd azt, hogy a
sorszam is megfeleléen valtozott-e), és ha igen, akkor kitessziik outputra a (Cq,Cy) élt.
Ha t6bb elfogadé konfiguracio is van, akkor még ezutan kitesziink még egy plusz cstcsot,
ebbe visziink éleket az elfogadd konfiguraciokbodl és ezt nevezziik ki ¢ elérendd csicsnak, a
kezdo konfiguracié pedig az s kiindulasi cstcs lesz.

Az igy kapott grafban persze pont akkor lesz s ~~ t 1t, ha M-nek van olyan szamitési
sorozata, mely elfogadja z-et, igy ez egy (logtéras) visszavezetés A-rél az ELERHETOSEGTe.

.

Ennél egy kicsit tobbet is be tudunk ugyanezzel a modszerrel bizonyitani, hasonléan ahhoz,
ahogy a SAT NP-teljességénél is meg tudtuk szigoritani az inputot 3CN F-ekre:

Allitas
Az ELERHETOSEG probléma akkor is NL-teljes, ha irdnyitott kormentes grafokat
engediink csak meg inputként.

({ Bizonyitas ~

Az el6z6 konstrukeiot egészitsik ki a kovetkezdvel: az M algoritmus mivel logtaras, 1étezik
egy olyan p(n) polinom, amennyi kiillonboz6 konfigurdcidja lehet egy n hosszi inputon.
Moédositsuk M-et annyival, hogy inicializaljunk egy 1j valtozot a p(n) értékkel (ez logtarban
kiszamithato6), és minden 1épés utan csokkentsiik ennek a valtozonak az értékét eggyel! Ha
leér nullara az értéke, akkor utasitsuk el az inputot. (Ez hasonlit ahhoz a szdmlalohoz,
amit az elérhetéséghez adott algoritmusunkban hasznéltunk.)

Ez az 4j algoritmus is ugyantigy eldonti az A probléméat (hiszen ha van elfogadd szamitas,
akkor olyan is van, amiben nem tesz foloslegesen koroket ugy, hogy egy konfiguraciot
kétszer is 1at, tehat akkor van egy legfeljebb p(n) hosszu elfogadé szamités is), viszont mivel
a valtozo értéke mindig csokken, igy a konfiguracios graf, melyet generalunk, garantaltak
kormentes lesz, nem érhetiink vissza ugyanoda, hiszen akkor az éranknak is vissza kéne
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allni, mint minden valtozonak, a korabban mar latott értékre. Tehat tetszoleges NL-beli
probléma (logtarban) visszavezethet6 egy kormentes grafban vett elérhetségi problémara.

Tudjuk, hogy ha A C-teljes, akkor A komplementere coC-teljes; ezt ugyan csak a polinomide;ji
visszavezetésre nézve mondtuk ki, de igaz a logtarasra is, hiszen arra is igaz, hogy ha f egy
visszavezetés A-r6l B-re, akkor ugyanaz az f visszavezetés A-rél B-re is. Tehat az elérhetd-
ségi probléma komplementere, ELERHETETLENSEG ezek szerint coNL-teljes. Mivel pedig az
Immerman-Szelepcsényi tétel szerint NL = coNNL, kapjuk a kovetkez6t:

Allitas
Az ELERHETETLENSEG is egy NL-teljes probléma. (Kormentes gréfra is.) j

Néhény problémardl ismert, hogy irdnyitatlan grafokra mdas (lehet) a bonyolultsdguk,
mint irdnyitottakra; a Hamilton-ut pl. nem ilyen, az akar irdnyitott grafrol beszé-
link, akar iranyitatlanrél, NP-teljes marad. Az elérhet6ség viszont nem ilyen: az
ELERHETOSEG IRANYITATLAN GRAFOKRA mér L-beli probléma.

A 2SAT problémara korabban adtunk hatékony algoritmust: elkészitettiink hozza egy segédgra-
fot, melynek csticsai a literalok voltak, és akkor vettiink fel egy ¢; — 5 élt, ha {f1, (s} egy kl6z
volt az inputban. Ez szintén megkonstrualhato logaritmikus tarban, hiszen csak mint az el6-
z6 konstrukciéban, fel kell irjuk a literdlparokat (logtarba elfér, csak a két véltozd indexét és
polaritasat kell eltarolni, az O(logn) tarban megy), majd egy pointerrel végigfutni az input
kl6zain és ellendrizni, hogy a kloéz megfelel-e az épp felirt két literdlnak. Ha igen, kiirjuk ezt
az élt az output éllistaba. Majd, a formula pontosan akkor volt kielégithetetlen, ha volt benne
olyan x valtozo, melyre ebben a segédgratban volt x ~» —x ~» x kor, ami tartalmazta x-et is és
a komplementerét is.

Ezt nemdeterminisztikus logtarban el lehet donteni az elérhetoséghez hasonlé nemdetermi-
nisztikus bolyongassal: el0szor nemdeterminisztikusan kivalasztjuk az egyik x valtozét, majd
(egyszerre csak egy cstcsot tartva a meméridban, azt, amelyiken épp vagyunk) nemdetermi-
nisztikusan elkezdiink 1épegetni, mindig az aktudlis csics egy szomszédjara. Ha ratalalunk igy
—x-re, akkor ezutan folytatjuk a bolyongast, de most z-et keressiikk. Ha megint meglett, akkor
elfogadjuk az inputot. Ha pedig nem szomszédra préobalunk 1épni, vagy lejar egy N-ig szamold
ora, akkor elutasitjuk.

Ez az algoritmus nemdeterminisztikus logtarban donti el a 2SAT komplementerét (pontosabban:
az az algoritmus, amelyik nem azt csinalja, hogy el6szor kigenerdlja az egész segédgrafot, és
aztan azon bolyong, mert akkor a kéztes eredmény tul nagy lesz; hanem az, amelyiket a logtaras
konstrukciok kompondldsanal néztiik, hogy meg lehet azt is csinédlni logtarban), tehét ez egy
NL-beli probléma; mivel pedig NL = coNL (nagyon megy ebben a fejezetben az Immerman-
Szelepcsényizés), ezért az is igaz, hogy 2SAT is NL-beli.

Ennél tobb is igaz:

A Allitas J

L A 2SAT és komplementere NL-teljes problémak.

({ Bizonyitas

Az Immerman-Szelepcsényi tétel miatt elég csak az egyikre, mondjuk a 2SAT-ra visszave-
zetni egy ismerten NL-teljes probléméat, mondjuk az ELERHETETLENSEGet.
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Azaz, egy iranyitott grafbél kell készitstiink egy 2CNF formulat, ami akkor lesz pontosan
kielégitheto, ha a grafban az s csticsbol nem értheto el a t, mindezt logtarban.

Vegytink fel minden v csticshoz egy z, logikai valtozdt; ha (u,v) él a grafban, akkor vegyiik
fel a (-, V x,) klozt, végil vegyiik fel az (sV s) és a (—tV —t) klozokat! Azt allitjuk, hogy
ez egy visszavezetés lesz a két probléma kozt. (Mivel ezt is meg lehet csindlni tgy, hogy
végigmegyiink egy pointerrel az 6sszes élen és mindre kiirunk egy egyszertien elkészithetd
kl6zt outputra, a konstrukcié logtéras.)

Ha s-bol nem érheto el ¢, akkor a generdlt formula kielégitheto lesz: vegyiik pl. azt az
értékadast, mely x,-t 1-re éllitja, ha u elérhet6 s-bdl és O-ra, ha nem az! Ekkor az (s V s)
kléz igaz lesz, a (=t V —t) kloz szintén igaz lesz, egy (—z, V x,) kléz pedig hogy hamis
legyen, ahhoz z, = 1 és x, = 0 kellene teljesiiljon, de ez azt jelentené, hogy wu elérhet6
s-b6l (mert z,, = 1), v meg nem (mert x, = 0), pedig van (u,v) él a gratban (ezért vettiik
fel ezt a klozt), ami nyilvdn nem lehetséges, tehat a tobbi kl6z is mind igaz lesz, tehdt a
formula kielégithetd.

Ha pedig s-bdl elérheto t, akkor vegyiink egy s — u; — us — ... — u; — t utat a grafban
és tegyiik fel, hogy egy A értékadas kielégiti a formulat. Tehét ekkor, mivel (s V s) egy
kléz, ezért A(xs) = 1. Az s — wy él miatt (—xs V —x,,,) is egy kloz, és xs = 1, ez csak
ugy lehet, hogy A(z,,) = 1 is igaz. Ugyanigy igaz kell legyen, haladva tovabb az éleken,

Tugy Tug,y - - -, végil x4 is, de ez ellentmond a (—z; V —a;) kloznak. A formula tehét ekkor
tényleg kielégitheteten.
\ J
( »’ . »’ /7 d . . Y . 7’ \
Példa a visszavezetésre. Legyen az ELERHETETLENSEG inputja az aldbbi graf:
0 @\' e ez egy igen” példany, hiszen 1-bdl 4 elérhetetlen.
Akkor a visszavezetés a kovetkezo 2CNF-et késziti el:
(mx1 V) A (maxeVas) A (maxgVa) A (maxgVas) A (xp Vo) A (DxyV—oxy).
Ami kielégitheté az x1 = x9 = x3 = 1, x4 = 0 értékadassal.
(Ha s-bél t nem érhetd el, akkor egy kielégits értékadds: az s-bél elérhetd csicsokat allitjuk igazra — azokat muszdj is —, a
t6bbit hamisra — t-t muszéj is.) )

A nevesitett bonyolultsagi osztdlyokrdl, ill. az 6 teljes problémaikrol kb. ezeket tudjuk eddig
mostanra:
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® HILBERT 10. PROBLEMAJA

® PosT MEGFELELKEZESI PROBLEMAJA

® MEGALLAS

® ELSORENDU FOrRMULA TAUTOLOGIA-E

HALOZAC-KIELEGITHETOSEG

Nem lattunk még viszont PSPACE-re jellemz6, mondjuk PSPACE-teljes problémékat. A
kovetkezo fejezetben ezt a hidnyt fogjuk orvosolni sziviinkben.

24. PSPACE

Lattuk mar kordbban, hogy NP U coNP C PSPACE = NPSPACE, tehat ha eddig az NP-
beli problémakrol gy tartottuk, hogy azok nehezek, akkor a PSPACE-nehéz problémak pedig
nagyon nehezek. Azt persze még nem bizonyitotta be senki, hogy akar csak P # PSPACE
igaz lenne, de valahogy ,nehezebbnek is érzédnek” a PSPACE problémai, mint mondjuk az
NP-beliek.

Lattuk mar, hogy SAT, HAMILTON-UT, 3 — SziNEzES mind PSPACE-beliek, s6t SPACE(n)-
beliek. Persze a tarhierarchia tétel szerint SPACE(n) € SPACE(n?) C SPACE(n?) C ... C
PSPACE, ahogy néveljik a kitevd értékét, egyre tobb és tobb probléma véalik a megadott
korlaton beliil eldonthetové.

Egy tjabb SPACE(n)-beli probléma a kvantifikalt SAT, azaz QSAT:
([Deﬁnicié: QSAT} ~
o Input: egy dxiVeodrs...Vrs,p alaku kvantifikalt itéletlogikai formula, mely-

nek magja, ¢ konjunktiv normalformaji kvantormentes formula, melyben csak az
x1,...,Ta, valtozok fordulnak elo.

o Kérdés: igaz-e p? )

Fontos: ez nem els6rendii logika! Itt az x; valtozdk csak az igaz/hamis értékeket vehetik
fel.

( )
Példa: ha az input Ela:‘v’y((x Vy)A(—z Vv —ly)), akkor

e az x = 0 értékadds mellett ez Vy((O Vy)A (=0 V ﬂy)) = Vy(y A1V ﬂy)) = Vy(y)
lesz, ez a formula hamis, hiszen y = 0-ra (y) hamis lesz.
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e az x = 1 értékadas mellett ez Vy((l Vy)A(=lvV —ly)) = Vy((() v —|y)> = Vy(—y) lesz,
ez a formula hamis, hiszen y = 1-ra (y) hamis lesz.

Mivel pedig ezek szerint sem az x = 0, sem az x = 1 nem teszi igazza a formula maradék
részét, igy a formula hamis.

L (Fontos, hogy kiviilrél befelé haladjunk.) )

Amit fentebb csinaltunk, a szintaktikai értékadas: F[x/0] jelenti azt, hogy F-ben az Gsszes
(szabad) x helyébe 0-t irunk. Ezzel a jeloléssel tudunk irni egy rekurziv kiértékel6t:

boolean eval(F) {
switch( F ) {

case 0: return false; //ha a formula hamis, akkor hamis
case 1: return true; //guess what, ha igaz, akkor igaz
case GV H: return eval(G) || eval(H); //vagyolunk
case GA H: return eval((G) && eval(H); //éseliink
case ~(G: return !eval(G); //negalunk
case G — H: return eval(H) || 'eval(G) //nyil
case G+ H: return eval(G) == eval(H); //ekvivalencia
case JzG: return eval(Gz/0]) || eval(G|z/1]); //elég ha egyik jo, "létezik"

case VaG: return eval(G[z/0]) && eval(G[z/1]); //both jo kell legyen, "minden"

Ez nem csak az elvart input formatumnak megfeleléen oldja meg a feladatot, hanem minden
kvantifikalt, zart Boolean formulat ki tud értékelni.

Mi ennek az algoritmusnak a tarigénye? Alapvetden ,lokalis valtozé” nincs is benne, de
mikor pl. a kvantoros esetben hivjuk a fiiggvényt G[z/0]-ra ill. G[x/1]-re, akkor ezeket a
,behelyettesitett” formuldkat azért le kell gyartsuk, majd atadni 6ket rekurzivan, és egy ilyen
formuldnak a hossza O(n), ha az eredetié n volt (leesik egy kvantor, és a vdltozé amit kotott
atmegy 0-ba vagy 1-be, az még linedris hossz marad in general). Viszont rekurziv fiiggvény:
mivel csak sajat magat hivja, nem masik fiiggvényt rekurzivan, igy a tarigényt tgy kapjuk
meg (a Savitch-tételben mar latott médon), hogy megszorozzuk a lokilis valtozok tarigényét
(O(n)) a maximalis rekurziés mélységgel. Mivel minden rekurziv hivasnal a formuldnak egy
részformulajat vagy annak egy helyettesitett valtozatat adjuk at, mindig rovidil a formula, igy
maximum O(n) lehet a rekurziés mélység, tehdt a tarigénye ennek az algoritmusnak O(n)-O(n),
azaz O(n?).

Ennél tudunk eggyel jobbat is azért:

boolean *values = new boolean[2m]; //ide taroljuk az aktudlis értékadasunkat
boolean eval(F) {
switch( F ) {

case 0: return false; //ha a formula hamis, akkor hamis
case 1: return true; //guess what, ha igaz, akkor igaz
case z;: return values[i]; //valtozd értékét az értékadasbdl olvassuk ki
case GV H: return eval(G) || eval(H); //vagyolunk
case G A H: return eval(G) && eval(H); //éseliink
case —=(F: return !eval(G); //negalunk
case G — H: return eval(H) || !eval(G) //nyil
case G+ H: return eval((G) == eval(H); //ekvivalencia
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case dx;G:

values[i] := O; //elészdér O-val préobaljuk ki
if( eval((G) ) return true; //ha az 1, akkor van amire igaz
values[i] := 1; //ha nem joétt be a 0, nézzik az l-et
return eval(();
case Vx;G:

values[i] := 0; //elészér 0-val prébaljuk ki
if( 'eval(G) ) return false; //ha az 0, akkor nem mindenre igaz
values[i] := 1; //ha bejoétt a 0, nézzik az 1-et is

return eval(();

Ezzel mar csak egy globalis boolean témbot kell nyilvantartanunk, az inputot most mar nem
irjuk at és mindig az aktudlis formulanknak egy részformulajat értékeltetjiik ki, amire elég
egy pointert atadjunk. Ez igy a RAM gép memoria modelljének a defje alapjan O(n + n -
logn) = O(nlogn) tdrban megoldja a problémat (globalis meméria + a max n rekurziés mélység
szorozva a logn méretii egy darab atadott pointerrel).

Az algoritmus tarigénye tovabb javithato tugy, hogy a formulat egy darab pointerrel jarjuk be
rekurzié helyett és magabol az értékadasbol szamitjuk ki azt is, hogy kell-e még az x; = 1
értékkel is tjrajarjuk ugyanazt a szdlat, vagy mar visszaadhatunk egy végeredményt; ennek a
kédjaban mar bele kellene menniink abba, hogy hogyan van reprezentdlva a formula és hogy
kapjuk meg a részformulara mutaté pointerbdl az 6t kozvetlen részformulaként tartalmazo
formula 6sét. Ezzel mar kapnank egy O(n) térkorlatos algoritmust.

Mindenesetre az, hogy linearis, nlogn-es vagy négyzetes, az nem szamit a kovetkezo-
ben:

Allitas
QSAT € PSPACE. j

A kovetkez6 tétel megmutatja, hogy miért pont a QSAT az, amivel random elkezdtiink most
foglalkozni:

A Allitas | ~
L A QSAT egy PSPACE-teljes probléma. )
fi Bizonyitas ~

Azt mar lattuk, hogy a QSAT egy PSPACE-beli probléma. Tehat, azt kell még megmu-
tatnunk, hogy QSAT PSPACE-nchéz is. Legyen M egy polinom, mondjuk n* tarkorlatos
algoritmus, mely eldont egy problémat.

Meg kell adnunk egy konverziét, mely az M problémanak egy I inputjabdl elkészit polinom
id6ben egy F' kvantifikalt boolean formuldt, ami pontosan akkor igaz, ha M(I) is igaz.

Ismét, mint mar tobbszor, az elérhet8ségi modszert alkalmazzuk. Ha M egy n* tar-
korlatos algoritmus, akkor neki egy konfigurdci6ja lefrhaté n* bittel (most vegyiik ide az
aktualis programsort is, legyen annak leirdsara is elég az n* korldt), amit leirhatunk n*
darab logikai valtozoval.

Ebben a bizonyitasban igy fogunk elkddolni konfiguracidkat, és egy félkovér @ pl. egy
(21,22, ..., 2,%) vektort fog jelenteni: n* darab valtozét, melyek értékei balrdl jobbra ol-
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A bizonyitas in spirit nagyon emlékeztet a Savitch-tételére: miden d > O-ra felirunk egy
va(x,y) (kvantifikdlt) logikai formulat, melyben az xy, ...,z Y1, . . ., Y valtozok lesznek
szabadok, és ami pontosan akkor igaz, ha az a konfiguraciébdl az M algoritmus
legfeljebb 2¢ 1épésben elérheti az y konfiguraciét.

Ahhoz, hogy @o-t felirjuk, megint csak sziikségiink lenne arra, hogy egy konfiguraciot
pontosan hogyan is tudunk tarolni egy n* hosszi binaris vektorban; ha ez megvan, uténa
mar csak a ,ha egy regiszter értéke nem egyenlé x-ben és y-ban, akkor vagy (ebben a
sorban voltunk és ennek a regiszternek az értéke plusz ennek az értéke ennyi), vagy (ebben
a sorban voltunk és ennek a regiszternek az értéke minusz ennek a regiszternek az értéke
ennyi) -like implikaciot kell ,,csak” felirnunk: a technikai részletektél most eltekintiink, az
eldadésjegyzethez egyszer remélhetoleg elkésziilo fiiggelékben majd szerepelni fog a pontos
konstrukeié.

Mindenesetre induljunk ki abbdl, hogy a ¢o(x,y) formula, mely azt fejezi ki, hogy a-bél
y legfeljebb 20 = 1 1épésben elérhetd, tehat amivel leirjuk, hogy ,vagy = y, vagy x-bdl
1 lépésben y-ba jutunk”, azt O(n*) hosszti formuldval le tudjuk frni. (Ez hihet6nek is
hangzik: az egyenl6ség teszteléséhez kell pl. egy n* hosszu éselés, hogy z; = v;, az egy
1épésben elérhetdséghez meg olyan, fenti tipusi implikéciokbdl n* darab éselése, amiknek a
jobb oldalédn a program méretétol fiiggd (azaz, egy M-t6l fliggd konstans) hosszu vagyolds
van.)

Namost mivel n* bittel le tudunk irni kompletten egy konfigurdciét és a szimulalt M
program (mivel eldont valamilyen problémét) nem eshet végtelen ciklusba, ezért a futdsa
soran minden konfiguraciét max egyszer érinthet, ez azt jelenti, hogy legfeljebb o lépésben
(ennyiféle konfiguracié van max) megéall.

Tovabbra is feltehetjiik, hogy pontosan egy darab, @accept €lfogadd konfigurdciénk van:
akar ugy, hogy elfogadéas elott torliink minden regisztert, ahogy szoktuk, akar tgy, hogy
mesterségesen bedrétozunk egy 1j konfiguraciot, amibe accept esetén 1épiink (ez utébbi
megoldas a ¢(-t, az elébbi meg a programot bonyolitja, de egyiket se indokolatlan mér-
tékben). Jelolje mondjuk xy a kezdd konfigurdciét: ezt I-bol ki tudjuk szamitani, neki
megfeleloen kell legyenek beallitva az input regiszterek, a tobbi meg nullazva kell legyen.

Tehat ha sikeriil felépiteniink a p4-ket 4gy, ahogy szeretnénk, akkor ¢, (€o, Taccept) lesz az
a formula, ami pontosan akkor igaz, ha a kezdékonfiguraciobol az elfogadd elérhetd, azaz
ha M elfogadja I-t.

Ha visszaemléksziink a Savitch-tételre, ott is azt hasznaltuk ki, hogy z-bol y pontosan
akkor érhetd el legfeljebb 29+1 1épésben, ha létezik olyan z, amire igaz, hogy a-bdl z-be is
eljutunk legfeljebb 2¢ 1épésben, és z-bdl y-ba is legfeljebb 2¢ 1épésben. Ez igy els6 korben
adna egy otletet @41 felirasara.

(Pd+1(w?y> = Elz(@d(wvz) /\(Pd(zvy))

Ez igy abbdl a szempontbdl korrekt is, hogy pont akkor lesz igaz (arra kell figyelni persze,
hogy z tényleg 1j valtozokbdl alljon, ne itkozzon az x-ekkel meg az y-okkal — alapvetéen
minden valtozo x; alaki, csak attekinthetoségi okokbdl hasznalunk most itt z-eket, y-okat
meg z-ket), ha -bdl y elérhetd legfeljebb 2471 1épéshen.

A probléma ezzel az, hogy egy formula hossza nem ugyanaz, mint egy algoritmus tar-
igénye! Ha ezt egy koddal értékeltetnénk ki, melynek d is argumentuma (ahogy tettiik a
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Savitch tétel bizonyitasaban), akkor mikor a méasodik p4-t elkezdenénk kiértékelni, addig-
ra mar felszabadulna az elsé ¢, altal lefoglalt memoériateriilet. De formula kiiratasakor ez
nem igy megy! ott a teljes hossz lesz a formuldnak a hossza, és ezzel a képlettel mindig,
mikor néveljik d-t, egy kétszer akkora formulat kapunk, mert kétszer irjuk le a korabbit,
atnevezve a valtozokat (ami nem valtoztat a hosszan szamottevét). gy %, amit végered-
ményben le szeretnénk gyartani, hossza n* dupldzads utdn méar 2" _szer hosszabb lenne,
mint ,, azaz exponencialis hosszl, amit képtelenség kiirjunk polinomidében. Tehat ez az
inputkonverzié ugyan tartja a valaszt, de nem polinomidejii, ezt kell még megjavitsuk.

A hossz duplazodasa azért volt, mert az el6zo iteracioban kiirt ¢g4-t kétszer is leirtuk. A
kovetkezo modszerrel elég egyszer leirni:

a1 (z,y) = EIz‘v’z'Vz”(((a: =2 Nz=2")V(z=2"Ny=2")) = pa(, z”))

Jo oké szemre ez gy néz ki, mintha hosszabb lenne, mint az el6z6 volt, de ha ¢, alap-
bol hosszi, akkor ez mar nem igy van! Ha kiszamoljuk ennek a formuldnak a hosszat:
kezd harom darab n* hosszti kvantoros kotéssel, aztdn van még 8 konfiguricié, amik
kozt egyenléséget tesztel, ésel meg vagyol (pl. az & = z rész leirhaté formuléaval:
(1 <> 21) AN (22 <> 29) Ao A(Tpe <> z,r), a tobbi is analég médon), akkor ez eddig
3 + 8 = 11-szer n* méret, plusz még g mérete, amit ezittal csak egyszer frunk le! Ez azt
jelenti, hogy amikor noveljiik d-t, novelésenként csak 11n*-val lesz hosszabb, ami azt jelen-
ti, hogy mire @, x-hoz ériink, addigra n* - 11n*-val, azaz 11n*-val lesz hosszabb a formula,
mint az eredeti (g volt, amirdl azt mondtuk, hogy O(n*) hossz elég lesz.

Tehat, ha ez a p, konstrukcié tartja a valaszt, akkor legalabbis a mérete az jo; nincs ugyan
CNF-ben, de ez megoldhat a kordbbi HALOZAT-KIELEGITHETOSEG <p SAT visszave-
zetéssel pl., hogy abban legyen, a kvantorok pedig nincsenek negacién beliil az egész igy
gyartott formuldban, tehét egyszertien a formula elejére kiirhatjuk 6ket (kezdhetiink 6ssze-
sen 3n* darab konfiguracié, azaz 3n?F kvantalt logikai valtozé kifrdsaval pl).

Ez a ,ranézésre hosszabb” formula pedig ekvivalens az el6zovel, hiszen mikor jon ki hamisra
az implikacié? akkor, ha a bal oldala igaz, a jobb oldala hamis. A bal oldal egy vagyolas;
ha a bal oldala igaz, (x = 2’ A z = 2”), akkor beirva az implikdciéba 2z’ és 2" helyére
kapjuk, hogy ¢g4(x, z) hamis; ha a jobb oldala igaz, akkor ugyanigy azt kapjuk, hogy
va4(z,y) hamis. Tehat a formula akkor lesz igaz, ha létezik olyan z, melyre ¢q(x, z) is igaz
és pq(z,y) is igaz, ez meg pont ugyanaz, mint amit a Savitch-tétel alapjan is felirtunk elsé
probalkozasként, tehat a konstrukcio helyes.

J

A szemfiiles olvasé észrevehette, hogy a QSATban nem engediink meg két egymas melletti
egyforma kvantort, de ez a két kvantor kozé betett masik kvantorral lekétott,,dummy” valtozoval
konnyen kezelhet6 és ekvivalens formuldt ad (hiszen az 1j véltozd nem fogja befolydsolni az
értékadast, melyben nem is szerepel).

Miel6tt néznénk egy , emberkézelibb” PSPACE-teljes problémét (megint az van, hogy az elsd
PSPACE-teljes problémat megtalalni ilyen munkas torténet, a tobbit tudjuk gy gyartani,
hogy ebbél az egybdl vagy egy addigra méar masik ismertbdl visszavezetéssel kapjuk meg 6ket),
egy jatékosabb szemiivegen keresztiil nézziitk meg a QSAT problémét.

Eszrevehetjiik, hogy az eredeti szintaxisnak megfelelé QSAT problémén ha futtatjuk a rekurziv
solvertinket, akkor ha felirjuk a rekurzié hivasi grafjat, akkor olyan fat kapunk, ami kisértetiesen
hasonlit egy (mestintbél ismert) minimax fara:
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( Példa: a fels6 sorban lathaté formula rekurzios hivasi grafja lerajzolva: h
dzr Yy 3z Vw((ﬁaj\/z\/w) A (yV-z) A (:v\/—g\/z))
Alul a 0/1-ek a formula magjanak a kiértékelései az oda vezetd értékadas mellett, a zold
cstcsok értéke 1, a pirosé 0, amelyik fehér maradt, azt (gyorsitott kiértékelésnél) ki se
L kellett értékeljiik, pl. mert a vagyolas bal oldala mar 1 lett. )

Mesterséges intelligenciai tanulmanyainkbol mar tudjuk, hogy egy ilyen fa kiértékelése ugyanaz,
mint egy kétszemélyes, egymas elleni, zér6 Osszegli jatékban szeretnénk meghatarozni, kinek is
van nyer$ stratégidja (és mi a jaték értéke): a jaték értéke végeredményben 0 lesz vagy 1,
ilyen médon a V csicspontok kiértékelésekor pont az értékek maximumat, a A kiértékelésekor
pedig a minimumat kapjuk. A minimalizal6 jatékos értelemszertien a kettd koziil a O-ra jatszik,
a maximalizal6 pedig az 1-re — azaz a minimalizald, aki a A, vagyis a V-kotott valtozokhoz
tartozo csicsokban valaszt agat, hamissa akarja tenni a formula magjat, a maximalizalo, aki a
V, vagyis a 3-kotott valtozokhoz tartozo csicsokban valaszt agat, igazza akarja tenni a formula
magjat. Tehat a QSAT probléma felfoghaté a kovetkezé modon:

({Deﬁnici(): QSAT mint kétszemélyes jéték) N\

e Input: egy dzVaodrs...Vry,e alaki kvantifikdlt itéletlogikai formula, mely-
nek magja, ¢ konjunktiv normalformaju kvantormentes formula, melyben csak az
T1,..., T, valtozok fordulnak el6.

e Kérdés: az elso jatékosnak van-e nyero stratégiaja a kovetkezo jatékban?

— A jatékosok sorban értéket adnak a valtozdknak, elobb az elso jatékos zi-nek,
majd a masodik xo-nek, megint az elsé xz-nak, stb., végiil a masodik xs,,-nek.

L — Ha a formula értéke igaz lesz, az els6 jatékos nyert, ha hamis, akkor a masodik.

Mivel ez pontosan ugyanaz a probléma a fentiek szerint, mint a QSAT volt, ez igy ebben a
formaban is PSPACE-teljes.

Mindenesetre az, hogy itt épp egy formula az input és kvantorok vannak az elején, nem sokat
szamit abban, hogy PSPACE-ben legyen a formula: ha van egy ,jatékunk”, amiben is jaték
allapotok vannak, egy kiindulési allapotbol, két jatékos jatszik egymas ellen, az egyik mini-
malizalni, a masik maximalizalni akarja a jaték értékét, tovabba egy allapotban egyértelmiien
meghatarozhaté az, hogy ez egy végallapot-e, ha az, akkor mi az értéke, ha meg nem az, akkor
szép sorban megkonstrudlhatok a rakovetkezd 1épések (ahogy pl. a QSAT-nal meg tudtuk
konstruélni elébb G[z/0]-t, aztdn G[z/1]-et), akkor egy algoritmus a jaték minimax fajénak
kiértékelésére:
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int eval(C) {
if( C.isFinal() ) return C.getValue(); //ha vége a jatéknak, akkor ez az értéke
(int,int) => int op =
switch( C.whoMoves() ) { //lassuk ki jon
case MIN: (x,y) => min(x,y); //ha min jon, op a minimumot képzd figgvény lesz
case MAX: (x,y) => max(x,y); //ha max jon, akkor a maximumot
}
//lekérjik sorban a rakévetkez8 allapotokat, kiértékeljik ket és eltaroljuk,
//majd visszaadjuk a minimumukat/maximumukat
//egyszerre csak az épp vizsgalt allapot kell a meméridban legyen, és az eddigi
//min/max érték
return C'.getNextConfigs() .map(eval).reduce(op);

Ugyanigy, ahogy a QSAT-nél is, ha kiszamoljuk a tarigényt, akkor ha a kovetkezdk mind
igazak:

a jaték egy allapota elfér polinom tarban;

polinom tarban el lehet donteni, hogy melyik jatékos kovetkezik;

ha vége a jatéknak, akkor polinom tarban ki lehet szamitani az értékét;

ha nincs, akkor polinom tar felhasznédlasaval lehet generalni az allapot rakovetkezoit egye-
sével;

e a jaték polinom sok 1épésben véget ér;

akkor ez a (teljes informdciés, zér6 Osszegli, polinom lépéskorlatos, kétszemélyes) jaték
PSPACE-ben van.

Ennek a forditottja is igaz: minden PSPACE-beli probléma felfoghato ilyen jatékként! Persze
az, hogy mi is egy , jaték”, elég tag fogalom — valéjaban ehhez elég egy tetszoleges PSPACE-
beli A problémét mint egy olyan jatékot definidlni, melyben elsé 1épésként végrehajtunk egy
A <p QSAT visszavezetést (ilyen van, mert QSAT PSPACE-teljes) és a kapott formulan a
jatékosok jatszanak egy QSAT jatékot — ha az elsd jatékos nyer, akkor (feltéve, hogy optimé-
lisan jatszanak) az eredeti input A-nak egy ,igen” példénya, ha B, akkor egy ,nem” példanya
volt.

Ennél egy direktebb megkozelitést fogunk latni az Alternalas fejezetben.

Ebben a fejezetben még néziink akkor egy ,,emberkozelibb” PSPA CE-teljes jatékot:

([Deﬁnicié: FOLDRAJZI JATEK] ~

e Input: egy G = (V| E) irdnyitott graf és egy kijelolt , kezd$”csicsa.
e Output: az elso jatékosnak van-e nyerd stratégidja a kovetkezo jatékban?

— El6szor az elso jatékos kezd, lerakja az egyetlen babujukat a graf kezdocstcsara.

— Ezutan a masodik jatékos 1ép, majd az elso, stb, felvaltva, mindketten a babut az
aktualis pozicidjabdl egy olyan cstucsba kell htizzak, ami egy lépésben elérhet6,
és ahol még nem voltak a jaték soran. Aki el6szor nem tud lépni, vesztett, a

masik nyert.
\_ J
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Nézziink erre egy példat:

( Ha a graf, amin a két jatékos jatszik, a kovetkezo:

és a bal oldali a kitiintetett cstucsa, akkor

e closzor az elso jatékos tesz a bal oldali csticsra
e majd a masodik vélasztasi lehet6ség hijan jobbra hizza a babut

e most az elsé valaszthat, hogy felfelé vagy lefelé hiizzon. Ha felfelé hiz, akkor a
mésodik jatékos nem tud lépni (hiszen nem léphet vissza a kezdécstucsba, mert ott
mar jartak) és veszit; ha lefelé, akkor a masodik jatékos még tud lépni jobbra egyet
és 0 nyer, mert innen az elsé nem tud.

e tehat a ketto koziil az elsé jatékos azt valasztja, hogy jobbra felfelé 1ép a fels6 csticsba
és igy meg is nyeri a jatékot, ez a példa a foldrajzi jatéknak egy .igen” példanya,

L mert az elso jatékosnak van nyero stratégiaja. y

Ahogy mar spoilereztem is:

Allitas
A FOLDRAJZI JATEK egy PSPACE-teljes probléma. ]

({ Bizonyitas ~N

A jaték egy allasaban elég azt tarolnunk, hogy melyik csicsokon jartunk méar és épp hol van
a babu; ebbdl mar kiszamithato, hogy ki jon, de ha nem tudjuk megszamolni a mar érintett
csucsokat, vagy megkiilonboztetni a paros szamokat a péaratlanoktol, akkor éppen egy
boolean valtozéban is tarolhatjuk. Ez nyilvan elfér polinom tarban. Azt is el lehet donteni,
hogy vége-e a jatéknak (nincs mér él kifelé nem érintett cstcsba), és a rakovetkezoket is
meg tudjuk konstrudlni (csak egyesével hozza kell venni a bébus cstics még nem érintett
szomszédait az érintett halmazhoz és odatolni a babut), mindezt polinom tarban, és persze
legfeljebb annyi 1épés lesz, ahdny csics, ami polinom (linedris).

Tehat a jaték PSPACE-ben van.

A PSPACE-nehézséghez megadunk egy (logtdras, tehat polinomidejil) visszavezetést
QSAT-rél a FOLDRAJZI JATEKra.

A konstrukcié a 3z Vy 3z Vw((—lx VzVw) A (yV-z) A (zV-yV z)) formulabdl ezt a
grafot fogja késziteni (az élek nem szinesek, csak azért kék a jobb oldalrdl visszatéré élek
mindegyike, hogy atlathatobb legyen), melynek a bal szélsé csticsa a kijelolt kezd6estcs:
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Lassuk részleteiben a konstrukciot: el6szor is minden valtozohoz elkészitjiikk az aldbbi
grafot, és ezeket a grafokat lancba kotjiik:

Az el6bb azért volt négy ilyen rész egymas utan a példaban, mert négy valtoz6 van benne.
Ez a szam péros lesz, mert a QSAT-ban ugy koveteltiik meg, hogy az utolsoként kotott
valtozo az egy paros indexti, univerzalisan kvantalt valtozo legyen. Minden x valtozohoz
tartozo részgrafban az elagazas utani egyik cstcsot z-szel, a masikat —x-szel cimkézziik.
(Legyen a példaban mondjuk tgy, hogy a négy ,als6” cstics rendre z, y, z és w, a négy
»fels6” csics pedig rendre —x, —y, -z és —w.)

Ezutan az utols6 (az abran jobb oldali) valtozds gadgetnek generalunk annyi szomszédot,
ahény kléz van a formula magjaban (mivel a példaban harom kl6z volt, ezért ennyi cstics
keriilt jobb oldalra). Végiil, a kl6z-csticsokbdl visszairdnyitunk éleket a valtoz6-gadgetekbe:
mindegyik klézbdl azokba a literalokba htzunk vissza éleket, amely literalok szerepelnek
benntik.

Példaul a harom kléz-csicsbdl hiztunk egy (az abran kék) élt az elsé valtozohoz tartozo
gadget fels6 cstuicsaba, azaz —x-be, a harmadik gadget alsé csticsaba, azaz z-be és a negyedik
alsé cstcsdba, azaz w-be, mert a kléz (—z V 2z V w) volt.

Azt allitjuk, hogy ezen a grafon pontosan annak van nyeré stratégiaja a foldrajzi jatékban,
akinek nyer6 stratégidja van az eredeti formula QSAT jatékaban.

Amig a foldrajzi jatékot még balrdl jobbra jatsszak a jatékosok, addig nem sok lehetdségiik
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van:

e clOszor az elso jatékos leteszi bal oldalra, mert az a kezddestcs, a babut
e a masodik jatékos jobbra hiuizza a babut, az az egy lépése van

e most az elso jatékos donthet: jobbra fel vagy jobbra le hiz. Ezzel 6 tkp kivalaszt
egyet x1 és —x1 koziil. Fogjuk fel ezt egy értékadasnak gy, hogy ha az x, literallal
cimkézett csticsba hiizza, akkor legyen az x, valtozé értéke hamis, ha pedig a —x-
gyel cimkézettbe, akkor legyen az x; valtozo értéke igaz!

e eztan a kettes jatékos nem tehet mést, behizza kozépre, atjutottak az elsé gadgeten,
de szerepet cseréltek: most az elso jatékos az, aki csak jobbra tud huzni.

e eztan a masodik jatékos dont: vagy jobbra fel, bagy jobbra le hiiz. Ha x5 felé megy,
akkor azzal azt jelzi, hogy legyen x5 értéke hamis; ha —xy felé, akkor azzal azt jelzi,
hogy legyen x4 értéke igaz!

Tehat: ahogy a két jatékos jatszik és amig balrél jobbra halad valamilyen stratégia men-
tén, akkor dontési helyzetben pontosan akkor keriilnek, mikor a nekik megfelelé parita-
su gadgetben az elagazashoz érnek, és ez a dontésiik egyértelmiien megfeleltetheté egy
értékadas-valasztasnak, amit a QSAT jatékon jatszananak.

(Azaz: eddig teljesen ugyanazt a jatékfat rajzolndnk fel ennek a jatéknak, mint amit a
QSAT-nak razolnank az eredeti formulan, ha kihagyjuk azokat a cstuicsokat, ahol a soron
kovetkezo jatékosnak csak egy valasztasa van.)

Az utolsé gadgetnél a paritas miatt a masodik jatékos valaszt oldalt, az els6 jatékos behtuzza
kozépre, és most van egy kis eltérés a két jaték jatékfaja kozt: a kovetkezo 1épésben a
masodik jatékos behizza egy kldzba a bébut (ezt meg tudja tenni, ott még nem jartak,
barmelyik kl6zba behuzhatja), és ezutéan

e az elsO jatékos lehet, hogy maris veszit, ha a klézban 1évo literalok mindegyikét
érintették mar idefele jovet — ekkor nem tud lépni.

e ha viszont van olyan literal, akit nem érintettek idefelé jovet, akkor az els6 jatékos
abba be tudja htuzni a babut és a masodik jatékos veszit, mert nem tudja onnan
kozépre behizni a babut, hiszen ott mar jartak.

Mit is jelent az, hogy az els6 jatékos nem tudja kihtzni a klézbol a babut? Azt, hogy
minden literdlon, ami a klozban szerepel, jartak idefelé jovet. Ami azt jelenti, hogy az
értékadés, amit generaltak kozben, ezeket a literalokat mindet hamisra allitotta. Tehat a
kl6zban minden literal hamis, igy a kléz hamis. Vagyis a masodik jatékos akkor nyer, ha be
tudja hizni a babut egy olyan klozba, ami hamis, ami pontosan akkor torténik, ha a formula
magja, a CNF hamis. Ami pedig pontosan azt jelenti, hogy a masodik jatékosnak pontosan
akkor van nyerd stratégidja a QSAT jatékon, ha a beldle generdlt FOLDRAJZI JATEKon
is (barmelyik jatékban ha van nyer6 stratégidja, azt at lehet konvertaln a masik jaték egy
nyer6 stratégidjara a fentiek szerint), tehat ez a visszavezetés tartja a vélaszt és — ismét
azért, mert a graf legenerdlasahoz elég csak korldtos sok pointer meg szamlalé — logtaras

\ 1S. y

Bizonyitas nélkiil felsorolunk par tovabbi PSPACE-teljes problémat:
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A Allitas )

A kovetkezd problémék mind PSPACE-teljesek:

e Adott egy M determinisztikus RAM program és egy [ inputja. Igaz-e, hogy M
elfogadja I-t, méghozza O(n) térat haszndlva?

Adott két reguldris kifejezés (klasszikus: csak betiik, uni6, egymés utan iras, csillag).
Igaz-e, hogy ugyanazokra a szavakra illeszkednek?

Adott két nemdeterminisztikus automata. Ekvivalensek-e?

Adott egy SOKOBAN feladvany (n x n-es). Megoldhat6-e?

L Adott egy RUSH HOUR feladvany (n x n-es). Megoldhat6-e?

25. Par sz6 PSPACE-t6l R-ig

Definidltuk mér korabban az EXP = TIME(2"") osztély és ennek a nemdeterminisztikus va-
riansdt: NEXP = NTIME(Q"k). Tudjuk, hogy PSPACE C EXP C NEXP, és az EXP vs.
NEXP vs. coNEXP osztalyok helyzete hasonlit a P vs. NP vs. coNP osztalyok helyzetéhez,
van is koztiik Osszefiiggés:

Allitas
Ha P = NP, akkor EXP = NEXP. J

Az ember azt gondolnd, hogy a 27" mar egy oOriasi idGigény (elvégre ennek a faktoridlis id&igény
is valahol az aljan van, hiszen n! = 0(2"")), de ennek is vannak olyan teljes probléméi, melyek
kozismertek: ilyen pl. az (&ltaldnositott: n x n-es tdblan jatszott) sakk (mesterséges 1épéskorlat
nélkiil), vagy a (japan szabalyokkal jatszott) g6. Fzek bar kétszemélyes jatékok, az &allds
polinom tarban tarolhatd, a rakévetkezok is megkonstrualhatok ennyi tarban, a PSPACE-
beliségiik a lépésszamon ,,csiszik meg”: a babukat exponencidlis sokféleképp lehet mozgatni a
tablan, ezért nem alkalmazhato rajuk ,,automatikusan” a PSPACE-beliséget megmutato tétel.
Egészen hasonlé okokbdl nincs ,,automatikusan” NP-ben a Sokoban vagy a Rush Hour: van
ugyan tanusitvany-rendszer a megoldhatdsagra, maga a lépéssorozat, ami betolja a helyére az
Osszes objektumot, vagy ami kiviszi a piros autét a tablarol, ami ha megvan, még raadasul
konnyen ellenorizhet6 is, hogy valéban egy tani-e — de a hossza a legrovidebb megoldésnak
lehet exponencialis, ezért ez a modszer nem mutatja meg az NP-beliséget.

Ha mar reguléris kifejezések: a klasszikus regularis kifejezéseket szintaktikailag feedelhetjiik
ugy, hogy megengediink tjabb operatorokat, pl. a négyzetreemelést (spec ezt a legtobb regex
motor tényleg tdmogatja is, RR helyett csak R{2}-t kell lefrni, ettél ugye rovidebb lehet a
regex, ha maga R hosszi), vagy a komplementerképzést (ezt rendszerint nem tdmogatjak, de
frhatunk R-t).

Mar a négyzetreemelés magdban is még nehezebbé teszi a regex ekvivalencia teszte-
lést:
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Allitas
A kovetkezo probléma EXPSPACE-teljes: adott két regularis kifejezés, melyekben sze-
repelhet négyzetreemelés is, ekvivalensek-e?

Az EXPSPACE persze a SPACE(Q”k) osztaly, amirdl az alapveto osszefiiggések részbol tudjuk,
hogy tartalmazza pl. az egész NEXPet is.

Felmertlhet az olvaséban, hogy mi torténik, ha az exponencialis ,,tornyot” néni engedjiik, vajon
az az id6igény minden eldontheté probléma eldontésére elég lesz-e? Nos, ezt a bonyolultsagi
osztalyt is definialtak mar:

Definicié

Az ,elemi” problémak osztélya: TIME(2") U TIME(2%") U TIME(QQQn) U ... )

Nos, nem, még ennyi id6 sem garantaltan elég arra, hogy mindent megoldjunk, amire 1étezik
algoritmus, par talan meglepd tény:

o A kovetkez6 probléma teljes az elemi problémak osztalyaban: adott két regularis kifejezés,

melyben komplementalés is szerepelhet, ekvivalensek-e?

e A 0/1 értéket kiszdmité primitiv rekurziv fiiggvények osztalya valédi médon tartalmazza
az elemi problémédkat (és az intréban mar emlitettiik, hogy még azt is valédi mdédon
tartalmazza az eldontheté problémak osztélya.)

Zarjuk le a félévet egy relativ friss osztalyképpel:

RE

® HILBERT 10. PROBLEMAJA

® PosT MEGFELELKEZESI PROBLEMAJA

® MEGALLAS 7 @ ® 29/ TCOyP .
2 \ 352 IRANYTYATLAN ELERHETOSEG

LERPETOSEG

® ELSORENDU FORMULA TAUTOLOGIA-E
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Alternalas, AP és AL

Na ez nem volt 2020-ban.

Parhuzamositas, NC

Esv2bzeolaml2nt0.

Kriptografia, egyiranyu fiiggvények, UP

Rm frz ibyg 2020-ona.

Valé6szintiségi algoritmusok, RP, ZPP, BPP

Valoszintileg ez sem volt 2020-ban.

Kvantumszamitas, BQP

Guess what, ez sem volt 2020-ban, ahogy mindenki megfigyelhette.

Orakulumos szamitasok, PN?, PH

A néni a siitivel, aki a hazban lakik, ahol lassu a lift, azt mondta, hogy ez sem volt 2020-ban.
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Fiiggelék

meg kéne csindlni az univerzalis RAM gépet

kéddal végig fullon

okthxbai

132



Tartalom

L. A targyrol 1
2. Kiszamithatosag- és bonyolultsagelmélet|
[3. Architekturak: RAM-gép és Turing-gép| 9
[3.1. Turing-gep| . . . . . . . . . 9
[3.2.  Eldontes, telismeres, kiszamitas| . . . . . . .. ... .00 11
[3.3. Egyéb Turing-gép variansok| . . . . . . . . ... o000 13
[3.4. RAM-gép| . . . . . . . 13
[3.5. A RAM gép és a strukturalt programozas|. . . . . . . ... ... ... ... ... 15
[3.6. Turing-gep szimulalasa RAM geppell. . . . . . ... ..o oo 17
[3.7. RAM gép szimulalasa Turing-geppel . . . . . . .. .. ... ... 0. 18
4. Elso bonyolultsagi osztalyaink| 19
6. Problémak osszehasonlitasa: visszavezetesekl 22
[6. Eldonthetetlenség) 30
(7. _Nemdeterminizimusl 44
(8. Polinomidoben verifikalhatosag) 48
9. Cook tetelel 49
10.A SAT variansail 50
[11.NP-teljes gratelmeéleti probléemak]| 58
(12.NP-teljes problémak halmazokra és szamokral 65
[13.Pszeudopolinomialis algoritmusok, eros és gyenge NP-teljesség) 72
(14. Approximacio| 75
[15.P és NPC Kkoztl 89
[16.5avitch tetelel 90
[17.A linearis tarigény| 95
[18.Az NL osztaly] 96
[19.Az Immerman-Szelepcsényi tétel| 98
[20.Alapveto osszefiiggések bonyolultsagi osztalyok kozt| 104
21.A hierarchia tételek] 108
[22.A logtaras visszavezeteés| 112
[23.P-teljes és NL-teljes probléemakl 115
24. PSPACE] 119
25.Par szo -tol R-1 129

Bonyolultsdgelmélet (Ivan Szabolcs, SZTE) 133 2020. december 19.11:49:54



	A tárgyról
	Kiszámíthatóság- és bonyolultságelmélet
	Architektúrák: RAM-gép és Turing-gép
	Turing-gép
	Eldöntés, felismerés, kiszámítás
	Egyéb Turing-gép variánsok
	RAM-gép
	A RAM gép és a strukturált programozás
	Turing-gép szimulálása RAM géppel
	RAM gép szimulálása Turing-géppel

	Elso bonyolultsági osztályaink
	Problémák összehasonlítása: visszavezetések
	Eldönthetetlenség
	Nemdeterminizmus
	Polinomidoben verifikálhatóság
	Cook tétele
	A Sat variánsai
	NP-teljes gráfelméleti problémák
	NP-teljes problémák halmazokra és számokra
	Pszeudopolinomiális algoritmusok, eros és gyenge NP-teljesség
	Approximáció
	P és NPC közt
	Savitch tétele
	A lineáris tárigény
	Az NL osztály
	Az Immerman-Szelepcsényi tétel
	Alapveto összefüggések bonyolultsági osztályok közt
	A hierarchia tételek
	A logtáras visszavezetés
	¶-teljes és NL-teljes problémák
	PSPACE
	Pár szó PSPACE-tol R-ig

