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Herkules és a hidra




Herkules és a hidra




Gyenge Goodstein sorozatok

¢ Induljunk ki egy szdmbdl (pl. 13), irjuk fel kettes
szédmrendszerben (13 = 23 + 22 4 20)

® Noveljik a szdmrendszer alapjat eggyel, vonjunk ki az
eredménybdl egyet, ezt ismételgessiik

33 4+32 430 -1=36=23%+32

42442 -1=79=43+3 x4 + 3 x 4°

5 4+3x54+3x50—-1=142=5%4+3 x5 +2x 59

63 +3x6'+2x69—-1=235=624+3x6'+1x69

BH3xT 4+1x7—-1=364=734+3xT7!

8 +3x8 —1=535=8"+2x8 +7x8°

753, 1025, 1357, 1755, 2225, 2773, 3405, 4127, 4944, 5863,

6890, 8031,...

a 100. tag 636.327

a 200. tag 63 x 200% + 62 x 200" + 55 x 200" = 2.532.455

az 1000. tag 63 x 10002 + 60 x 1000 + 22 = 63.060.022

a 10.000. tag 6.300.566.382

a 100.000. tag 630.005.331.070

az 1.000.000.000. tag 63.000.000.040.073.741.822



Gyenge Goodstein sorozatok
Ha pl. 7-bdl indulunk ki:
7=22421 420
P43 430 -1=12
42441 —1=424+3x4°=19
524+ 3 x50 —1=27
62+2x6%—1=37
7?4+70-1=49
82 - 1=7x8"+7x8" =63
Tx 9 +7%x99—-1=069
a 100. tag 426
az 500. tag 1010
a 600. tag 1022
a 700. tag 1022
az 1000. tag 1022
a 2000. tag 46
a 2047. tag 0.
Ha a 8-bdl, az 1.000.000.000. tag 402.653.182.610.612.734.



Rekurziv fuggvények

Hanyféleképp juthatunk el egy n x k-s tabla bal alsé sarkabdl a
jobb fels6be tgy, hogy csak jobbra / felfelé Iéphetiink?

1410|2035
113 61015
112] 3
(1) 1] 1| 1
1 yhan=1vagy k=1

P(n, k) =
(n. k) {P(n—l,k)+P(n,k—1)  egyébként

Honnan tudjuk, hogy egy ilyen képlet kiszdmitdsakor véges sok
|épésben megallunk?



Rekurziv fuggvények

P, k) 1 ,han=1vagy k=1
n, k) =
P(n—1,k)+ P(n,k—1) , egyébként

P(2,3) = P(1,3) + P(2,2)
=1+ P(1,2) + P(2,1)
—14+1+1
=3

,,Leszallasi feltétel”: n + k
® természetes szam

® csokken



Rekurziv fuggvények

SAFELY ENDANGERED
e

SWEET JESUS, POOH)
THAT'S NOT HONEY

SWEET JEsvs, Poow)
n

YOU'RE EATING WAT'S NOT HONEY

RECURSION E!E \S ﬁ ‘

YoU'RE. EATING —

RECURSION &

]
| J i

P(z,y,d) = {mici(z,y,d/2); tigrisl(z + d/2,y,d/2);
tigris2(z,y + d/2,d/2); P(x + d/2,y + d/2,d/2) }

d csokken, nemnegativ, de mégse leszallasi feltétel — mert nem egész



Rekurziv fuggvények

1 ,han=1
P(n) =<1+ P(n/2) , ha n péros
1+ P(Bn+1) ,egyébként

P(3) =1+ P(10) =2+ P(5) =3+ P(16)
=4+ P(8) =5+P4) =6+P(2)
=7+ P(1)
=38

Leszéllasi feltétel: 7

a 100.000.000.000.000.000-nal kisebb szamok koziil

n = 93.571.393.692.802.302 all meg a legkésobb, 2091 |épés utan.
87 x 2%0ig (kb 3.11 x 10'%-ig) ellenérizve (as of 2018), eddig
minden szamra megallt.



Nagy ellenpéldak

Attdl, hogy valamit nagy korlatig ellen6rziink, nem biztos, hogy
igaz:
® Pdlya sejtése: , tetszbleges n-re, az n-nél kisebb szdmoknak
legalabb a felének paratlan sok primosztéja van” — igaz
n = 906.150.257-ig, tartotta magat 1919 - 1958 kozt
® a Skewes-szdm: ha 7(x) az x-nél kisebb primek szama,
li(z) = 02 Ii—tt a logaritmikus integral, akkor x = 10*-ig (as of
2015) végig m(x) < li(x), de tudjuk, hogy valahol
1.39 x 10316 el6tt forditva is van.
® a Mertens-sejtés: egy bizonyos M (n) szdmelméleti
fliggvényrél Thomas Joannes Stieltjes sejtette, hogy minden
n-re |M(n)| < \/n — tartotta magat 1885 — 1985 kozt.
Erre nem ismeriink konkrét ellenpéldat, csak hogy létezik
legaldbb egy szdm valahol 1016 és 106-91%10% k57t amire
hamis. .. (2006)



Rekurziv fuggvények

Nézziik a kovetkezd black-box algoritmust:
® input: véges sok nemnegativ szdm

® egy |épésben: vilaszt egy pozitivat koziillik, azt csokkenti
eggyel, a mogotte alldkat tetszOleges nemnegativ egész
szdmra 4tirhatja

® ha minden O lesz, leall

pl:

(3,4,5) — (3,3,42) — (3,3,41) — (3,3,40) — (3,2,500)
5 (3,2,499) — (2,42,42) — (2,41,500) > . ..

® Erre nem létezik természetes szammal mikodd leszallasi
feltétel

® Pedig mindenképp megall



Melyik halmaz nagyobb?

°*0={}

e {0}

e {100}

e {1,2,3}

e N={0,1,2,3,...}
Z={.,-3-2-10123,...}
Q=1{p/q:p,q € Z,q>0,Inko(p,q) = 1}
e R

® a (0,1) intervallum



A megszamlalhatéan végtelen
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A megszamlalhatéan végtelen

R nagyobb, mar [0,1) is:

Egy valds szém a [0, 1) intervallumban: egy 0.b1babsby . .. alakd
végtelen string, b; € {0,1} (kettes szimrendszerben végtelen
., tizedes" tortként)

irjunk fel valés szamokat egy 71, 72,73, ... sorozatban

akkor az egész sorozatot egy (végtelen) tdblazatba rendezhetjiik:

by | by | b3 | ba | b5
m=l0]0|1]0]0
e=]0 11011
m=1111]0 1
m=]0]1]0]0]0

és a pirossal jelolt atléban szereplé 0.0100. .. elemet ha minden
koordinatdn megviéltoztatjuk, a kapott 0.1011... elem egyik sorban
sem szerepelhet (hiszen az r;-t8l a b;-ben kiilonbozik)

tehdt pl. ez a valds szdm nem jelenhet meg a tdbldzatban = nem
lehet felsorolni a valdés szdmokat (ez a ,,diagonélis médszer™)



Rendezések,rendtipusok

Amiért ,,nagyobbnak érezziik” Z-t (vagy Q-t), mint N-t: nem csak
egy halmazunk van, hanem egy rendezett halmazunk
az X halmaz elemein egy < relacié rendezés, ha:

® 1 <yésy < z-bdl kdvetkezik = < z (,,tranzitivitas”)

® minden z,y-ra vagy x < y, vagy y < x, vagy x = y all fenn

(pontosan az egyik)

(A, <) bedgyazhaté (B, <)-be, ha van f: A — B gy, hogy
z<y = f(z)=<f(y)
lgy pl. (N, <) bedgyazhaté (Z, <)-be, az pedig (Q, <)-be, de
visszafele nem!
Ha bedgyazhaté lgy, hogy B minden elemét meg is kapjuk, akkor
a két rendezés azonos tipusu.



Rendezések, rendtipusok
A természetes szdmok (a szokasos rendezéssel) rendtipusinak a
jele: w.
Pl. w rendtipusu rendezések:

1 7

e I<l<x2<3<4<...
1 <2<3<4<bh«...

® g <aa<aaa < aaaa < aaaaa < ...

A véges rendezések rendtipusat az alaphalmaz elemeinek szdmaval
jeloljiik:
® 1<2<3<4<5<6<T7rendtipusa 7

® szende < szundi < morgd < hapci < tudor < vidor < kuka
rendtipusa is 7

® hétfé < ... < vasdrnap rendtipusa is 7

(Ha két véges halmaz elemszdma megegyezik, akkor barhogy is
rendezziik 6ket, azonos tipust rendezéseket kapunk)



Rendezések, rendtipusok

Ha (X, <) és (Y, <) két rendezett halmaz, X és Y diszjunktak
(nincs kozos elemiik), akkor X U Y-t rendezhetjiik tgy, hogy

® X-en bellul megtartjuk X rendezését
® Y-on belul Y-ét
® és X minden eleme kisebb, mint Y minden eleme

Ennek jele X + Y. Rendtipusa a két rendtipus Osszege.
Pl. ha X a természetes szamok a szokasos rendezéssel, Y pedig
csak a ,,00" jelet egyediil tartalmazd halmaz, akkor X + Y:

0<1<2<3<... <>

rendtipusa w + 1. (Ez nem ugyanaz, mint w.)
Ha forditva adjuk ossze Oket:

o<0<l<2<3<...

rendtipusa 1 + w = w.



Rendezések, rendtipusok

Pl. vegyiik N két példanyat: az elsében (n,0), a masodikban
(n,1) alakd parok vannak, n € N. Akkor az osszegiik:

(0,0) < (1,0) < (2,0) < (3,0) < ... < (0,1) < (L, 1) < (2,1) < (3,1) < ...

Ez nem w, hanem w + w tipust (ami masik).
I TTTIBTE . Lehet tovabb is:

lJlI:LLW ° wt+w+1

‘ * wHwtwtw+42

' Ha X és Y rendezett halmazok, akkor X x Y-t
¢ altaldban is rendezhetjiik

® ¢lsdsorban a masodik koordinata szerint,

® ha ott egyenléség van, akkor az els
koordindta szerint

#Easy Fent: X =N, Y = {0,1}. A rendtipus w x 2.



Rendezések, rendtipusok
w X 2:

(0,0) < (1,0) < (2,0) < ... < (0,1) < (1,1) < (2,1) < ...

2 X w=w:

(0,0) < (1,0) < (0,1) < (1,1) < (0,2) < (1,2) < (0,3) < (1,3) < ...

w X 3:

(0,0), (1,0), (2,0),...,(0,1), (1,1),(2,1),...,(0,2),(1,2), (2,2), ...

wxw:w2:



Jolrendezések, rendszamok

Egy (X, <) rendezett halmaz jélrendezett, ha nincs benne végtelen
leszallé lanc:

o<y <3< T2 <1 <X
A jélrendezett halmazok rendtipusait rendszamnak hivjuk.

® 3 véges halmazok jolrendezettek = a természetes szamok
rendszamok

e N is (a szokdsos rendezéssel) = w is rendszam

® 7 nem az, Q sem



Jolrendezések, rendszamok

Egy a rendszam kisebb, mint a 3 rendszam, ha van két olyan
rendezett halmaz, X és Y, hogy X tipusa «, Y tipusa 5, X
bedgyazhatd Y-ba, de forditva nem

Pl.

0<1<2<3< .. <w<wt+l<w+2<...<wx?2

WX2<WX241<wX242< ... <wx3<...<w
< Hl<wr+2<. . <P tw<iro+l

(de pl. w+ w? = w?)
Rendszamokra igaz, hogy a < 3 pont akkor, ha 8-nak az « egy
,,valdédi kezdbszelete”



Rendszamok, megallasi feltételek

A rendszdmok mér ,,elég sokan vannak”:

Ha X rendszamoknak egy tetszbleges halmaza, akkor van
olyan a rendszdm, ami minden X-beli rendszamnal nagyobb
(,,az Osszes rendszamok halmaza” nem létezik, nem minden
,,sokasdg” halmaz)

Rendszamoknak tetszbleges halmaza jélrendezett

Ha egy rekurziv figgvény paramétereihez rendszamokat
tudunk rendelni tgy, hogy ez a rendszdm minden rekurziv
hivaskor csokken, akkor a kiszamitds garantdltan megall véges
sok lépésen beliil

Visszafele is: ha garantaltan megall, akkor rendszdm mindig
tartozik hozza

(csak az nem biztos, hogy ki tudjuk szamitani. . .)



Rendszamok: hatvanyozds

® Ha « egy rendszém, akkor @ x w az X x N rendtipusa (ahol
X rendtipusa «)
2 3 2

° fgy megkapjuk az w, w* = w X w, W’ = w* X W,

... rendszamokat
e Altaldban: wot!l = w® x w

Mi lehet w”? (Erre még visszatériink mindjart)



A black-box algoritmus

® input: véges sok nemnegativ szam

® egy |épésben: vilaszt egy pozitivat koziillik, azt csokkenti
eggyel, a mogotte alldkat tetszOleges nemnegativ egész
szamra atirhatja

® ha minden O lesz, leall

pl:
(3,4,5) — (3,3,42) > (3,3,41) — (3,3,40) — (3,2, 500)
5 (3,2,499) — (2,42,42) — (2,41,500) > . ..
Rendeljiik az (n1,n2,...,ny) inputhoz az

WF xnp +wF T X ng + ...+ w X ng_1 + ny rendszamot!

W X34+wx4+5>wrx34+wx3+42>w?x3+wx3+41



A gyenge Goodstein-sorozatok

Minden [épésben az aktudlis szamunkhoz egy rendszamot
rendeliink: ,,a szdmrendszer alapjat w-ra atirva”

Szam Rendszdm

23 49224920 — 13 W+ w?+1

3P +32 = 36 w3 + w?

PB4l x3+4+49%x3 = 79 |wd4+wx3+3
5 45 x3+59%x2 = 142wl +wx3+2

63+ 6! x 3+ 69 235 WP +wx3+1
4+ %3 364 w4+ wx3
8 4+81x248" x7 = 535 |wWi+wx2+47

a rendszam minden lépésben csokken =- minden gyenge Goodstein
sorozat véges



Rendszamok fajtdi

Minden « rendszam az aldbbi harom alaknak (pontosan) egyikében
all el6:
e a=0
® o= [+ 1 egy (ndla kisebb) 3 rendszamra — 6k a rakovetkezd
rendszamok

® « a legkisebb olyan rendszdm, ami egy olyan X végtelen
rendszdmhalmaz minden eleménél nagyobb, aminek nincs
legnagyobb eleme — 6k a limesz rendszamok

PI:

®1,2,3,...,wt+l,w+2,..., w+wx 2+ 42 rdkdvetkezd
rendszdmok

® az {1,2,3,4,...} rendszdmhalmaz minden eleménél w
nagyobb, nala kisebb felsé korlatja nincs ennek a halmaznak,
ennek a halmaznak nincs legnagyobb eleme = w limesz
rendszdm



Rakovetkezés, limesz és hatvanyozas

® w a legkisebb felsd korlatja (szuprémuma) a {2,4,6,8,...}
végtelen rendszdmhalmaznak is

® minden « limesz rendszam felirhaté mint o = \/ 3, az Osszes

B<a
nala kisebb rendszam halmazanak szuprémuma

Azt mér lattuk, hogy a® =1 és aP*! = o x a.
Ha « egy rendszam és 3 egy limesz rendszam, akkor legyen

P = \/oﬂ

v<B



Ezek szerint pl. w*-t Ggy kapjuk, hogy

® vessziik az 0sszes w-nal kisebb rendszamot: 0,1,2,3,...

® nézziik az {w°, w!, w?, w3, ...} halmazt

® ¢és ennek a szuprémuma Iesz w".
Ez most egy megszamlalhaté halmaz, ezért fel tudjuk irni masképp
is:

W = 14w+ +d+wt .

Ha el akarunk képzelni egy w® rendtipusl rendezett halmazt:

® természetes szamok sorozatait rendezziik, pl. (1,4,2), (3,1)
és () az elemei

® ¢lsdsorban hossz szerint

® az egyforma hosszdakat pedig (mondjuk) az utolsé eltéré
koordinata szerint
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Rendszamot a hidraknak




Rendszdmot a hidraknak
Rendeljlink rendszamokat hidrakhoz:

® az egy pontd hidrdhoz 0
® ha a hidra gyerekeihez az o > ag > ... > «y, rendszdmokat
rendeltik, akkor a hidrdhoz az w® + w*2 + ...+ w%n




Rendszamot a hidraknak




Rendszamot a hidraknak

A hidra rendszama mindig csokken

Herkules mindig gy6z



Szétszért rendezések

Programok helyességének ellenérzésekor (,,verifikacidkor”) a
program viselkedése sokszor nem rendszamokkal, hanem szétszért
rendtipusokkal modellezhetd.

® Szétszért rendezés: nem agyazhatd bele Q

Pl. Z szétszért (de nem jélrendezett). Ami jOlrendezett, szétszdrt
is. Z rendtipusa: (= (—w) + w.



Megszamlalhaté szétszért rendezések

A megszamlalhaté rendszamokat megkaphatjuk:
® (), 1, w-0Osszegzés

Pl.

2=1+14+0+0+0+0+...
w=1+1+1+1+...

wXx24+4=w+w+1+1+14+1+04+04+0+0+4...

w2:w+w—|—w+...

w3:w2—|—w2+w2+...

W =l+wt+wr+wd+. ..



Megszamlalhaté szétszért rendezések
A megszamlalhatd szétszort rendtipusokat megkaphatjuk:

® (, 1, (-0sszegzés

Pl.
2=...+40+0+0+1+14+04+04+04+0+...
w=...+0+0+0+1+1+1+1+...
wX(—w)=...4w+tw+w+04+0+0+0+...

T=wt+(—w+(—wtw+(—w)+twtw+...



Hogy adunk meg rendtipusokat?
Rendszamokra van Cantor normalforma:
a=w+w* 4+ ..+

ahol n > 0 egész szdm, a1 > ag > ... ay, rendszamok
(eddig is ilyet hasznaltunk)

Elsére ugy tiinhet, hogy ez elég is, csak az «;-ket is ebbe az alakba
kell atirjuk. ..
... csakhogy

g = 1+w—|—w“+www+wwww+...:w‘”



Szavak lexikografikus rendezése
Vegyiik a {0,1} dbécé feletti szavak halmazat:

{0,1}* = {0,1,00,01,10, 11,000,001, ...}

Nézziik a szavak lexikografikus rendezését: az u szd kisebb, mint a
v, ha

® u a v-nek prefixe: 0010 < 0010110 vagy
® a3z elso eltérd betinél u-ban 0 van, v-ben 1: 001010 < 0100

Nevezziik nyelvnek szavak tetszbleges halmazat, ez ad egy
rendtipust

¢ {0,00,000,0000,...} ={0™:n > 1} rendtipusa w
e {1,01,001,0001,...} rendtipusa —w

e {0":n>0}U{0":n > 1} rendtipusa w + (—w)
e {1"0™ : n,m > 1} rendtipusa w?:

10 <100 < 1000 < ... < 110 < 1100 < 11000 < ... < 1110 < ....



Nyelvek rendtipusai

Minden megszdmldlhaté rendtipus el6dll egy nyelv rendtipusaként.

Hogy adjunk meg nyelveket?



Egy ¢y tipusi nyelv

Legyen L a legsziikebb olyan nyelv, amire igaz:

® hat>0egész ésu; > ug > ...> u mind L-beli szavak,

akkor lujusg ... u:0 is L-beli szo.

Tkp. ,,helyes zardjelezések” azzal, hogy egy zardjelen belil a
kozvetlen alatta l1évd kifejezések csokkend abécésorrendben kell
legyenek. PI. ide tartozik

® 10 (a t = 0 vélasztas ezt adja)
1100 (¢t = 1, benne van 10)
110100 (¢ = 2, benne van 10 és 10)
11100100 (¢t =2, 1100 > 10 a két bels6 szd)
11011000 NEM, mert a belsé szavak nem csokkend
sorrendben vannak: 10 < 1100

Ennek a nyelvnek a rendtipusa beldthatd, hogy g, és minden,
go-ndl kisebb rendszdm is el6dll egy olyan nyelv rendtipusaként,
ami ,,az L-beli 0sszes olyan sz, mely kisebb, mint ", ahol x
valamilyen szé



Kornyezetfliggetlen nyelvtanok

Nyelvek megadasanak egy mddja kornyezetfiiggetlen (context-free,
CF) nyelvtannal torténhet:
® van véges sok valtozdnk, egyikiik a ,,kezdészimbdlum”

® 3tirasi szabalyok: minden valtozdéra van egy vagy tobb
alternativa, amire atirhatjuk

® egy alternativa: egy olyan sz, melyben véltozdk és bitek is
szerepelhetnek

pl:

X—=>1X1|Y Y —-0Y |0
Ha X a kezdGszimbdlum, akkor egy levezetés lehet pl:
X=1X=11X = 111X = 111Y = 1110Y = 11100Y = 111000

Ez a nyelvtan az {10" : m,n > 1} nyelvet generalja (tipusa w?).



Kornyezetfiiggetlen rendtipusok

A CF nyelvtannal generalhaté nyelvek rendtipusait
kornyezetfliggetlen rendtipusnak nevezziik.

® egy rendszam pontosan akkor CF, ha kisebb, mint w?”
® egy szétszért CF rendezés ,,rangja” mindig kisebb, mint w®

Az el6z6 példa L nyelve (sem annak a rendtipusa) nem
kornyezetfiiggetlen.



[zomorfizmus

A kérdés, amit vizsgdlunk: ha van két CF nyelvtan, akkor az
altaluk generalt nyelveknek ugyanaz-e a rendtipusa?

Pl. X 51X |1ésY — 10Y | 1 mindketten w tipusu nyelvet
generdlnak.

o A kérdés altaldban véve eldonthetetlen: bizonyithatéan nem
létezik ra algoritmus

® Az eldonthetd, hogy a generdlt nyelv jélrendezett-e vagy
szétszort-e

® Ha jdlrendezett és minden valtozé , prefixmentes nyelvet”
general, akkor a rendtipus Cantor normialformdja is
kiszamithaté (és ezért az izomorfizmus eldonthetd)

® Ha a rendtipus w, (—w) és 1 tagok véges Gsszege (azaz:
szétszort és legfeljebb 1 a ,,rangja”), akkor kiszdmithaté



[zomorfizmus

® Nem tudjuk, hogy jélrendezett CF nyelvek rendtipusdnak
Cantor normilformaja kiszamithaté-e altaldban

® Nem tudjuk, hogy szétszért CF rendtipusok izomorfizmus
problémaja eldonthet6-e

® Nem tudjuk, hogy a , kornyezetfiiggd” rendszamoknak mi a
fels6 korlatja
® kornyezetfiiggd: olyan 4tirdsi szabalyokat engediink meg,
melyekben a bal oldalon is allhat tetszdleges string, azzal, hogy
legyen benne legaldbb egy valtozé és ne legyen hosszabb a bal
oldal, mint a jobb
® az el6z6 L nyelv pl. kornyezetfiiggd
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