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Gyenge Goodstein sorozatok

• Induljunk ki egy számból (pl. 13), ı́rjuk fel kettes
számrendszerben (13 = 23 + 22 + 20)
• Növeljük a számrendszer alapját eggyel, vonjunk ki az

eredményből egyet, ezt ismételgessük
• 33 + 32 + 30 − 1 = 36 = 33 + 32

• 43 + 42 − 1 = 79 = 43 + 3× 41 + 3× 40

• 53 + 3× 51 + 3× 50 − 1 = 142 = 53 + 3× 51 + 2× 50

• 63 + 3× 61 + 2× 60 − 1 = 235 = 63 + 3× 61 + 1× 60

• 73 + 3× 71 + 1× 70 − 1 = 364 = 73 + 3× 71

• 83 + 3× 81 − 1 = 535 = 83 + 2× 81 + 7× 80

• 753, 1025, 1357, 1755, 2225, 2773, 3405, 4127, 4944, 5863,
6890, 8031,. . .

• a 100. tag 636.327
• a 200. tag 63× 2002 + 62× 2001 + 55× 2000 = 2.532.455
• az 1000. tag 63× 10002 + 60× 1000 + 22 = 63.060.022
• a 10.000. tag 6.300.566.382
• a 100.000. tag 630.005.331.070
• az 1.000.000.000. tag 63.000.000.040.073.741.822



Gyenge Goodstein sorozatok
Ha pl. 7-ből indulunk ki:
• 7 = 22 + 21 + 20

• 32 + 31 + 30 − 1 = 12
• 42 + 41 − 1 = 42 + 3× 40 = 19
• 52 + 3× 50 − 1 = 27
• 62 + 2× 60 − 1 = 37
• 72 + 70 − 1 = 49
• 82 − 1 = 7× 81 + 7× 80 = 63
• 7× 91 + 7× 90 − 1 = 69
• a 100. tag 426
• az 500. tag 1010
• a 600. tag 1022
• a 700. tag 1022
• az 1000. tag 1022
• a 2000. tag 46
• a 2047. tag 0.

Ha a 8-ból, az 1.000.000.000. tag 402.653.182.610.612.734.



Rekurźıv függvények

Hányféleképp juthatunk el egy n× k-s tábla bal alsó sarkából a
jobb felsőbe úgy, hogy csak jobbra / felfelé léphetünk?

1 4 10 20 35

1 3 6 10 15

1 2 3 4 5

1 1 1 1 1

P (n, k) =

{
1 , ha n = 1 vagy k = 1

P (n− 1, k) + P (n, k − 1) , egyébként

Honnan tudjuk, hogy egy ilyen képlet kiszáḿıtásakor véges sok
lépésben megállunk?



Rekurźıv függvények

P (n, k) =

{
1 , ha n = 1 vagy k = 1

P (n− 1, k) + P (n, k − 1) , egyébként

P (2, 3) = P (1, 3) + P (2, 2)

= 1 + P (1, 2) + P (2, 1)

= 1 + 1 + 1

= 3

,,Leszállási feltétel”: n+ k

• természetes szám

• csökken



Rekurźıv függvények

P (x, y, d) = {mici(x, y, d/2); tigris1(x+ d/2, y, d/2);

tigris2(x, y + d/2, d/2);P (x+ d/2, y + d/2, d/2) }

d csökken, nemnegat́ıv, de mégse leszállási feltétel – mert nem egész



Rekurźıv függvények

P (n) =


1 , ha n = 1

1 + P (n/2) , ha n páros

1 + P (3n+ 1) , egyébként

P (3) = 1 + P (10) = 2 + P (5) = 3 + P (16)
= 4 + P (8) = 5 + P (4) = 6 + P (2)
= 7 + P (1)
= 8

Leszállási feltétel: ?
a 100.000.000.000.000.000-nál kisebb számok közül
n = 93.571.393.692.802.302 áll meg a legkésőbb, 2091 lépés után.
87× 260-ig (kb 3.11× 1019-ig) ellenőrizve (as of 2018), eddig
minden számra megállt.



Nagy ellenpéldák

Attól, hogy valamit nagy korlátig ellenőrzünk, nem biztos, hogy
igaz:

• Pólya sejtése: ,,tetszőleges n-re, az n-nél kisebb számoknak
legalább a felének páratlan sok pŕımosztója van” – igaz
n = 906.150.257-ig, tartotta magát 1919 - 1958 közt

• a Skewes-szám: ha π(x) az x-nél kisebb pŕımek száma,
li(x) =

∫ 2
0

dt
ln t a logaritmikus integrál, akkor x = 1019-ig (as of

2015) végig π(x) < li(x), de tudjuk, hogy valahol
1.39× 10316 előtt ford́ıtva is van.

• a Mertens-sejtés: egy bizonyos M(n) számelméleti
függvényről Thomas Joannes Stieltjes sejtette, hogy minden
n-re |M(n)| ≤

√
n – tartotta magát 1885 – 1985 közt.

Erre nem ismerünk konkrét ellenpéldát, csak hogy létezik
legalább egy szám valahol 1016 és 106.91×1039 közt, amire
hamis. . . (2006)



Rekurźıv függvények

Nézzük a következő black-box algoritmust:

• input: véges sok nemnegat́ıv szám

• egy lépésben: választ egy pozit́ıvat közülük, azt csökkenti
eggyel, a mögötte állókat tetszőleges nemnegat́ıv egész
számra át́ırhatja

• ha minden 0 lesz, leáll

pl:

(3, 4, 5) 7→ (3, 3, 42) 7→ (3, 3, 41) 7→ (3, 3, 40) 7→ (3, 2, 500)

7→ (3, 2, 499) 7→ (2, 42, 42) 7→ (2, 41, 500) 7→ . . .

• Erre nem létezik természetes számmal működő leszállási
feltétel

• Pedig mindenképp megáll



Melyik halmaz nagyobb?

• ∅ = {}
• {0}
• {100}
• {1, 2, 3}
• N = {0, 1, 2, 3, . . .}
• Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}
• Q = {p/q : p, q ∈ Z, q > 0, lnko(p, q) = 1}
• R
• a (0, 1) intervallum



A megszámlálhatóan végtelen

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 . . .
Z 0 1 −1 2 −2 3 −3 4 −4 5 −5 6 −6 7 −7 . . .

Q 0
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. . .

ezek a halmazok ,,egyforma nagyok”



A megszámlálhatóan végtelen
R nagyobb, már [0, 1) is:

• Egy valós szám a [0, 1) intervallumban: egy 0.b1b2b3b4 . . . alakú
végtelen string, bi ∈ {0, 1} (kettes számrendszerben végtelen
,,tizedes”törtként)

• ı́rjunk fel valós számokat egy r1, r2, r3, . . . sorozatban

• akkor az egész sorozatot egy (végtelen) táblázatba rendezhetjük:

b1 b2 b3 b4 b5 . . .
r1 = 0 0 1 0 0 . . .
r2 = 0 1 0 1 1 . . .
r3 = 1 1 0 0 1 . . .
r4 = 0 1 0 0 0 . . .
. . .

• és a pirossal jelölt átlóban szereplő 0.0100 . . . elemet ha minden
koordinátán megváltoztatjuk, a kapott 0.1011 . . . elem egyik sorban
sem szerepelhet (hiszen az ri-től a bi-ben különbözik)

• tehát pl. ez a valós szám nem jelenhet meg a táblázatban ⇒ nem
lehet felsorolni a valós számokat (ez a ,,diagonális módszer”)



Rendezések,rendt́ıpusok

Amiért ,,nagyobbnak érezzük” Z-t (vagy Q-t), mint N-t: nem csak
egy halmazunk van, hanem egy rendezett halmazunk
az X halmaz elemein egy < reláció rendezés, ha:

• x < y és y < z-ből következik x < z (,,tranzitivitás”)

• minden x, y-ra vagy x < y, vagy y < x, vagy x = y áll fenn
(pontosan az egyik)

(A,<) beágyazható (B,≺)-be, ha van f : A→ B úgy, hogy
x < y ⇒ f(x) ≺ f(y)
Így pl. (N, <) beágyazható (Z, <)-be, az pedig (Q, <)-be, de
visszafele nem!
Ha beágyazható úgy, hogy B minden elemét meg is kapjuk, akkor
a két rendezés azonos t́ıpusú.



Rendezések, rendt́ıpusok
A természetes számok (a szokásos rendezéssel) rendt́ıpusának a
jele: ω.
Pl. ω rendt́ıpusú rendezések:

• 0 < 1 < 2 < 3 < 4 < . . .

• 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < . . .

• a < aa < aaa < aaaa < aaaaa < . . .

A véges rendezések rendt́ıpusát az alaphalmaz elemeinek számával
jelöljük:

• 1 < 2 < 3 < 4 < 5 < 6 < 7 rendt́ıpusa 7

• szende < szundi < morgó < hapci < tudor < vidor < kuka
rendt́ıpusa is 7

• hétfő < . . . < vasárnap rendt́ıpusa is 7

(Ha két véges halmaz elemszáma megegyezik, akkor bárhogy is
rendezzük őket, azonos t́ıpusú rendezéseket kapunk)



Rendezések, rendt́ıpusok
Ha (X,<) és (Y,<) két rendezett halmaz, X és Y diszjunktak
(nincs közös elemük), akkor X ∪ Y -t rendezhetjük úgy, hogy

• X-en belül megtartjuk X rendezését

• Y -on belül Y -ét

• és X minden eleme kisebb, mint Y minden eleme

Ennek jele X + Y . Rendt́ıpusa a két rendt́ıpus összege.
Pl. ha X a természetes számok a szokásos rendezéssel, Y pedig
csak a ,,∞” jelet egyedül tartalmazó halmaz, akkor X + Y :

0 < 1 < 2 < 3 < . . . <∞

rendt́ıpusa ω + 1. (Ez nem ugyanaz, mint ω.)
Ha ford́ıtva adjuk össze őket:

∞ < 0 < 1 < 2 < 3 < . . .

rendt́ıpusa 1 + ω = ω.



Rendezések, rendt́ıpusok

Pl. vegyük N két példányát: az elsőben (n, 0), a másodikban
(n, 1) alakú párok vannak, n ∈ N. Akkor az összegük:

(0, 0) < (1, 0) < (2, 0) < (3, 0) < . . . < (0, 1) < (1, 1) < (2, 1) < (3, 1) < . . .

Ez nem ω, hanem ω + ω t́ıpusú (ami másik).

#Easy

Lehet tovább is:

• ω + ω + 1

• ω + ω + ω + ω + 42

Ha X és Y rendezett halmazok, akkor X×Y -t
általában is rendezhetjük

• elsősorban a második koordináta szerint,

• ha ott egyenlőség van, akkor az első
koordináta szerint

Fent: X = N, Y = {0, 1}. A rendt́ıpus ω × 2.



Rendezések, rendt́ıpusok
ω × 2:

(0, 0) < (1, 0) < (2, 0) < . . . < (0, 1) < (1, 1) < (2, 1) < . . .

2× ω = ω:

(0, 0) < (1, 0) < (0, 1) < (1, 1) < (0, 2) < (1, 2) < (0, 3) < (1, 3) < . . .

ω × 3:

(0, 0), (1, 0), (2, 0), . . . , (0, 1), (1, 1), (2, 1), . . . , (0, 2), (1, 2), (2, 2), . . .

ω × ω = ω2:

... ... ... ... ... ... ......



Jólrendezések, rendszámok

Egy (X,<) rendezett halmaz jólrendezett, ha nincs benne végtelen
leszálló lánc:

. . . < x4 < x3 < x2 < x1 < x0.

A jólrendezett halmazok rendt́ıpusait rendszámnak h́ıvjuk.

• a véges halmazok jólrendezettek ⇒ a természetes számok
rendszámok

• N is (a szokásos rendezéssel) ⇒ ω is rendszám

• Z nem az, Q sem



Jólrendezések, rendszámok

Egy α rendszám kisebb, mint a β rendszám, ha van két olyan
rendezett halmaz, X és Y , hogy X t́ıpusa α, Y t́ıpusa β, X
beágyazható Y -ba, de ford́ıtva nem
Pl.

0 < 1 < 2 < 3 < . . . < ω < ω + 1 < ω + 2 < . . . < ω × 2

ω × 2 < ω × 2 + 1 < ω × 2 + 2 < . . . < ω × 3 < . . . < ω2

ω2 < ω2 + 1 < ω2 + 2 < . . . < ω2 + ω < ω2 + ω + 1

(de pl. ω + ω2 = ω2)
Rendszámokra igaz, hogy α < β pont akkor, ha β-nak az α egy
,,valódi kezdőszelete”



Rendszámok, megállási feltételek

A rendszámok már ,,elég sokan vannak”:

• Ha X rendszámoknak egy tetszőleges halmaza, akkor van
olyan α rendszám, ami minden X-beli rendszámnál nagyobb

• (,,az összes rendszámok halmaza” nem létezik, nem minden
,,sokaság” halmaz)

• Rendszámoknak tetszőleges halmaza jólrendezett

• Ha egy rekurźıv függvény paramétereihez rendszámokat
tudunk rendelni úgy, hogy ez a rendszám minden rekurźıv
h́ıváskor csökken, akkor a kiszáḿıtás garantáltan megáll véges
sok lépésen belül

• Visszafele is: ha garantáltan megáll, akkor rendszám mindig
tartozik hozzá

• (csak az nem biztos, hogy ki tudjuk száḿıtani. . . )



Rendszámok: hatványozás

• Ha α egy rendszám, akkor α× ω az X × N rendt́ıpusa (ahol
X rendt́ıpusa α)

• Így megkapjuk az ω, ω2 = ω × ω, ω3 = ω2 × ω,
. . . rendszámokat

• Általában: ωα+1 = ωα × ω

Mi lehet ωω? (Erre még visszatérünk mindjárt)



A black-box algoritmus

• input: véges sok nemnegat́ıv szám

• egy lépésben: választ egy pozit́ıvat közülük, azt csökkenti
eggyel, a mögötte állókat tetszőleges nemnegat́ıv egész
számra át́ırhatja

• ha minden 0 lesz, leáll

pl:

(3, 4, 5) 7→ (3, 3, 42) 7→ (3, 3, 41) 7→ (3, 3, 40) 7→ (3, 2, 500)

7→ (3, 2, 499) 7→ (2, 42, 42) 7→ (2, 41, 500) 7→ . . .

Rendeljük az (n1, n2, . . . , nk) inputhoz az
ωk × n1 + ωk−1 × n2 + . . .+ ω × nk−1 + nk rendszámot!

ω2 × 3 + ω × 4 + 5 > ω2 × 3 + ω × 3 + 42 > ω2 × 3 + ω × 3 + 41



A gyenge Goodstein-sorozatok

Minden lépésben az aktuális számunkhoz egy rendszámot
rendelünk: ,,a számrendszer alapját ω-ra át́ırva”

Szám Rendszám

23 + 22 + 20 = 13 ω3 + ω2 + 1
33 + 32 = 36 ω3 + ω2

43 + 41 × 3 + 40 × 3 = 79 ω3 + ω × 3 + 3
53 + 51 × 3 + 50 × 2 = 142 ω3 + ω × 3 + 2

63 + 61 × 3 + 60 = 235 ω3 + ω × 3 + 1
73 + 71 × 3 = 364 ω3 + ω × 3

83 + 81 × 2 + 80 × 7 = 535 ω3 + ω × 2 + 7

a rendszám minden lépésben csökken ⇒ minden gyenge Goodstein
sorozat véges



Rendszámok fajtái

Minden α rendszám az alábbi három alaknak (pontosan) egyikében
áll elő:

• α = 0

• α = β + 1 egy (nála kisebb) β rendszámra – ők a rákövetkező
rendszámok

• α a legkisebb olyan rendszám, ami egy olyan X végtelen
rendszámhalmaz minden eleménél nagyobb, aminek nincs
legnagyobb eleme – ők a limesz rendszámok

Pl:

• 1, 2, 3,. . . , ω + 1, ω + 2,. . . , ω2 + ω × 2 + 42 rákövetkező
rendszámok

• az {1, 2, 3, 4, . . .} rendszámhalmaz minden eleménél ω
nagyobb, nála kisebb felső korlátja nincs ennek a halmaznak,
ennek a halmaznak nincs legnagyobb eleme ⇒ ω limesz
rendszám



Rákövetkezés, limesz és hatványozás

• ω a legkisebb felső korlátja (szuprémuma) a {2, 4, 6, 8, . . .}
végtelen rendszámhalmaznak is

• minden α limesz rendszám feĺırható mint α =
∨
β<α

β, az összes

nála kisebb rendszám halmazának szuprémuma

Azt már láttuk, hogy α0 = 1 és αβ+1 = αβ × α.
Ha α egy rendszám és β egy limesz rendszám, akkor legyen

αβ =
∨
γ<β

αγ



ωω

Ezek szerint pl. ωω-t úgy kapjuk, hogy

• vesszük az összes ω-nál kisebb rendszámot: 0, 1, 2, 3, . . .

• nézzük az {ω0, ω1, ω2, ω3, . . .} halmazt

• és ennek a szuprémuma lesz ωω.

Ez most egy megszámlálható halmaz, ezért fel tudjuk ı́rni másképp
is:

ωω = 1 + ω + ω2 + ω3 + ω4 + . . .

Ha el akarunk képzelni egy ωω rendt́ıpusú rendezett halmazt:

• természetes számok sorozatait rendezzük, pl. (1, 4, 2), (3, 1)
és () az elemei

• elsősorban hossz szerint

• az egyforma hosszúakat pedig (mondjuk) az utolsó eltérő
koordináta szerint



ωω

(),

(0), (1), (2), . . .

(0, 0), (1, 0), (2, 0), . . . , (0, 1), (1, 1), (2, 1), . . . , . . . ,

(0, 0, 0), (1, 0, 0), (2, 0, 0), . . . , (0, 1, 0), (1, 1, 0), (2, 1, 0), . . . , . . . ,

(0, 0, 1), (1, 0, 1), (2, 0, 1), . . . , (0, 1, 1), (1, 1, 1), . . . , . . . , . . . ,

(0, 0, 0, 0), . . .



Rendszámot a hidráknak
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Rendszámot a hidráknak
Rendeljünk rendszámokat hidrákhoz:
• az egy pontú hidrához 0
• ha a hidra gyerekeihez az α1 ≥ α2 ≥ . . . ≥ αn rendszámokat

rendeltük, akkor a hidrához az ωα1 + ωα2 + . . .+ ωαn

rendszámot rendeljük

0 0

ω0 + ω0 = 1 + 1 = 2

ω2

ωω
2

0

1

0

1

ω × 2

ωω×2



Rendszámot a hidráknak

1

0

ω + 2 ω + 2 ω + 2 ω + 2

ωω+2 × 4



Rendszámot a hidráknak

ωω+2 × 3 + ωω+1 × 5

A hidra rendszáma mindig csökken

Herkules mindig győz



Szétszórt rendezések

Programok helyességének ellenőrzésekor (,,verifikációkor”) a
program viselkedése sokszor nem rendszámokkal, hanem szétszórt
rendt́ıpusokkal modellezhető.

• Szétszórt rendezés: nem ágyazható bele Q

Pl. Z szétszórt (de nem jólrendezett). Ami jólrendezett, szétszórt
is. Z rendt́ıpusa: ζ= (−ω) + ω.



Megszámlálható szétszórt rendezések

A megszámlálható rendszámokat megkaphatjuk:

• 0, 1, ω-összegzés

Pl.

2 = 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + . . .

ω = 1 + 1 + 1 + 1 + . . .

ω × 2 + 4 = ω + ω + 1 + 1 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + . . .

ω2 = ω + ω + ω + . . .

ω3 = ω2 + ω2 + ω2 + . . .

ωω = 1 + ω + ω2 + ω3 + . . .



Megszámlálható szétszórt rendezések
A megszámlálható szétszórt rendt́ıpusokat megkaphatjuk:

• 0, 1, ζ-összegzés

Pl.

2 = . . .+ 0 + 0 + 0 + 1 + 1 + 0 + 0 + 0 + 0 + . . .

ω = . . .+ 0 + 0 + 0 + 1 + 1 + 1 + 1 + . . .

ω × (−ω) = . . .+ ω + ω + ω + 0 + 0 + 0 + 0 + . . .

........................

? = ω + (−ω) + (−ω) + ω + (−ω) + ω + ω + . . .



Hogy adunk meg rendt́ıpusokat?

Rendszámokra van Cantor normálforma:

α = ωα1 + ωα2 + . . .+ ωαn

ahol n ≥ 0 egész szám, α1 ≥ α2 ≥ . . . αn rendszámok
(eddig is ilyet használtunk)

Elsőre úgy tűnhet, hogy ez elég is, csak az αi-ket is ebbe az alakba
kell át́ırjuk. . .
. . . csakhogy

ε0 := 1 + ω + ωω + ωω
ω
+ ωω

ωω

+ . . . = ωω
ω..

.

ε0 = ωε0



Szavak lexikografikus rendezése
Vegyük a {0, 1} ábécé feletti szavak halmazát:

{0, 1}∗ = {0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, . . .}

Nézzük a szavak lexikografikus rendezését: az u szó kisebb, mint a
v, ha

• u a v-nek prefixe: 0010 < 0010110 vagy

• az első eltérő betűnél u-ban 0 van, v-ben 1: 001010 < 0100

Nevezzük nyelvnek szavak tetszőleges halmazát, ez ad egy
rendt́ıpust

• {0, 00, 000, 0000, . . .} = {0n : n ≥ 1} rendt́ıpusa ω

• {1, 01, 001, 0001, . . .} rendt́ıpusa −ω
• {0n : n ≥ 0} ∪ {0n1 : n ≥ 1} rendt́ıpusa ω + (−ω)
• {1n0m : n,m ≥ 1} rendt́ıpusa ω2:

10 < 100 < 1000 < . . . < 110 < 1100 < 11000 < . . . < 1110 < . . . . . .



Nyelvek rendt́ıpusai

Minden megszámlálható rendt́ıpus előáll egy nyelv rendt́ıpusaként.

Hogy adjunk meg nyelveket?



Egy ε0 t́ıpusú nyelv
Legyen L a legszűkebb olyan nyelv, amire igaz:
• ha t ≥ 0 egész és u1 ≥ u2 ≥ . . . ≥ ut mind L-beli szavak,

akkor 1u1u2 . . . ut0 is L-beli szó.

Tkp. ,,helyes zárójelezések” azzal, hogy egy zárójelen belül a
közvetlen alatta lévő kifejezések csökkenő ábécésorrendben kell
legyenek. Pl. ide tartozik
• 10 (a t = 0 választás ezt adja)
• 1100 (t = 1, benne van 10)
• 110100 (t = 2, benne van 10 és 10)
• 11100100 (t = 2, 1100 ≥ 10 a két belső szó)
• 11011000 NEM, mert a belső szavak nem csökkenő

sorrendben vannak: 10 < 1100
• . . .

Ennek a nyelvnek a rendt́ıpusa belátható, hogy ε0, és minden,
ε0-nál kisebb rendszám is előáll egy olyan nyelv rendt́ıpusaként,
ami ,,az L-beli összes olyan szó, mely kisebb, mint x”, ahol x
valamilyen szó



Környezetfüggetlen nyelvtanok

Nyelvek megadásának egy módja környezetfüggetlen (context-free,
CF) nyelvtannal történhet:

• van véges sok változónk, egyikük a ,,kezdőszimbólum”

• át́ırási szabályok: minden változóra van egy vagy több
alternat́ıva, amire át́ırhatjuk

• egy alternat́ıva: egy olyan szó, melyben változók és bitek is
szerepelhetnek

pl:

X → 1X | Y Y → 0Y | 0

Ha X a kezdőszimbólum, akkor egy levezetés lehet pl:

X ⇒ 1X ⇒ 11X ⇒ 111X ⇒ 111Y ⇒ 1110Y ⇒ 11100Y ⇒ 111000

Ez a nyelvtan az {1m0n : m,n ≥ 1} nyelvet generálja (t́ıpusa ω2).



Környezetfüggetlen rendt́ıpusok

A CF nyelvtannal generálható nyelvek rendt́ıpusait
környezetfüggetlen rendt́ıpusnak nevezzük.

• egy rendszám pontosan akkor CF, ha kisebb, mint ωω
ω

• egy szétszórt CF rendezés ,,rangja” mindig kisebb, mint ωω

Az előző példa L nyelve (sem annak a rendt́ıpusa) nem
környezetfüggetlen.



Izomorfizmus

A kérdés, amit vizsgálunk: ha van két CF nyelvtan, akkor az
általuk generált nyelveknek ugyanaz-e a rendt́ıpusa?
Pl. X → 1X | 1 és Y → 10Y | 1 mindketten ω t́ıpusú nyelvet
generálnak.

• A kérdés általában véve eldönthetetlen: bizonýıthatóan nem
létezik rá algoritmus

• Az eldönthető, hogy a generált nyelv jólrendezett-e vagy
szétszórt-e

• Ha jólrendezett és minden változó ,,prefixmentes nyelvet”
generál, akkor a rendt́ıpus Cantor normálformája is
kiszáḿıtható (és ezért az izomorfizmus eldönthető)

• Ha a rendt́ıpus ω, (−ω) és 1 tagok véges összege (azaz:
szétszórt és legfeljebb 1 a ,,rangja”), akkor kiszáḿıtható



Izomorfizmus

• Nem tudjuk, hogy jólrendezett CF nyelvek rendt́ıpusának
Cantor normálformája kiszáḿıtható-e általában

• Nem tudjuk, hogy szétszórt CF rendt́ıpusok izomorfizmus
problémája eldönthető-e
• Nem tudjuk, hogy a ,,környezetfüggő” rendszámoknak mi a

felső korlátja
• környezetfüggő: olyan át́ırási szabályokat engedünk meg,

melyekben a bal oldalon is állhat tetszőleges string, azzal, hogy
legyen benne legalább egy változó és ne legyen hosszabb a bal
oldal, mint a jobb

• az előző L nyelv pl. környezetfüggő
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• S. L. Bloom, Z. Ésik. Algebraic Linear Orderings. Int. J. Foundations of Computer Science 22(2), p.
491–515, 2011.
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