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9. Geometriai feladatok

Szamos olyan gyakorlati szamitasi probléma van, amely megoldhaté olyan geometriai modellben, amelyben csak egyszerti ob-
jektumok, pontok, egyenesek, szakaszok, szogek, szogtartomanyok, poligonok szerepelnek. Ilyen alapfeladatokat vizsgalunk.

10. Alapfogalmak

Pont: (x,y) e RxR

Megjegyzés: Csak olyan feladatkat tekintiink, ahol a pontok koordindtdi mindig egész szdmok, és a megolddasdhoz nem kell
lebegbpontos aritmetikat hasznalni.

Szakasz

Legyen p1, p2 pont. A p; és p, pont altal meghatdrozott szakasz:

pim={p=y) x=aprx+(l-a)ppx,y=opry+(1-a)pry), s € R,0<a<1}
Ha p; és p» sorrendje szamit, akkor irdnyitott szakaszrél beszéliink, jele: py ps.

Egyenes

Egyenes megadésa:

1. y = mx+ b egyenlettel: azon (x,y) pontok halmaza, amelyekre teljesiil az egyenlet.

2. ax+by+c =0 egyenlettel.

3. Egyenes megaddsa két pontjdval: e(p1, p2)

Pontok dbrazolasara a

Type
Pont=record x,y:longint;az: longint end;

tipust haszndljuk, ahol p.az a pont azonositdja, vagy sorszdma a feladatleirds szerint.

10.1. Forgasirany

Gyakran el6fordul, hogy a sikon adott p; és p, pontra el kell donteni, hogy a p; ponthoz képest a p» pont milyen forgasiranyba
esik. Tekintsiik a 3. dbrén ldthat6 p; és p, vektorokat. A p; x p;, keresztszorzat a (0,0), p1, pa és p1 + p2 = (p1.x+ pa.x,p1.y +
p2-y) pontok dltal alkotott paralelogramma elGjeles teriileteként értelmezhetd.

pLxpy = det( o )

yirooy2
=  X1y2 —X2)1
= —p2Xp1.

p1 X p2 >0 & pr az 6rajrdssal ellentétes irdnyban van p;-hez képest.

p1 X p2 =0 < a(0,0), p; és pp pontok egy egyenesre esnek (kollinedrisak).

p1 X p2 <0 & py az 6rajarés irdnyban van pp-hez képest.

Még éltaldnosabban, adott két csatlakozé irdnyitott szakasz, pop; és p1ps. Milyen irdnyba fordul pyp3 a popi-hez viszonyitva?
Avélasz (p1 — po) X (p2—po) = (p1.x— po-x)(p2.y — po-y) — (p2.x— po-x)(p1.y — po.y) keresztszorzat elGjele alapjan megadhatd.
(p1—po) X (p2— po) >0 : p1p> balra fordul,



(0,0

1. dbra. A paralelogramma eldjeles teriilete:
T = (x1+x2) (V1 +y2) = X1y1 — X2y2 — X2y1 — X2y1 =
X1y1FX1Y2 +X2Y1 +X2y2 — X1Y1 — X2Y2 — X2Y1 — X2Y1 = X1Y2 — X2Y1

y 1+p2

P2

P

(0,0) x
(a) (b)

2. dbra. (a) A p; és py vektorok keresztszorzata a paralelogramma elgjeles teriilete. (b) A vildgos tartomany azokat a pontokat

tartalmazza, amelyek a p-t6l orajardssal egyez0 irdnyba esnek, a sotétebb pedig azokat, amelyek 6rajardssal ellentétes irdnyba
esnek p-tol.

pO pO

3. dbra. Csatlakoz6 szakaszok forgdsiranya.



(p1—po) x (p2—po) =0 popi és p1pa kollinedrisak,
(p1—po) x (p2— po) <0 : p1p3 jobbra fordul.

Function Forgaslrany (P0,P1,P2:Pont): Integer;
{Kimenet: +1 ha P1-P2 balra fordul,
0 ha PO,P1 és P2 kollinearisak ,
—1 ha P1-P2 jobbra fordul.}
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Var
KeresztSzorz:Longint;
Begin{ Forgaslrany }

KeresztSzorz:=Int64 (P1.x—P0.x)A(P2.y—P0.y)—Int64 (P2.x—P0.x)A(P1.y—P0.y);

If KeresztSzorz < 0 Then
ForgasIrany:=—1
Else If KeresztSzorz>0 Then
ForgasIrany:=1
Else
ForgasIrany :=0;
End{ForgaslIrany};
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10.2. Szakaszon

Annak eldontése, hogy a Py és P, pontok altal megadott szakaszon van-e a Q pont.

pl
max(pl.y,p2.y)
q
qy
min(pl.y.p2.y) P2
min(pl.x,p2.x) q.x  max(pl.x,p2.x)

4. dbra. A g pont a prp; szakaszra esik, ha p;, p» és ¢ kollinedrisak és min(p;.x,p2.x) < g.x < max(p;.x,p2.x) és
min(p1.y,p2.y) < g.y < max(p1.y, p2.y).

Function Szakaszon(P1,P2,Q:Pont): Boolean;

{Kimenet: akkor és csak akkor Igaz, ha a Q pont a P1-P2 szakaszon van.}
Begin{Szakaszon}

Szakaszon:= ((P1.x—Q.x)A(P2.y-Q.y)—(P2.x-Q.x)A(P1.y—Q.y)=0) And

(Abs(P1.x—Q.x)<=Abs(P2.x—P1.x)) And
(Abs(P2.x—Q.x)<=Abs(P2.x—P1.x)) And
(Abs(P1.y—Q.y)<=Abs(P2.y—Pl.y)) And

(Abs(P2.y—Q.y)<=Abs(P2.y—Pl.y))
End{Szakaszon};

10.3. Kozel
Annak eldontése, hogy a kollinedris Py, Py, P> pontok esetén P; kdzelebb van-e Py-hoz, mint P»:

Function Kozel(P0, P1, P2:Pont): Boolean;
{ Feltétel: (PO,P1,P2) kollinearis

Kimenet: P1 kozelebb van P0—hoz, mint P2 }
Begin

Kozel:= (Abs(P1.x—P0.x)<Abs(P2.x—P0.x)) or
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(Abs(P1.y—P0.y)<Abs(P2.y—P0.y)) ;
End H

10.4. Kozte

Annak eldontése, hogy a kollinedris Py, P>, Q pontok esetén a Q pont a P, P, szakaszon van-e

Function Kozte(P1,P2,Q:Pont): Boolean;

begin

Kozte :=(Abs(P1.x—Q.x)<Abs(P2.x—P1.x)) And
(Abs(P2.x—Q.x)<Abs(P2.x—P1.x)) And
(Abs(P1.y—Q.y)<Abs(P2.y—Pl.y)) And
(Abs(P2.y—Q.y)<Abs(P2.y—Pl.y))

end ;

10.5. Metszo szakaszparok
Eldontendd, hogy metszi-e egymast adott pyp> és g1q2 szakasz?

p2 P2 p2
q2
q2
ql al
I
p pl ° pl ql
p2 pl

\ q2
pl N

ql

5. dbra. Szakaszparok metszésének 6t lehetséges esete.

Function SzakaszParMetsz (P1,P2, Q1,Q2 : Pont):Boolean;
Var fpql,fpq2,fqpl,fqp2:integer;

Begin
fpql:=Forgaslrany (P1,P2, Ql1); fpq2:=Forgaslrany (P1,P2, Q2);
fqpl:=Forgaslrany (Q1,Q2, P1); fqp2:=Forgaslrany (Q1,Q2, P2);
SzakaszParMetsz :=(fpqlAfpq2 <0) and (fqplAfqp2<0) or
Szakaszon (P1,P2, Q1) or Szakaszon(P1,P2, Q2) or
Szakaszon (Q1,Q2, P1) or Szakaszon(Q1,Q2, P2);

End;

11. Feladat: Bekerités

Adott a sikon a P = {py,...,p,} ponthalmaz és egy ¢(q ¢ P) pont. Hatdrozzunk meg hdrom olyan a,b,c € P pontot, hogy a ¢
pont az A(a,b,c) haromszdgbe, vagy oldaldra esik, de a P ponthalmaz egyetlen més pontja sem esik a A\(a,b,c) hdromszdgbe,
vagy oldaléra!

Megoldas.

1. Allitas. Ha van olyan (tetszGleges) a,b,c € P pont, hogy g az /\(a,b,c) haromszogbe, vagy oldaldra esik, akkor ez finomithaté
ugy, hogy a feltétel teljesiiljon.

2. Allitas. Akkor és csak akkor van megoldds, ha a ¢ pont a P ponthalmaz konvex burkén beliil, vagy oldaldn van. A konvex
burok elddllitdsa nélkiil, gyorsan (linedris id6ben) kereshet6 harom olyan a,b,c € P pont, hogy ¢ € A(a,b,c). Legyen a := py,
majd keressiink olyan b € P pontot, hogy a, b és g nem esik egy egyenesre. Ha nincs ilyen b pont, akkor nincs megoldas.

Ezutdn minden p € P pontra (p # a, p # b) hatdrozzul meg, hogy a (q,a) és (q,b) egyenesek éltal meghatdrozott siknegyedek
melyikébe esik p.

Ha nem a 2. esettel ért véget a keresés, akkor nincs megoldas, mert minden pont ga-tdl balra és ﬁy—t(’il jobbra van.



6. dbra. A hdromszog finomitdsa. Minden p € P pontra, amely az A(a,b,c) hdromszdgbe, vagy oldaldra esik, g € A(a,b, p),
vagy q € A(b,c, p) vagy q € A(c,a, p) teljesiil.

7. abra.
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. dbra. Az eddig vizsgélt pontok a <(b,q,a) tartomanyba esnek. Ujabb p pont esetén:

. eset. Forgaslrany(q,a,p) > 0 és Forgaslrany(q,b,p) < 0: nem médosul semmi.

. eset. Egyébként, ha Forgaslrany(q,a,p) <0 és ForgasIrany(q,b,p) > 0: ¢ := p és vége.
. eset. Egyébként, ha ForgasIrany(q,a,p) < 0: a := p.

. eset. Egyébként, (ha ForgasIrany(q,b,p) > 0): b:= p.

program Kerit3;{ }

uses Geom;
procedure Kerito(const P: Ponthalmaz; N:longint; q:Pont; var A,B,C:longint);
{ Bemenet: P ponthalmaz, q pont
Kimenet:
(i,0,0) ha P minden pontja az e(q,P[i]) egyenesre esik
(a,b,0) ha q a P konvex burkan Kkiviil van, és ekkor
az e(q,P[a]) és e(q,P[b]) a két érintd egyenes
(a,b,c) ha q a P konvex burkan beliil van, és ekkor
(P[a],P[b],P[c]) olyan haromszég, hogy q a haromszogben vagy oldalan van,
és P egyetlen pontja sem esik a haromszogbe, sem oldalara.
}
var
firqa ,firqb ,firqc:integer;
i,j:longint;
aP,bP,cP:Pont;
begin
aP:=P[1]; i:=2;
while (i<=N)and(ForgasIrany(q,aP,P[i])=0) do inc(i);
if i>N then begin {pontjai egy egyenesre esnek}
A:=1;B:=0;C:=0;
exit;
end ;

bP:=P[i]; cP.az:=0;

if Forgaslrany(q,aP,bP)<0 then begin{q-aP-tol bP balra essen}
aP:=bP; bP:=P[0];

end ;

for j:=1 to N do begin
firqa:=Forgaslrany(q,aP,P[j]);
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firqb:=ForgasIrany(q,bP,P[j]);
if (firqa <0)and(firqb >=0) or (firqa <=0)and(firqb >0) then begin//2. eset
cP:=P[j]; break;
end else if (firqa<0)and(firqb <0) then begin //3.eset
aP:=P[j |;
end else if (firqa>0)and(firqb >0)then begin //4. eset
bP:=P[j 1;
end //else 1. eset, nincs mit tenni, sem aP, sem bP nem vatozik
end ;
if (cP.az=0) then begin
A:=aP.az; B:=bP.az; C:=0;
exit;
end ;
for i:=1 to N do
if (P[i].az<>aP.az)and(P[i].az<>bP.az)and(P[i].az<>cP.az) and
(ForgasIrany (aP,bP,P[i])>=0) and
(ForgasIrany (bP,cP,P[i])>=0) and
(ForgasIrany (cP,aP,P[i])>=0) then begin
firqa:=ForgasIrany (q,aP,P[i]);
firqb:=ForgaslIrany(q,bP,P[i]);
firqc:=ForgaslIrany(q,cP,P[i]);
if (Forgaslrany(q,aP,bP)=0)and (Forgaslrany(P[i],aP,bP)=0) then begin
if firqc>0 then aP:=P[i] else bP:=P[i]
end else if (Forgaslrany(q,bP,cP)=0)and (Forgaslrany(P[i],bP,cP)=0) then begin
if firqa>0 then bP:=P[i] else cP:=P[i]
end else if (Forgaslrany(q,cP,aP)=0)and (Forgaslrany(P[i],cP,aP)=0) then begin
if firqb>0 then cP:=P[i] else aP:=P[i]
end else
if (firqb <=0)and(firqc >=0) then
aP:=P[i]
else if (firqa>=0)and(firqc <=0) then
bP:=P[i]
else
cP:=P[i];
end ;
A:=aP.az; B:=bP.az; C:=cP.az;
end ;
12. Feladat: Pont helyzetének megallapitasa.
Adott a sikon egy zart, nem-metsz8 poligon a csicsainak py,...,p, Orajarassal ellentétes felsorolasaval és adott egy ¢ pont.
Eldontendd, hogy a g pont a poligon belsejéhez tartozik-e? A poligon valamely oldaldra es6é pont nem belsd pontja a poligonnak.
Megoldas

Vilasszunk egy olyan go pontot, amely biztosan nem tartozik a poligon belsejéhez és a poligon egyetlen csticsa sem esik a go g
szakaszra, legfeljebb ha g megegyezik valamelyik csuiccsal. (Van ilyen pont.)

Ha a g ¢ szakasz a poligon paratlan szimu oldalat metszi, akkor g bels6 pont, egyébként kiils6. A g kiilsd pont vélasztasa.
Legyen go.y = max{p;.y|pi.y < gq.y,i=1,...n} és go.x =min{p;xji=1,...n} — L.

Ha a poligonnak nincs olyan csucspontja, amelynek y-koordinatdja kisebb, mint g.y, akkor g biztosan kiils6 pont. A g0 pont ilyen
vdlasztdsa esetén legfeljebb a g pont esik a poligon valamelyik oldaldra. Ezt az esetet kiilon ellendrizziik. Egyébként, a poligon
béarmely p; pir1 oldaldnak akkor és csak akkor van kozos pontja a gogq szakasszal, ha p; és p;y1 az e(qo,q) egyenes kiilonbozd
oldaléra esik és a g és ¢ pont az e(p;, pi+1) egyenes kiilonbdzs oldaldra esik. Ez a feltétel a FORGASIRANY eljérds felhaszndldsé-
val egyszerien kiszamithato:



\

q0

9. dbra. A goq szakasz a poligon paratlan sok oldaldt metszi, tehat belsé pont.

»‘
q0

10. abra. A poligonnak tobb csticsa is a gg g szakaszra esik.

o

11. dbra. A go pont vélasztdsa:qo.y = max{p;.y|pi.y < g.y,i=1,...n} és go.x =min{p;.x|i=1,...n} — 1.
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(ForgasIrany(P[1],P[ii],q0)*ForgasIrany(P[i],P[1ii],Q)<0) And
(ForgasIrany (g0, Q, P[i])*ForgasIrany(q0, Q, P[ii]) <0 )

Function Ponthelyzete (Var P:PontHalmaz; N:Longint; Q:Pont):integer;

Var y0,x0:Int64;
i,ii ,metsz:Longint;
q0:POnt;
Begin
Ponthelyzete :=0;
y0:=q.y; x0:=P[0].x;
For i:=1 To N Do Begin
If (P[i].y<Q.y) And ((P[i].y>y0) Or (y0=Q.y) ) Then
y0:=P[i].y;
If (P[i].x<x0) Then x0:=P[i].x;
End H
If (y0=Q.y) Then Begin
Ponthelyzete:=1; exit
End;
q0.y:=y0; q0.x:=x0—-1;

Ponthelyzete:=0; metsz:=0;
For i:=1 To n Do Begin
ii:=(i+1)mod n;
If (Szakaszon(P[i], P[ii], Q) ) Then exit;
If (ForgasIrany(P[i],P[ii],q0)AForgasIrany(P[i],P[ii],Q)<0) And
(ForgasIrany(q0, Q, P[i])AForgasIrany(q0, Q, P[ii]) <0 ) Then
Inc(metsz);
End H
If Odd(metsz) Then
Ponthelyzete:=—1
Else
Ponthelyzete :=1;
End H

A algoritmus futési ideje legrosszabb esetben is a poligon csicsainak n szdmdval ardnyos, tehdt O(n).

13. Feladat: 101 Valogat6 2006

Adott a sikon egy P ponthalmaz és két kitiintetett pontja; A és B. Adott tovabba egy Q pont. Kiszdmitand6 a P ponthalmaz egy
olyan C pontja, hogy a Q pont az /A(A,B,C) haromszog belsejében van (nem eshet az oldaldra sem), és a P ponthalmaz egyetlen
mds pontja sem esik a hdromszdgbe (oldaldra sem eshet).

Kovetelmény: O(n) futési ideji algoritmus.

Program Harom;
const
MaxN=100000;
Type
Pont=record x,y:longint;az: longint end;
var
n: longint;
KiF: text;
P: array[1..MaxN] of Pont;
Aaz,Baz,i:longint;



AA ° BB

12. abra.

13. abra.

14. abra.
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11 Q,A,B,C,AA,BB: Pont;
12 Function ForgasIrany (P0,P1,P2:Pont): Integer;

13 Var
14 KeresztSzorz:Int64;
15 Begin

16 KeresztSzorz:=Int64 (P1.x—P0.x)A(P2.y—P0.y)—Int64 (P2.x—P0.x)A(P1.y—P0.y);
17 If KeresztSzorz < 0 Then

18 Forgaslrany:=—1

19 Else If KeresztSzorz>0 Then

20 ForgasIrany:=1

21 Else

22 ForgasIrany :=0;

23 End H

24 Procedure Beolvas;

25 var

26 BeF: Text;

27 i,x,y:longint;

28 begin

29 assign (BeF, ’harom.be’); reset(beF);
30 readln (Bef ,N, x,y, Aaz,Baz);

31 Q.x:=x3 Q.y:=y;

32 for i:=1 to N do begin

33 readln (BeF, x,y);

34 Pl[i].x:=x; P[i].y:=y;

35 Pli].az:=i;

36 end;

37 close (BeF);

38 if Forgaslrany(P[Aaz],P[Baz],Q)>0 then begin
39 A:=P[Aaz]; B:=P[Baz];

40 end else begin

41 B:=P[Aaz]; A:=P[Baz];

42 end;

43 end H

44  var

45 FirAB,FirBQ, FirQA ,FirAAA ,FirBBB ,FirAC,FirBC:integer;
46 begin

47 Beolvas;

48 assign (KiF, ’harom.ki’); rewrite (KiF);
49 AA.az:=0; BB.az:=0; C.az:=0;

50 for i:=1 to n do begin

51 if (P[i].az=Aaz)or(P[i].az=Baz) then continue;
52 FirAB:= ForgasIrany (A,B,P[i]);

53 FirBQ:= ForgasIrany(B,Q,P[i]);

54 FirQA:= ForgasIrany (Q,A,P[i]);

55 if (FirAB>=0)and(FirBQ>=0)and (FirQA>=0) then begin
56 writeln (Kif,’0’);

57 close (Kif); halt;

58 end ;

59 if (FirAB>0)and(FirQA<0)and(FirBQ>0) then begin
60 if (AA.az=0)or(Forgaslrany (A,AA,P[i])<0) then
61 AA:=P[i];

62 end ;

63 if (FirAB>0)and (FirQA>0)and (FirBQ<0) then

64 if (BB.az=0)or(Forgaslrany (B,BB,P[i])>0) then
65 BB:=P[i];

66 end;
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67 for i:=1 to n do begin

68 if (P[i].az=Aaz)or(P[i].az=Baz)or(P[i].az=AA.az)or(P[i].az=BB.az) then continue;
69 if AA.az>0 then FirAAA:= Forgaslrany (A,AA,P[i]);

70 if BB.az>0 then FirBBB:= ForgasIrany(B,BB,P[i]);

71 FirQA:= ForgasIrany (Q,A,P[i]);

72 FirBQ:= ForgasIrany(B,Q,P[i]);

73 if ((AA.az=0)or (FirAAA<0))and ((BB.az=0)or (FirBBB>0))and

74 (FirQA<0)and (FirBQ<0) then begin

75 C:=P[i];

76 break;

77 end;

78 end ;

79 if C.az=0 then begin

80 writeln (KiF, 0); halt;

81 end;

82 for i:=C.az+1 to n do begin

83 if (P[i].az=Aaz)or(P[i].az=Baz)or(P[i].az=AA.az)or(P[i].az=BB.az) then continue;
84 FirAB:= ForgasIrany (A,B,P[i]); FirAC:= Forgaslrany (A,C,P[i]);

85 FirBC:= ForgasIrany (B,C,P[i]);

86 if (FirAB>0)and(FirAC<0)and (FirBC>0)then C:=P[i];

87 end;

88 writeln (KiF, C.az);
89 close (KiF);
90 end.

14. Feladat: Pontok osszekotése zart, nem-metszo poligonna.

Adott a sikon n darab pont, amelyek nem esnek egy egyenesre. A pontok (x,y) koordindtdikkal adottak, amelyek egész szdmok.
A pontokat a 1,...,n szdmokkal azonositjuk. Kossiink 6ssze pontparokat egyenes szakaszokkal gy, hogy olyan zért poligont
kapjunk, amelyben nincs metszé szakaszpar. Egy ilyen zart, nem-metsz poligon megadhat6é a pontok azonositéinak egy fel-
soroldsdval: a felsoroldsban egymast kovetd pontokat kotjiik Ossze egyenes szakaszokkal, tovdbbd, az utolsét az elsdvel is
0sszekotjiik.

Bemenet

A poligon.be szoveges dllomény els§ sora a pontok 1 (3 < n < 1000) szdmat tartalmazza. A tovabbi n sor mindegyike két egész
szdmot tartalmaz, egy pont x és y koordinatdit, (—20000 < x,y < 20000). A pontok nem esnek egy egyenesre.

Kimenet

A poligon.ki szoveges dllomanyba a bemenetre kiszamitott zart, nem-metsz8 poligont leird sorozatot kell kifrni.

Példa bemenet és kimenet
bemenet kimenet

314562
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Megoldas
Vilasszuk ki a legkisebb x-koordinataju pontot, ha tobb ilyen van, akkor ezek koziil valasszuk a legkisebb y-koordinatdjit. Ezt
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nevezziik (bal-alsé) sarokpontnak €s jeloljik Q-val. Hizzunk (fél) egyenest a Q sarokpontb6l minden ponthoz.
Rendezziik az egyeneseket a Q ponton dthaladd, x-tengellyel parhuzamos egyenessel bezart (elGjeles) szog alapjan.
Rendezziik a pontokat tigy, hogy a Q sarokpont legyen az els6, és p; el6bb legyen mint p; akkor és csak akkor, ha

Pi

>¢@m
Q
< > o(Q, pi)

pi

15. dbra. A p; ponthoz tartozé elGjeles szog: ¢(Q, p;).

A 0(Q,pi) < 0(Q,pj). vagy

O(Q,pi) = 0(Q, pj) és p; kozelebb van Q-hoz, azaz p;.x < p;.x, vagy

0(Q, pi) = &(Q, pj) és pix = pj.xés pi.y <pj.y.

Ha ebben a sorrendben kotjiik 6ssze a pontokat, kivéve, hogy az utolsé egyenesen 1évd pontokat forditott sorrendben vessziik,
akkor egy zart, nem metszd poligont kapunk.

Hogyan donthet§ el, hogy ¢(Q, pi) < 0(Q,p;)?
Minden i > 1-re = < 0(Q, p;) < & és ebben a tartomanyban a tangens fiiggvény szigorian monoton névekvd, tehat

Pj

Di

piy—0Q.y

) pix—Q.x
Q0 pjx—0x

16. dbra. A ¢(Q, pi) és 0(Q, p;j) szogek viszonya.

0(Q, pi) < 9(Q, p;) akkor és csak akkor, ha

\W_ Piy—Qy pjy—0Qy ,
tan(q)(Q,p,)) = Dix—Ox < pix— Ox = tan(q)(Qapj))

Mivel Q sarokpont, igy p;.x —Q.x > 0és p;.x— Q.x > 0, tehdt
0(Q,pi) <9(Q.p))

akkor és csak akkor, ha

(Pi-y—0Qy)(pj-x—0x) < (pjy—Q.y)(pix—Q.x)
Tehdt a pontok rendezése: p; megeldzi p -t akkor és csak akkor, ha
(Piy—0y)(pjx—0Qx) < (pjy—0Qy)(pix—0Qx)V
(Piy—0y)(pjx—0x) = (pj.y—0.y)(pix—Q0x)Apix<pjxV
(piy—0y)(pjx—0x) = (pjy—0y)(pix—0x)Apix=pjxA\pi.y<pj.y

Vegyiik észre, hogy a bal-alsé sarokponthoz viszonyitott polarszog szerinti rendezés rendezési reldcidja megadhaté a FORGASIR-
ANY és a KOZEL (vagy KOZTE) miiveletekkel:
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1 forg:=Forgaslrany (sarok ,p[i],p[j]);

2 (forg>0) Or (forg=0) And Kozel(sarok ,p[i]l,pl[j]l);
1 Program Poligon;

2 Const

3 MaxN=10000; {a pontok max. szama}
4 Type

5 Pont=Record

6 x,y:Longint;{a pont koordinatai}

7 az:Longint; {a pont azonositéja}

8 End;

9 PontHalmaz=Array[1..MaxN] of Pont;

10 Var

11 N:Longint; {a pontok szama}

12 P:PontHalmaz; {a bemeneti ponthalmaz}
13 PO:Pont; {sarokpont}

14 Procedure Beolvas; {Global: P, N}

15 Var InpF:Text; {bemeneti allomany }

16 i:word;

17 Begin

18 Assign (InpF, ’poligon.be’); Reset(InpF);
19 ReadLn (InpF ,N);

20 For i:=1 To N Do Begin

21 Read (InpF ,P[i].x, P[i].y); Pl[i].az:=i; End;
22 Close (InpF)

23 End {Beolvas};

24 Procedure Kilr(j:Word);
25 {Global: P, N}

26 Var

27 OutF: Text;

28 i:Word;

29 Begin

30 Assign (OutF, ’poligon.ki’); Rewrite(OutF);
31 For i:=1 To j Do

32 Write (OutF, P[i].az:1,’_’);
33 For i:=N DownTo j+1 Do

34 Write (OutF, P[i].az:1,’_’);
35 WriteLn (OutF ) ;

36 Close (OutF);

37  End{Kilr};

38 Procedure SarokPontRendez(Var P:PontHalmaz; N:Word);
39 { A P ponthalmaz bal—alsé sarokpontjara vonatkozé
40 polarszog szerinti rendezése }

41  Var

42 Q:Pont; {a sarokpont}

43 i,i0:Word;

44 Function Kisebb (i, j:Word): Boolean;

45 {A (Q,P[i]) szog kisebb, mint a (Q,P[j]) szog?}

46 Begin

47 Kisebb:=

43 ((P[i].y-Q.y)AP[jl.xQ.x) < (P[jl.y-Q.y)A(P[i].x-Q.x))

49 Or (

50 ((PLi].y-Q.y)AP[j1.x-Q.x)=(P[j1.y-Q.y)A(P[i].x-Q.x)) And
51 ((P[i].x<P[j].x)Or((P[i].x=P[j].x) and (P[i].y<P[j].y)))
52 )

53 End;
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54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94

95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109

Function Feloszt( Bal,Jobb : Word): Word ;
Var
E : Pont;
i,j,Fe : Word;
Begin
Fe := (Bal+Jobb) Div 2;
i := Bal—1; j := Jobb+1;
While True Do Begin
Repeat
Inc (i)
Until (Fe=i)Or Kisebb (Fe, i);
Repeat
Dec(j)
Until (Fe=j)Or Kisebb(j, Fe);
If i < j Then Begin
E :=P[i]; P[i]:=P[j]; P[j] := E;
End Else Begin
Feloszt:= j; Exit
End;
End;
End (A Feloszt A)j

Procedure Rendez(Bal,Jobb : Integer);
Var
f : Word;
Begin
f:= Feloszt(Bal, Jobb);
If Bal<f Then
Rendez (Bal, f);
If f+1 < Jobb Then
Rendez (f+1, Jobb)
End (A Rendez A);
Begin{SarokPontRendez}
i0:=1; {a bal—alsé sarokpont meghatarozasa}
For i:=2 To N Do
If (P[i].x<P[i0].x)or
((P[i].x=P[i0].x)And(P[i].y<P[i0].y)) Then
i0:=i;
Q.x:=P[i0].x; Q.y:=P[i0].y; Q.az:=P[i0].az;
P[i0]:=P[1]; P[1]:=Q;
Rendez (2, N)
End{SarokPontRendez};

Procedure Szamol;
{Global: P, N }
Var
j :Word;
Begin{Szamol}
SarokPontRendez (P,N);

j:=N-1;
While ((P[N].y-P[1].y)A(P[j]l.xP[1].x)=
(P[j1.y-P[1].y)A(P[N].x-P[1].x)) Do Dec(j);
Kilr (j);
{Output: S[1..j],S[N..j+1]}
End{Szamol};

Begin{Program}
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110 Beolvas;
111 Szamol ;
112 End.
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15. Ponthalmaz konvex burka

Definicié. Egy egyszer(i (nem metsz8) poligon konvex, ha barmely két bels pontjat 6sszekotd szakasz minden pontja a poligon
belsejében, vagy hatdran van.

Definicié. Egy P = {py, ..., pn} ponthalmaz konvex burka az a legsziikebb Q konvex poligon, amely a ponthalmaz minden pontjat
tartalmazza.

Megoldas. Els6 1épésként rendezziik a ponthalmazt a bal-alsé sarokpontra vett polarszog szerint, majd minden egyenesen csak

17. abra. Ponthalmaz konvex burka.

a sarokponttdl legtdvolabbi pontot hagyjuk meg, a tobbit toroljiikk. Az igy torolt pontok biztosan nem lehetnek csticspontjai a
konvex buroknak. Legyen (qi,...,q,) az igy kapott pontsorozat poldrszdg szerinti rendezésben. Mindaddig, amig van hirom
olyan cirkuldrisan egymast kovetd g;, gi+1 git2 pont, hogy git1gi+s nem balra fordul g;g;1-hez képest, hagyjuk el a g; | pontot.
Az algoritmus futdsi ideje O(nlgn), ha a poldrszog szerinti rendezést olyan algoritmussal valdsitjuk meg amelynek futdsi ideje
O(nlgn).

Function KonvexBurok(Var P:PontHalmaz; N:Longint): Longint;

Var
M, i:Longint;
xy: Pont;
Begin
SarokRendez (P,N);
M:=2;
For i:=3 To N Do Begin
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18. dbra. A pontok halmazanak rendezése polédrszdg szerint.

19. dbra. Minden egyenesen csak a legtdvolabbi pont marad meg.
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11 While (M>2)And(Forgaslrany (P[M-1], P[M], P[i])<=0) Do
12 DecM);

13 IncM);

14 xy:=P[M]; P[M]:=P[i]; P[i]:=xy;
15 End 3

16 KonvexBurok :=M;

17 End H
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16. Feladat: Fekete-fehér parositas a sikon.

Adott a sikon n darab fehér és n darab fekete pont gy, hogy barmely harom pont nem esik egy egyenesre. Parositani kell a

fehér pontokat fekete pontokkal gy, hogy a parokat 6sszekotd szakaszok ne metsszék egymadst! A pontokat a 1,...,n szdmokkal
azonositjuk.
Bemenet

A paros.be szdveges dllomény elsd sora a fehér (és fekete) pontok n(2 < n < 10000) szdmadt tartalmazza. A tovéabbi 2n sor
mindegyike két egész szdmot tartalmaz, egy pont x és y koordinatdit, (—20000 < x,y < 20000). Az els6 n sor a fehér, a masodik
n sor a fekete pontokat tartalmazza.

Kimenet

A paros.ki szoveges dllomdnyba pontosan n sort kell kifrni, minden sorban egy fehér és a hozza parositott fekete pont sorszdma
alljon.

Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet

{paros} {paros}
5 12

6 17
02

14 1
-2 23
-7 19
32 13
26 14
30 24
21 22

14 26
Megoldas

Legyen P ={pi,...,Pn,- .-, P2} a pontok halmaza.

=N}
Ol =N

(€]

16.1. lemma. Létezik olyan p; és p; kiilonbozd szinii pontpdr, hogy az e(pi,p;j) egyenes mindkét oldaldn a fehér pontok szdma
megegyezik a fekete pontok szdmdval.

Bizonyitas. Rendezziik a pontokat a bal-alsé sarokponthoz viszonyitott polarszog szerint. Tegyiik fel, hogy a rendezésben az elsd
pont fekete. Jelolje d;,i = 1,...,2n. az els6 i pont koziil a feketék szamabol kivonva a fehérek szamat. Tehat dy = 1, da,, = 0 és
di+1 = d;+ 1 ha az i + 1-edik pont fekete, egyébként diy; = d; — 1. Ha a rendezésben utolso, azaz 2n-edik pont fehér, akkor az
1. és 2n-edik pontpdr megoldds. Ha a 2n-edik pont fekete, akkor dp,—1 = —1, de mivel d; = 1 és d;;1 = d; £ 1, igy van olyan
1 < i< 2n—1index, hogy d; = 0. Ha az i-edik pont nem fehér, akkor a keresést az [1,i — 1] intervallumban kell folytatni, ami
véges sok 1épés utdn végetér. ]
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20. abra. Parositandé pontok
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PAROSITAS(P,N)
Procedure Parosit(bal, jobb);
begin {Parosit}
if jobb=bal+1 then begin
Kilr(Bal,Jobb); exit;
end;
SarokPontRendez(P, bal jobb);
d:=1; 1:=bal+1
while true do begin
if (P[bal].az>n) Xor (P[i].az>n) then
d:=d-1
else
d:=d+1;
if (d=0)and (P[bal].az>n) Xor (P[i].az>n) then break;
1:=i+1;
end {while}
Kilr(bal, 1);
if bal+1 < i-1 then Parosit(bal+1, i-1);
if i+1 < jobb then Parosit(i+1,jobb);
end {Parosit}
begin {Parositas}
Parosit(1, 2*n);
end {Parositas}

Az algoritmus futasi ideje O(n?* 1gn).
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