11. Melysegi keresés

1. abra. A példa iranyitott graf



Procedure MelyKeres (Const G: Graf.Tipus;
Var Apa: Fuggvenyl.Tipus;
Var D : Fuggveny2.Tipus;
Var F : Fuggveny3.Tipus );

Bemenet: G=(V,E) graf

Kimenet: Apa, D, F filiggvények,
D(p): a p pont elérési ideje
F(p): a p pont elhagydsi ideje
Apa(p): (Apa(p),p) feszitdédfa él
}

Const
Null=??? {:Graf.PontTip};
Type
Paletta=(Feher, Szurke, Fekete);
Var
Szin: Fuggveny4; {Szin: V->Paletta}
Ido:Longint; {az elérési-elhagyédsi idé szamitéséhoz}

P:Graf.PontTip;

Procedure MelyBejar (P : Graf.Ponttip);
{Bejdrja a grdfban a P pontbdl elérhetd, még érintetlen pontokat}
{P még érintetlen, azaz Szin(P)=Feher}
Var
Q : Graf.Ponttip;
Begin{MelyBejar}
Szin[P] :=Szurke; {P az Uj aktiv pont}
Inc (Ido);
D[P]:=Ido; {P elérési idbéjének bedllitésa}
For Q In Ki(G,P) Do {minden P->Q élre}
If Szin[Q]=Feher Then Begin {Q még érintetelen}
Apa[Q]:=P; {a (P,Q) é1 felvétele a feszitd6fabal
MelyBejar (Q); {a 0-bdl elérhetd pontok bejarédsa}l
End
Szin[P] :=Fekete; {P bevégzett lett}
Inc(Ido);
F[P]:=Ido; {P elhagyédsi id6jének bedllitédsa}
End{MelyBejar};

Begin{MelyKeres}

Letesit (Apa);

Letesit (D);

Letesit (F);

Letesit (Szin);

For P In V Do Do Begin
Apa[P]:=Null;
Szin[P] :=Feher;

End;

Ido:= 0;

For P In V Do
If Szin[P]= Feher Then

MelyBejar (P);

Megszuntet (Szin);
End{MelyKeres};

A MELYKERES algoritmus futasi ideje O(V + E). (Feltéve, hogy



For Q In Ki(G,P)

iteracio linearis idében (©(Ki(G, P))) megvaldsithatd. )
Mélységi bejaras iranyitatlan grafra.

2. dbra. Példa iranyitatlan gréaf

11.1. A mélységi bejaras tulajdonsagai

Mélységi feszit 6 erd 6 (MFE).

MFE = (V,F):F ={(p,q) : Apa(q) = p}

A MELYKERES algoritmus altal kiszamitott d és f fliggvényekre teljesl:
(MueV)(d(u) < f(u))
(Vu#veV)(d(u) #dW) A f(U) £ F(v)

11.1. tétel. (Zardjelezési tétel) Mélységi keresést alkalmazva a G = (V,E) gréafra, a kévetkez harom feltétel kozil pontosan az
egyik teljestl minden u és Vv pontra:

1. Ald(u), f
2. Ald(v), f(v)] €
3. Afd(u), f(W)] C [d(v), f
Bizonyitas. Legyen d(u) < d(v). Két eset lehet:
a.) d(v) < f(u)
Ekkor Vv elérésekor U szine sziirke volt, tehat v leszarmazottja MFE-ben u-nak. Tovabba, v-t el6bb elhagyjuk, mielbtt visszatérnénk
u-hoz, tehat f(v) < f(u). Tehat:d(v) < d(v) < f(v) < f(u)
b) d(v) > f(u)
Ekkor d(u) < f(u) <d(v) < f(v), tehat a két intervallum diszjunkt. Ebbdl kévetkezik, hogy mind u, mind v elérésekor a méasik nem
lehetett sziirke, tehat nem leszarmazottjai egymasnak MFE-ben. [ ]

(u)] és [d(v), f(v)] intervallumok diszjunktak és egyik sem leszarmazottja a masiknak a MFE-ben.
[d(u), f(u)] és vleszarmazottja u-nek a MFE-ben.
(

V)] és u leszarmazottja v-nek a MFE-ben.



11.2. kévetkezmény. A v pont akkor és csak akkor leszarmazottja az u pontnak MFE-ben, ha d(u) < d(v) < f(v) < f(u)

11.3. tétel. (Fehér Ut tétel) Minden v pont akkor és csak akkor leszarmazottja az U pontnak MFE-ben, ha a d(u) idében (u eléré-
sekor) van csupa fehér pontokon at haladé u~~ v Gt G-ben.

Bizonyitas. =-: Tfh. u~» v a MFE-ben. Legyen w ezen (t egy tetsz6leges pontja. Az 11.2. kdvetkezmény szerint d(u) < d(w),
tehat w fehér a d(u) idben.

<: Tfh. van olyan U — vi — - -+ — Vi = V (t, hogy minden V; fehér a d(u) id6ben, de v nem lesz leszarmazotja U-nak MFE-ben.
Feltehetjik, hogy Vi < k-ra v; leszarmazottja lesz u-nak MFE-ben. Mivel Vk_1 leszarmazottja u-nak, ezért 11.2. kovetkezmény
miatt f(vi_1) < f(u). De d(u) < d(v) < f(w-_1), igy

d(u) <d(v) < f(w-1) < f(u),

tehat az 11.2. kdvetkezmény miatt Vv leszarmazottja u-nak MFE-ben.

Elek osztalyozasa
1. Faél: (u,v) €V faél, ha bekerll a MFE élei kozé, azaz Apa(v) = u.
2. Visszaél: (u,Vv) €V visszaél, ha u leszarmazottja v-nek a MFE-ben.
3. Eldreél: (u,v) €V visszaél, ha v leszarmazottja U-nek a MFE-ben és nem faél.

4. Keresztél: Minden mas esetben (u,v) € V keresztél.

Allitas

. (u,v) € V akkor és csak akkor faél, ha az u — v él vizsgalatakor v szine fehér.

. (u,v) € V akkor és csak akkor visszaél ha az u — Vv él vizsgélatakor v szine szurke.

3. (u,v) €V akkor és csak akkor el6reél ha az u — V él vizsgalatakor v szine fekete és d(u) < d(v).
(uv)

u,V) € V akkor és csak akkor keresztél ha az U — V él vizsgalatakor v szine fekete és d(u) > d(v).

5@6

3. dbra. Az élek osztalyozasa. piros:visszaél, kék:el6reél, fekete:kereszél.

11.4. tétel. Ha G iranyitatlan gréaf, akkor barmely mélységi keresésre minden éle vagy fa-él, vagy vissza-él.



Bizonyitas. Tfh. d(u) < d(v). Mivel v € Ki(G, u), ezért valamikor végrehajtodik az u — V él vizgalata, és ekkor Szir(u) = Szurke
Milyen lehet v szine?

1. Szir(v) = Feher: Ekkor (u,V) faél lesz.
2. Szinv) = Szurke Ekkor (u,V) visszaél lesz.

3. Szinv) = Fekete Nem lehet, mert ez azt jelentené, hogy f(v) < d(u).

4. abra. Az élek osztalyozasa iranyitatlan graf mélységi bejarasara. piros:visszaél.

Topologikus rendezés

Def. Egy G = (V,E) iranyitott graf topologikus rendezésén a V pontjainak egy olyan (vi,Va,...,Vqy) (N = |V|) felsorolasat értjuk,
amelyre teljesiil:
Minden (u,v) € E élre, u el6bb all a felsorolasban, mint v.

11.5. lemma. A G = (V,E) iranyitott grafnak akkor és csak akkor van topologikus rendezése, ha G kérmentes.

11.6. lemma. A G = (V,E) iranyitott grafban akkor és csak akkor van kor, ha van visszaéle.

Bizonyitas. =-: Tfh. u— Vv visszaél. Ekkor v~ U — V, tehat van kor G-ben.

< Tth. vi — Vo — -+ -1 — Vi = V1 KO, tovabba a kor pontjai kozil vi-et érjuk el elészor a mélységi bejaras soran. Tehat d(vq)
id6ben van csupa fehér pontolon at haladé v; ~» Vg Gt. A fehér Gt tétel miatt v leszarmazottja lesz a vi-nek a MFE-ben, tehat
Vk — Vy visszaél lesz. |

11.7. tétel. Ha a G iranyitott graf kormentes, akkor pontjainak minden olyan (v1,...V;) felsorolasa, amelyre
f(vi)> f(viy1);i=1,...n—1
G egy topologikus rendezése lesz barmely mélységi bejarassal kiszamitott f elhagyasi fliggvényre.

Bizonyitds. Legyen u — V € E tetsz6leges él.
a.) d(u) < d(v), azaz u-t elébb érem el, mint v-t. Ekkor a fehér Gt tétel miatt v leszarmazottja lesz u-nak a MFE-ben, tehat

d(u) < d(v) < f(v) < f(u).
b.) d(u) > d(v), azaz v-t elébb érem el, mint u-t. Mivel nincs v ~» u Ut G-ben, ezért v-t befejezem, miel6tt u-t elérném, tehat
f(v) <d(u) < f(u). ]



{Globdlis programelemek a Topologikus rendezéshez:}
Const

MaxN=???; {a grdf pontjainak max. szdma}
Type

PontTip=1..MaxN;

Vektor=Array[PontTip] Of 0..MaxN;

Procedure TopRend(Const G: Graf;
Var S: Vektor);
Var
Szin: Array[PontTip] of (Feher,Szurke,Fekete);
VanKor:Boolean;
p:l..MaxN;
SorInd:Longint;

Procedure MelyBejar (P : PontTip);
Var
Q:Graf.Ponttip;
Begin{MelyBejar}
Szin[P] :=Szurke;
For Q In Ki(G,P) Do Begin
If Szin[Q]=Feher Then
MelyBejar (Q);
Else If Szin[Q]=Szurke Then Begin{kor!}
VanKor=True;
Exit
End;
If VanKor Then Exit;
End{for Q}
Szin[P] :=Fekete;
Dec (SorInd);
S[SorInd] :=P;
End {MelyBejar};

Begin{Toprend}
For P:=1 To N Do
Szin[P] :=Feher;
VanKor:=False;
SorInd:=N+1;
For P:=1 To N Do Begin
If Szin[P]=Feher Then
MelyBejar (P);
If VanKor Then Begin
S[1]:=0;
Break
End;
End{for P};

End {TopRend};
A ToPREND algoritmus futasi ideje @(V + E). (Feltéve, hogy
For Q In Ki(G,P)

iteracio linearis idében (O(Ki(G, P))) megvaldsithatd. )



11.2. ErGsen 6sszefigg 6 komponensek

Def. U~ VhaUu~»Vésv~~sU
Def. Egy U pontot tartalmazé erGsen §sszefliggé komponens: C(u) = {veV :u~ v}

/

2 Q)

3

5. dbra. Er6sen 0sszefiiggé komponensek

Def. A G = (V,E) graf transzponaltjia: GT = (V,ET); ahol ET = {(p,q) : (g, p) € E}
Elvi algoritmus
1. Szamitsuk ki a MELYKERES algoritmussal az f(u) elhagyasi értékeket.
2. AGT transzponalt grafra alkalmazzuk a MELYKERES eljarast Ggy, hogy a pontokra a MELYBEJAR eljarast f szerint csokkend
sorrendben hivjuk
3. A 2. pontban az egy mélységi feszit6faba keriil6 pontok alkotnak egy er6sen 0sszefiiggé komponenst.

Procedure GEOK (Const G: Graf.Tipus;
Var H: Halmazok.Tipus);

Var
\ : Verem.Tipus;
Bejart: Halmaz.Tipus;
P : Graf.Ponttip;

PNev : Halmazok.NevTip;

Procedure MelyBejar (P : Graf.Ponttip);

Var
Q : Graf.Ponttip;
Begin{MelyBejar}

Bovit (Bejart,P);
For Q In Ki(G,P) Do
If Not Eleme (Bejart,Q) Then
MelyBejar (Q);
VeremBe (V,P);
End{MelyBejar};

Procedure MelyBejarT (P,Pnev:Graf.Ponttip);

Var
Q : Graf.Ponttip;
Begin{MelyBejarT}



Bovit (Bejart,P);
For Q In Be(G,P) Do Begin
If Not Eleme(Bejart,Q) Then Begin
Halmazok.Bovit (H, PNev, Q) ;
MelyBejarT (Q,Pnev);
End;
End{MelyBejarT};

Begin {GEOK}
Halmazok.Letesit (H);
Halmaz.Letesit (Bejart);
Verem.Letesit (V) ;

For P In V Do
If Not Eleme(Bejart,P) Then
MelyBejar (P);

Uresit (Bejart);

While Not Urese(V) Do Begin

{ A transzpondlt graf mélységi bejdrdsa csdkkend F érték,
azaz a V veremben levd sorrend szerint }
VeremBol (V,P);
If Not Eleme(Bejart,P) Then Begin

Bovit (H, P, P); { uj komponens }
MelyBejarT (P,P);
End;

End;

Halmaz.Megszuntet (Bejart);
Verem.Megszuntet (V) ;
End{GEOK};

11.8. lemma. Legyen C és C' a G = (V,E) iranyitott graf két kiilonb6z6 er6sen dsszefiiggé komponense. Tovabba, u,v € C és
U,V € C'. Halétezik u~> U at, akkor nem létezhet V' ~> v Ut.

Terjesszlk ki a d és f fliggvényeket V részhalmazaira, U C V:

d(U) = min{d(u)}

ueU

f(U)=max{f(u

(U) =max{f (u)
11.9. lemma. Legyen C és C' a G = (V, E) iranyitott graf két killonb6z6 erésen dsszefiiggé komponense. Ha létezik olyan u — v
él, hogy ue C ésve C, akkor f(C) > f(C).

Bizonyitas. a.) d(C) < d(C'). Legyen x € C, amelyre d(x) minimalis, azaz az els6nek elért pont C-ben. Tehat barmely w € C’
pontra a d(Xx) idében létezik csupa fehér pontokon &t haladd

X~ U— V-~ WGt Tehat a fehér Gt tétel miatt C és C’' minden pontja leszarmazottja lesz x-nek a MFE-ben. igy a 11.2. kévetkez-
mény miatt f(x) = f(C) > f(C').

b.) d(C) > d(C'). Legyen y € C', amelyre d(y) minimdlis, azaz az elsének elért pont C'-ben. Mint az elz6 esetben, a fehér Ut tétel
miatt f(y) = f(C'). Mivel van u — v él, ezért az el6z6 lemma miatt nem lehet C' egyetlen pontjabdl sem eljutni C-beli pontba, igy
y-bol sem. Tehat f(y) id6ben C minden pontja fehér, tehat f (w) > f(y) minden w € C. Tehat f(C) > f(C). ]

11.10. kovetkezmény. Legyen C és C' a G = (V,E) iranyitott graf két killonbozé er6sen ésszefiiggé komponense. Ha létezik
olyan u — v € G' él, hogy uc C ésv e C/, akkor f(C) < f(C').

Bizonyitas. u—ve G’ = v — ueE. Mivel G és G erdsen 6sszefiiggé komponensei megegyeznek, igy az el6z6 lemma miatt
f(C) < f(C)). ]

11.11. tétel. Az EOK algoritmus helyes.



Bizonyitas. Legyenek G E.O. komponensei:

Clry), - C(r), hogy F(r1) > F(rz) > -+ > (r) és

f(ri)=f(C(ri)),i=1,....k

Legyen F(ri),(i=1,--- k) a G" bejarasaval kapott ri-gyokerii mélységi feszitéfa pontjainak halmaza.

Megmutatjuk, hogy C(r;) = F(r;). A bizonyitast i-szerinti indukcioval végezziik. Tth. az els6 i — 1 komponensre az allitas igaz.
C(ri_1) G' bejarasa utan MelyBejarT(r;) hivas kovetkezik.

f(ri) = f(C(ri)), ezért a fehér Gt tétel miatt (G'-ben) C(r;) minden pontja bekeril F(rj)-be. Tovabba, a 11.10. kbvetkezmény
miatt minden él, amely C(r;)-bdl kivezet, csak olyan C' komponensbeli pontba vezethet, amelyre f(C') > f(C(ri)), tehat ez méar
kordbban bejart komponens.

11.3. Euler-kor és Euler-ut

A {p1,P2,..., Pk sétata G = (V,E) (iranyitott, vagy iranyitatlan) graf Euler-Utjanak nevezzik, ha a séta a graf minden élét ponto-
san egyszer tartalmazza. Azaz (V(u,v) € E)(3!i)(u= pi AV = pit+1).
A (p1, P2, .., Pk) séta Euler-kor, ha Euler-Gt és p; = p.

11.12. tétel. A G = (V,E) irdnyitatlan grafban akkor és csak akkor van Euler-ut, ha G 6sszefiiggd, és vagy minden pont paros
fokszamu, vagy pontosan két olyan pontja van, amelyek paratlan fokuak.

11.13. tétel. A G = (V,E) iranyitatlan grafoan akkor és csak akkor van Euler-kor, ha G ¢sszefiigg6, és minden pont paros fok-
szamda.

11.14. tétel. A G = (V,E) iranyitott grafban akkor és csak akkor van Euler-Gt, ha G ¢sszefiiggs, és vagy minden v € V pontra
KiFok(G,v) = BeFoKG, V),
vagy van a,b € V, hogy BeFoKG,a) + 1 = KiFok(G,a) és KiFok(G,b) + 1 = BeFoKG,b) és minden v # a,b € V pontra
KiFok(G,v) = BeFoKG,v).

11.15. tétel. A G = (V,E) iranyitott grafoan akkor és csak akkor van Euler-kér, ha G 6sszefiiggs, és minden v € V pontra
KiFok(G,v) = BeFoKG, V).

Program EulerKor; {Euler-kor keresés irdnyitott grafra}
Const

MaxP=100000; {a pontok max. szama}
Type

Pont=0..MaxP;

Lanc="Cella;

Cella=Record

P:Pont;
csat:Lanc
End;
Graf=Array[l..MaxP] Of Lanc; { a grafédbrdzolds tipusa }
Var

N, { a pontok szama }
E:Longint; { az élek szdma}
G:Graf;

KiFok,BeFok:Array[l..MaxP] of 0..MAXP;
El:Array[l..MaxP] of Lanc; { El[p] az els6 aktiv él }
Kor:Lanc; { a k6rséta pontjai }

Procedure Beolvas; Var InF:Text;
u,v:Pont;
i:Longint;
Guv:Lanc;
Begin
Assign (InF, ’eulerkor.be’); Reset (InF);
ReadLn (InF, N, E);
For u:=1 To N Do Begin {Inicializ&dlés}



G[u] :=Nil;
KiFok[u] :=0;
BeFok[u] :=0;

End;

For i:=1 To E Do Begin
ReadLn (InF, u,v);
New (Guv) ;

Guv”®.p:=v;
Guv”.csat:=G[u];
G[u] :=Guv;

{az input beolvaséasa}

Inc (KiFok[u]); 1Inc(BeFok[v]);

End{for 1i};

Close (InF);
End{Beolvas};

Procedure Kilr; Var
KiF:Text;
L:Lanc;

Begin

Assign (KiF,’eulerkor.ki’); Rewrite (KiF);

L:=Kor;

While L<> Nil Do Begin
Write (KiF, L".P,’ ');
L:=L".csat;

End;

Writeln (kiF);

Close (KiF);

End{KilIr};

Procedure EulerKorEpit;
Var
i:Longint;
VanKor:Boolean;
EInd:Longint;

Procedure Seta(p:Pont);
Var g:Pont;
L:Lanc;
Begin
While El[p]<>Nil Do Begin
q:=El[p]".P;
El[p]:=El[p]”.csat;
Seta(q);
End{while};

New (L) ;
L*.P:=p; L".csat:=Kor;
Kor:=L;
Inc(EInd);
End{Seta};

Begin{EulerKorEpit}
VanKor:=True;
For i:=1 To N Do Begin

{amig van p->q benemjart é1}
{g—>p passziva tétele}

{tovédbb a p->g élen}

{p bevétele a sétdba}

{a bejart élek szaménak névelése}

If (KiFok[1]=0)O0r (KiFok[i]<>BeFok[i]) Then

10



VanKor:=False;
E1[i]:=G[1]; {nincs Euler-kor}
End;
Kor:=Nil;
EInd:=0;
If VanKor Then Begin
Seta(l); {Eurel-kor épités}

VanKor:=EInd=E+1; {0sszefliggb-e a graf?}
End;
If Not VanKor Then Kor:=Nil;
Kilr;
End{EulerKorEpit};

Begin{Program}
Beolvas;

EulerKorEpit;
End.

EULERKOREPIT algoritmus futési ideje: ©(V + E)
Euler-kor keresés iranyitatlan grafban.

Program EulerKor; {Euler-kOr keresés irdnyitatlan grdfra} Const

MaxP=100000; {a pontok max. szama}

Type

Pont=0..MaxP;

Lanc="Cella;

Cella=Record

P:Pont;
Aktiv:Boolean;
Veg, csat:
Lanc

End;

Graf=Array[l..MaxP] Of Lanc; { a grafédbrédzoléds tipusa }
Var

N, { a pontok széma }

E:Longint; { az élek széma }

G:Graf; { a graf }
Fok:Array[l..MaxP] of 0..MAxP;{ fokszam }
El:Array[l..MaxP] of Lanc; { El[p] az els6 aktiv é1 }
Kor:Lanc; { a k6rséta pontjai }

Procedure Beolvas; Var InF:Text;
u,v:Pont;
i:Longint;
Guv, Gvu:Lanc;

Begin
Assign (InF, ’'eulerkor.be’); Reset (InF);
ReadLn (InF, N, E);

For u:=1 To N Do Begin {Inicializéaléas}
G[u]:=Nil;
Fok[u]:=0;

End;

For i:=1 To E Do Begin {az input beolvasésa}
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ReadLn (InF, u,v);
New (Guv); New(Gvu);
Guv”.p:=v; Guv”.Aktiv:=True; Guv”.Veg:=Gvu;
Gvu”.p:=u; Gvu”.Aktiv:=True; Gvu”.Veg:=Guv;
Guv”~.csat:=G[u]; Gvu”.csat:=G[v];
G[u] :=Guv; G[v]:=Gvu;
Inc (Fok[u]); Inc(Fok[v]);
End{for i};

A

Close (InF);
End{Beolvas};

Procedure Kilr; Var

KiF:Text;

L:Lanc;

Begin

Assign (KiF,’eulerkor.ki’); Rewrite (KiF);

L:=Kor;

While L<> Nil Do Begin
Write (KiF, L*.P," ');
L:=L".csat;

End;

Writeln (kiF);

Close (KiF) ;

End{KiIr};

Procedure EulerKorEpit;
Var
i:Longint;
VanKor:Boolean;
EInd:Longint;

Procedure Seta(p:Pont);
{Global: G, E1}

Var q:Pont;
L, Lg:Lanc;
Begin

While El[p]<>Nil Do Begin {amig van p->q benemjart é1}
If El[p]”.Aktiv Then Begin{p->El[p]”".P aktiv él}

q:=El[p]".P;
El[p]”.Aktiv:=False; {p—>q passziva tétele}
Lg:=El[p]".Veg;
Lg”.Aktiv:=False; {g—>p passziva tétele}
El[p]:=El[p]".csat;
Seta(q); {tovédbb a p->q élen}
End Else {p—>El[p]".P passziv él}

El[p]:=El[p]".csat;

End{while};

New (L) ;

L".P:=p; L".csat:=Kor; {p bevétele a sétéba}

Kor:=L;

Inc (EInd); {a bejart élek sz. novelése}

End{Seta};

Begin{EulerKorEpit}
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VanKor:=True;

For i:=1 To N Do Begin
If (Fok[1]=0)0Or Odd(Fok[i]) Then

VanKor:=False; {nincs Euler-kor}

E1[i]:=G[1i];

End;

Kor:=Nil;

EInd:=0;

If VanKor Then Begin
Seta(l); {Eurel-kor épités}

VanKor:=EInd=E+1; {6sszefliggb-e a graf?}
End;
If Not VanKor Then Kor:=Nil;
Kilr;
End{EulerKorEpit};

Begin{Program}
Beolvas;

EulerKorEpit;
End.

EULERKOREPIT algoritmus futasi ideje: O(V + E)
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