10. Gréf absztrakt adattipus, grafok abrazolasa

10.1. Definicidk

1. Irényitatlan graf :G = (V,E)

E rendezetlen {a,b},a,b €V parok halmaza.
2. Iranyitott graf :G = (V,E)

E rendezett (a,b) parok halmaza; ECV x V.
3. Multigréf :

G = (V,E,Ind,Erk), Ind,Erk : E —V

Ind(e) az e él induld, Erk(e) az érkezd pontja.
Cimkézett (sulyozott) graf :G = (V,E,C)
C:E — Cimke

Ki(G,p)={qeV:(p,a) €E}
Be(G,p) ={qeV :(a,p) € E}
KiFok(G, p) = |Ki(G, p)|
BeFoKG, p) = [B&(G, p)|

10.2. Gréf absztrakt adattipus
Milyen m(iveleteket akarunk grafokon végezni?
Ertékhalmaz: Graf = {G= (V,E):V C PontTipE CV xV}

Miveletek:
G: Graf, P,P1,P2:PontTip | : Plterator,

{lgaz} Letesi(G) {G=(0,0)}
{G=G} MegszuntdiG) {lgaz}
{G=G} Uresit(G) {G=(0,0)}
{G=(V,E)} PBovit(G, P) {V =Pre(V)U{P} NE = Pre(E)}
{G=V,E)APeV} PTorol(G,P) {V=Pre(V)—{P} A
E=Pre(E) - {(P.Q): QeKI(G,P)} —
{(Q.P): Qe Be(G.P)}}
{G=(V,E),P1,P2eV} EIBovit(G,P1,P2) {E =Pre(E)U{(P1,P2)}AV =Pre(V)}
{G=(V,E),PL,P2eV} EITorol(G,P1,P2) {E=Pre(E)—{(P1,P2)} AV =Pre(V)}
{G=(V,E),P1,P2cV} VanelG,P1,P2) {=(P1,P2)cEAE =Pre(E)AV =Pre(V)}
{G=G} PlterKezdG,l) {}
{G=G}  PlterAd(1,P)  {}
{G=G} PlterVegél ) {}
{G=G} KilterkezdG,P1) {}
{G=G} PKilterAd(1,Q) {}
{G=G} KilterVeg€l) {}
{G=G} BelterkezdG,RI) {}
{G=G} BelterAdl,P) {}
{G=G} BelterVegél) {}



{G=G} EliterkezdG,1) {}
{G=G} EliterAd(I,PQ) {}
{G=G} Elitervegél) {}

Forall p in V Do PIterKezd (G, I);
M(p); While Not PIterVege(I) Do Begin
PIterAd(I,p);
M(p); {mlvelet a p ponttal}

End;
Forall g in Ki(G,p) Do KiIéerKezd(G,p,I);

M(p,q); While Not KiIterVege(I) Do Begin
KilterAd(I,q);
M(p,q); {mivelet a p->g éllel}

End;
Forall p in Be(G,q) Do BeI%erKezd(G,q,I);

M(p,q); While Not BelIterVege(I) Do Begin
BelterAd(I,p);
M(p,q); {mivelet a p->q éllel}

End;
Forall (p,q) in E Do ElIterKezd(G,I);

M(p,q); While Not ElIterVege(I) Do Begin
ElIterAd(I,p,q);
M(p,q); {mlvelet a p->q éllel}

End;
Az él-iteracid nyilvanval6éan megvalésithat6 a pont-iteracié és ki-iterécio mUveletekkel, de forditva nem.
Forall (p,q) in E Do = PIterKezd (G, Ip);
M(p,q); While Not PIterVege (Ip) Do Begin

PIterAd(Ip, P);
KilterKezd (G, P, Ie);
While Not KiIterVege(Ie) Do Begin
KilterAd(Ie,q);
M(p,q); {mlvelet a p->q éllel}
End{while Ie}

End{while Ip};
Cimkézett (sulyozott) graf absztrakt adattipus

Ertékhalmaz:
Graf ={G=(V,E,C):V CPontTipE CV xV,C: E — CimkeTig
Mveletek:
G: Graf, PPl P2:PontTip S: CimkeTipl : Plterator,




{lgaz} Letesi{G) {G=(0,0)}
{G=G} Megszunt€iG) {lgaz}

{G=G} Uresit(G) {G=(0,0)}
{G=(V,E)} PBovit(G,P) {V=Pre(V)U{P} \E =Pre(E)}
{G=V,E)APeV} PTorol(G,P) {V=Pre(V)—{P} A

E =Pre(E) - {(PQ): QeKI(G,P)} -
{(QP):QeBeG,P)}}

{G=(V,E),P1,P2eV} EIBovit(G,P1,P2,S) {E=Pre(E)U{(P1,P2)}AC(P1,P2) =S}
{G=(V,E),PL,P2eV} EITorol(G,P1,P2) {E=Pre(E)—{(P1,P2)} AV =Pre(V)}
{G=(V,E),P1,P2cV}  VanelG,P1,P2)  {=(PLP2) cEAG=PreG)}
{G=(V,E),(P1,P2) e E} EICIimkegG,P1,P2,S) {S=Pre(C)(P1,P2)cEAE =Pre(E)}
{G=(V,E),(P1,P2) cE} EICimkezG,P1,P2,S) {S=C(P1,P2)\E =Pre(E)}
{G=G} PlterKezdG,I) {}
{G=G} PlterAd(l,P) {}
{G=G} PlterVegél ) {}

{G=G} KilterkezdG,PIl) {}
{G=G} PKilterAd(l,Q,S) {}
{G=G} KilterVeggl) {}
{G=G} BelterkezdG,PI) {}
{G=G} BelterAdl,P,S) {}
{G=G} BelterVegél ) {}

{G=G} EllterkezdG,l) {}
{G=G} EllterAd(I,PQ,5) {}
{G=G}  Elltervegél) {}

10.3. Grafok abrazolasai

Szempontok az adatszerkezet megvalasztasahoz.

1. Az adott probléma megoldasahoz ténylegesen mely miveletek sziikségesek.
2. Melyek a relevans miveletek, amelyek alapvetéen befolyasoljak az algoritmus futasi idejét.
3. Atéarigény az adott probléma esetén.

1. Elhalmaztémb és lanc
a.) Statikus (tdmbos)

Const MaxE=?77?; MaxN=???
Type
PontTip=1..MaxN;
Graf=Array[1..MaxE] of Record
Ind,Erk:PontTip
End;
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Tarigény: ©(|E|)

VANEL idGigénye: ©(|E|)
El-iteracio idGigénye: ©(|E|)
Ki-iteracio idGigénye: ©(|E|)

b.) Dinamikus

Type
PontTip=??7?;
Lanc="Cellg;
Cella=Record

Ind,Erk:PontTip;

Csat:Lanc
End;
Graf=Lanc

Tarigény: ©(|E|)

VANEL idGigénye: ©(|E|)
El-iteracio idGigénye: ©(|E|)
Ki-iteracio idGigénye: ©(|E|)

2. Kapcsolatmatrix (szomszédsagi matrix)

Const
MaxN="???
NemEI=???

Type
PontTip=1..MaxN;
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Graf=Array[1..MaxN, 1..MaxN] of Boolean;
GrafC=Array[1..MaxN, 1..MaxN] of Cimke;

Tarigény: ©(n?) (n= |V|)
VANEL id6igénye: ©(1)
El-iteracié idSigénye: ©(n?)
Ki-iteracio idGigénye: ©(n)
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3. dbra. Kapcsolatmatrix




3. Ellista

a.) Statikus
G 1 2 34 56 7 8 9  KiFok
1{213]0 2
20310 1
315/6|0 2
4(117]0 2
502168 3
6127 |8 3
71310 1
817]0 1
910 0

4. dbra. Statikus éllista
Const
MaxN=2???
Type

PontTip=1..MaxN;

Graf=Array[1..MaxN, 1..MaxN] of PontTip;
Var

KiFok:Array[1..MaxN] of 0..MaxN;

G:Graf;

Tarigény: O(n?)

VANEL id6igénye: Tjy = O(n)
El-iteracio idGigénye: ©(|E|)
Ki-iteracio idGigénye: ©(|Ki(G, p)|)

b.) Dinamikus

Const
MaxN=2???
Type
PontTip=1..MaxN;
Graf=Array[1..MaxN] of Lanc;
Lanc="Cella;
Cella=Record
Erk:PontTip;
Csat:Lanc
End;

Tarigény: O(|V|+ |E|)

VANEL id6igénye: Tj, = O(n)
El-iteracio idGigénye: ©(|E|)
Ki-iteracio idGigénye: ©(|Ki(G, p)|)



5. dbra. Dinamikus éllista
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4. Altalanos éllista
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6. abra. Altalanos éllista

Type
PontTip=??7?;
FLanc="FCella;
VLanc="VCellg;
FCella=Record
Ind:PontTip;
FCsat:FLanc
VCsat:VLanc
End;
VCella=Record
Erk:PontTip;
Csat:VLanc
End;
Graf=FLanc;

Tarigény: O(|V|+ |E|)

VANEL id6igénye: Tj, = O(n)

El-iteracio idGigénye: ©(|E|)

Ki-iteracio idGigénye: T, = O(n) + O(|Ki(G, p)|)

5. Halmazfuiggvény

G=(V,E), ECVxV

re:V—2Y re(p) =Ki(G,p)={q: (p,q) €E}

Const
MaxN=??7?

Type
PontTip=1..MaxN;



Graf=Array[1..MaxN] of Set of 1..MaxN;

VanEl(G,p,q) megvalésitasa O(1) idej:
VanEl(G, p,q) = qinG[p]
Kilterator megvaldsitasa ©(n) idej:

For g:=1 To N Do
If g In G[p] Do
M(p.);

6. V keres 6faban, E (lancban) keres 6faban
Kiegyensulyozott kereséfa hasznéalataval a miveletek futasi ideje:

7. dbra. Keres6fas abrazolas

Tarigény: O(|V|+|E|)

VANEL idGigénye: Tj, = O(lgn)

El-iteracio idGigénye: ©(|E|)

Ki-iteracio idGigénye: O(Ign) + O(|Ki(G, p)|)

7. Dinamikus valtozok dsszekapcsolasa  (Pl. fak)

Type
PontTip=??7;
Graf="Pont;
Lanc="ElCella;
Pont=Record
Ind:PontTip;
El:Lanc
End;
ElCella=Record
El:Graf;
Csat:Lanc
End;

8. Szamitott graf

Az élek halmazat explicite nem taroljuk, mert van olyan szamitasi eljaras, amely barmely két p,q € V-re kiszamitja VanEl(p,q)-t.
Vagy, van olyan szamitasi eljaras, amely minden p € V-re kigenerélja a Ki(G, p) halmaz elemeit.



10.4. Elemi grafalgoritmusok
10.4.1. Utak

Legyen G = (V, E) iranyitott (iranyitatalan) gréaf.

Def. p,q € V-ra egy p-bél g-ba vezetd Gt G-ben:

jele: TT: p~~ @, olyan Tt= {po, P1,-- - , Pk) pontsorozat, ahol
pi # pj, hai # j és p= po és q = py, tovabba
P=0q=po,vagy (Vic 1.k (pi-1,p) €E

Def. ATt= p~ qUthossza, |11 = |p~ q| =k

Def. p-bél g-ba vezetd legrévidebb Ut hossza,

p és q tavolsaga:

ha nincs p~(

(o)
D= Wingpall e von pc ®
A TI= (po, P1,-- - , Pk) pontsorozatot a po-bol px-ba vezetd sétanak nevezzik, haVi € 1.K) (pi—1,pi) € E

HaG= (V,E,C) éleiaC: E — R fg.-el
"stlyozottak", akkor |p~+ q| = SK_; C(pi_1, pi)

Utproblémak
1. Adott p,q € V-re van-e p ~» q Ut?

2. Adott p-re az Elér(p) = {q: p~» q} halmaz kiszamitasa.
3. Adott p,q € V-re &(p,q) és egy p~ qLr. Gt kiszadmitasa.
4. Egy pontbol indul6 legrévidebb utak : adott p-re minden g-ra 8(p,q) és egy p ~» g Lr. Ut kiszamitasa.

5. Minden p,q pontparra 8(p,q) és egy p ~ q .. Gt kiszamitasa.

10.5. Szélességi keresés

Procedure SzeltKereres (Const G: Graf.Tipus;
S: Graf.PontTip;

Var Apa: Fuggvenyl;

Var D: Fuggveny2);

Const
Null=???; {Graf.PontTip, a definidlatlan}
Inf =?772; {a végtelen reprezenténsa}
Var
Q : Sor;
u,v : Graf.Ponttip;
Begin{SzeltKeres}

Fuggvenyl.Letesit (Apa);

Sor.Letesit (Q);

Fuggveny2.Letesit (D) ;

For v In V Do Begin
D[v]:=Inf;
Apa[v]:=Null;

End;

D[S]:=0;

Sorba (Q,S);

While Sor.Elemszam(Q)<>0 Do Begin
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Sor.Bol(Q,u);
For v In Ki(G,u) Do {minden u-bdél induld élre}
If D[v]=Inf Then Begin {v érintetlen pont}
D[v]:=D[u]+l;
Apal[v] :=u;
Sorba (Q, v)
End;
End{while};
End {SzeltKereres};

8. dbra. A példa graf szélességi bejarasa az 1 pontra

1. Lemma
Legyen G = (V, E) iranyitott vagy iranyitatlan graf és s,u,ve V.
Minden (u,v) € E élre
o(s,v) < 8(s,u)+1

2. Lemma

Ha SzeLTKERES algoritmust az S pontra alkalmazzuk, akkor a kiszamitott D-re teljesul
(WweV)(Dv >d(s,v))

Biz. Az Q sorba kerlilés szerinti indukciéval.

i) Az els6 pont, ami bekeril: S de D[] :=06s (S S) =0

ii) Tfh. Sorbol Q, u) utdn az u — v élet vigzsgaljuk és IS)[L\/j] =1n fDI[Elhkq?rl

o(Su)+1
3(SV)

>
>

és V-t a sorba rakjuk.

3. Lemma
Legyen a SzeLTKERES algoritmust végrehajtasanak egy pillanatdban az Q =< v1, Vo, ...,V >. Ekkor
D[vi] < D[vi]+1ésD[vj] <D[vi1] (i=1,...,r—1)
Kdvetkezmény
Ha egy u pont el8bb keril a sorba, mint a v pont, akkor D[u] < D[v].
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Biz.

a) SorbolSu) utdn: Q=< vyp,..., vy >
Bizonyitand6: D|v;] < D[vp] +1

de D[v] <D[v1]+1<DJw]+1

b) Sorbg S v) utdn: Q=< vo,...,V,v>
Bizonyitando: D[v;| < D[v] és D[v] < D[vp] +1
D] <D[vi]+1=D}V|

Dlv1] <D[wo] = D[v] :=D[u=Vv1]+1 < D[w]+1

Tétel. Y eV (d(Sv) =D[V])
Biz.
a) O(S,v) = e« azaz nincs S~ Vv (t.
Ekkor v nem kertilhet be a sorba, tehat marad a kezdetben kapott D[v] = Inf

b) Tth.8(S V) # o

Indir. biz. : Tth. v a legkisebb olyan &(S,v) értéki pont, hogy 8(S V) # D[V]

(S# V) és 2. lemma miatt: D[v] > 8(S,v) és 8(s,V) <

Legyen U egy olyan pont, amely kdzvetlentl megel6zi v-t az S~ V legrévidebb Gton: S~ u — v
Mivel 8(S,u) < 8(S,v), az ind. feltevés szerint: D[u] = 8(S u) és &(s,v) = d(Su) +1

D[v] > 8(S,v) =8(Su)+1=DJu]+1

Tekintslk azt a helyzetet, amikor a SZELTKERES algoritmus az U — V élet vizsgalja.
) D[v] = Inf : tehat D[v] := D[u] + 1 = &(S,v) + 1 Ellentmondas!

MDIv] < Inf : tehat v mar korabban kapott

Dv] < o értéket.

De D[v] < D[u], mivel v mar nincs a sorban, ami ellentmondas!

A SzeLTKERES algoritmus futasi ideje:
Tr =0V +E),
feltéve, hogy a Ki-iteracio lineéris idejd.
Ez teljesll, ha éllistas abrazolast alkalmazunk.
Feszit6fa
A G = (V,E) (iranyitatlan) grafnak az F = (V,E) graf a p € V gyoker( feszitéfaja, ha
1. F részgrafia G-nek (V CV,E CE,) és fa.
2. (Vg € V) havan p~» g Gben, akkor és csak akkor, ha van p~» q F-ben.

Allitas.

A G = (Vi Er) gréf, ahol

Vi={u:ueV AApdgu] #Nill } U{S}

En={(u,v) : Apgv] =u#Nill }

G-nek egy S-gyoker(i feszit6faja. Tovabba, G;; az S-bél indulé legrovidebb utak feszit6faja.
A SzeLTKERES algoritmus megvalésitasa éllistas graf abrazolas esetére.

Const
MaxN=10000;
Type
PontTip=1..MaxN;
Lanc="Cella;
Cella=Record
Erk:PontTip;
Csat:Lanc
End;
Graf=Array[l..MaxN] of Lanc;
Fuggvenyl=Array[l..MaxN] of 0..MaxN;
Fuggveny2=Array[l..MaxN] of 0..MaxN;
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Sor=Record End;

Procedure Sorba(S:Sor;x:Ponttip);
Begin {???} End;
Procedure Sorbol (S:Sor;Var x:Ponttip);
Begin {???} End;
Procedure Letesit (Var S:Sor);
Begin {???} End;
Function Elemszam(Var S:Sor):Word;
Begin {???} End;
Var N:PontTip;
Procedure SzeltKereres(Const G: Graf;
S: PontTip;
Var Apa: Fuggvenyl;
Var D: Fuggveny?2);

Const
Null=0; {Graf.PontTip, a definidlatlan}
Inf =MaxN; {a végtelen reprezentdnsa}

Var
Q : Sor;
u,v : Ponttip;
vp: Lanc;

Begin{SzeltKeres}

Letesit (Q);

For v:=1 To N Do Begin
D[v]:=Inf;
Apa[v]:=Null;

End;

D[S]:=0;

Sorba (Q,S);

While Elemszam(Q)<>0 Do Begin
SorBol (Q,u);

vp:=G[ul];
While vp<>NI1 Do Begin {minden u-bél induléd élre}
v:=vp".Erk; { az u->v élet vizsgdljuk}

If D[v]=Inf Then Begin {v érintetlen pont}
D[v]:=D[ul+1;
Apa[v] :=u;
Sorba (Q, v)

End;

vp:=vp”".csat; {tovdbblépés a Ki(G,u) halmaz l&ncdban}

End;
End{while};
End {SzeltKereres};
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