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6. Grafos feladatok

6.1. Feladat: Kiut keresés labirintusban.

Egy négyzetricsos hdldzattal leirhat6 labirintusban adott start helyr6l adott cél helyre kell eljutni a lehetd legrovidebb dton. A
labirintusban minden mez$ vagy fal, vagy kozlekedésre hasznalhat6 folyosé egy részlete. Egy 1épésben szomszédos mezdre
Iéphetiink, balra, jobbra, felfelé vagy lefelé.
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1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 8|7|6|7]|8
2/ 8/7|6|5|6|7|8
3/ 7/6|5|4|5|6|7]|8
46|54 3|4|5]|6 8
5/5(4 |32 6 8
643|212
713]2]109]1]2 8
8/4(3|2|1]|2]|3 718
95432.45678
1006 |5/4|3|4|5|6 |78
11/ 7|6 |5|4|5|6|7]|8
12/ 8|7|6|5|6|7]|8
Megoldas
Modell:

Tth. a labirintus sorainak szdma n, oszlopainak szdma m. Tekintsiik azt a G = (V, E) gréfot, ahol
V={(xy):1<x<nAl<y<mA(x,y)nem fal}

(x,y) — (,) € E akkor és csak akkor, ha |x —X| + |y —J| = 1 valamint (x,y) és (X,¥) nem fal.

Vagyis az (x,y) mez6rdl egyetlen 1épéssel juthatunk az (X,y) mezdre.

Tehdt a feladat nem mds, mint egy (Xk,Yk) ~ (Xc¢,Xc) legrovidebb ut keresése, ha a start mezd (Xk,Yk) a célmezd pedig
(Xe,Xc).

A feladat tehat megoldhat6 szélességi kereséssel, a labirintus graf szamitott-graf dbrazoldsat hasznélva.

1 1
(x-1) (-1,0)
4 1Gy=1)] (xy) | (y+1)| 2 41 (0,-1) 01 |2
(x+1,y) (1,0)
3 3

2. dbra. A lehetséges 1épések



1 program Labirintus;

2 const

3 MaxMN=200; {sorok és oszlopok max. szama }

4 Lep:array[1..4] of record x,y:—1..1 end={a lépések eldre}
5 ((x:=13y:0), (x:0;y:1), (x:15y:0), (x:0;y:-1) );

6 VLep:array[1..4] of record x,y:—1..1 end={a lépések vissza}
7 ((x:13y:0), (x:035y:—1), (x:—13y:0), (x:05y:1) );

8 SorMeret=MaxVINAMaxVIN ;

9 type

10 Koord =0..MaxMN;

11 Pozicio=record x,y:Byte end;

12 Labirint=array [0..MaxMN, 0..MaxVIN] of integer;

13 Sor=record Tar:array[1l..SorMeret] of Pozicio; eleje ,vege:Word end;
14 var

15 M,N:Word {a sorok és oszlopok szama }

16 K:Word; {a falak szama}

17 Xk,Yk:1..MaxVIN; {a kezd6 mez6 koordinatai}

18 Xc,Yc:1..MaxMN; {a cél mezé koordinatai}

19 L:Labirint; {a labirintus matrixa }

20 S:Sor; {Sor a bejarashoz}

21 x,y:Word;

22 procedure Beolvas;
23 {Global: M,N,}

24 var

25 Bef: Text;

26 i,x,y:Word;

27 begin

28 Assign (Bef,’labirint.be’); Reset(Bef);
29 ReadLn(Bef, M, N, K);

30 for x:=1 to M do

31 for y:=1 to N do L[x,y]:=0;
32 ReadLn(Bef, Xk, Yk, Xc, Yc);
33 for i:=1 to K do begin

34 ReadLn(Bef, x,y);

35 Lix,y]:=—1;

36 end{for K};

37

38 Close (Bef);

39 end{ Beolvas};

40 procedure SorLetesit;

41 begin

42 S.eleje:=1; S.vege:=1;

43 end{SorLetesit};

44 procedure Sorba(p:Pozicio);
45 Dbegin

46 S.Tar[S.vege]:=P;

47 Inc(S.vege);

48 end{Sorba};

49 procedure Sorbol(Var p:Pozicio);
50 begin

51 p:=S.Tar[S.eleje];

52 inc(S.eleje);

53 end{Sorbol};

54 Function NemUres(): Boolean;
55 begin

56 NemUres:=S.eleje <S.vege;
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end { NemUres } ;

procedure Bejar(x,y:Koord);
{Global: Xc,Yc,L}
var
i:Word;
P,q:Pozicio;
begin{Bejar}
SorLetesit;
p-X:i=X; p.y:=y;
Sorba(p);
while NemUres Do begin
Sorbol(p);
if (p.x=Xc)And(p.y=Yc)
for i:=1 to 4 Do begin
q.x:=p.x+Lep[i].x;
q.y:=p.y+Lep[i].y;

then Break; {célba értiink}
{l1épés a négy lehetséges szomszéd felé}

if L[q.x, q.y]=0 then begin {itt még nem jartunk}

Llq.x,q.y]l:=i+1;
Sorba(q);
end;
end{for i};
end{ while } ;
end{Bejar};

procedure UtKilro;

{Global: Xc,Yc, L}

Var KiF: Text;
Ut:array[1..MaxMN] of 1..4;
Tav,x,y,i:integer;

begin
Assign (Kif,’labirint.ki’);
if L[Xc,Yc]>0 then begin

Tav:=0;

x:=Xc; y:=Yc;

while L[x,y]>1 do begin
lepes:=L[x,y]—1;
x:=x+VLep[lepes].x;
y:=y+VLep[lepes].y;
inc (Tav);
Ut[Tav]:=lepes;

end{ while };

{a 1épés bejegyzése }
{q—t betessziik az aktiv pontok soraba}

Rewrite (Kif);
{van ut a célba}

WriteLn (Kif, Tav);{az 10t hosszanak kiiratasa}

for i:=Tav downto 1 do
write (KiF,Ut[i],’.’);

writeLn (KiF);
end Else
WriteLn (Kif, ’Nincs_ut’);
Close (Kif);

end{ UtKilro};

begin { Program }
Beolvas;

for x:=1 to M Do begin
L[x,0]:=1; L[x,M+1]:=—1;

end ;

for y:=1 to N Do begin

{inicializalas}
{keret a tabla koré}



112 L[0,y]:=1; L[N+1,y]l:=-1;

113 end;

114 L[Xk, Yk]:=1;
115

116 Bejar (Xk, Yk);
117

118 UtKilro;

119 end.

6.2. Feladat: Mérokannak

Egy gazddnak két kanndja van, az egyik A literes, a masik pedig B. Szeretne kimérni pontosan L liter vizet. Az alabbi miiveleteket
lehet végezni a kimérés soran:

1. Az A-literes kanna teletoltése

2. A B-literes kanna teletoltése

3. Az A-literes kanna kiiiritése

4. A B-literes kanna kitiritése

5. Attoltés az A-literesbdl a B-literesbe (amig az tele nem lesz, ill. van A-ban)
6. Attoltés a B-literesbdl az A-literesbe (amig az tele nem lesz, ill. van B-ben)

Adjunk olyan algoritmust, amely meghatiroz egy (legkevesebb 1épésbdl all6) kimérést!

Bemenet

A kimer.be szoveges dllomdny elsd sora a két egész szamot tartalmaz, a két kanna iirtartalmat: AB(0 < A, B <=200). A mdsodik
sor a kimérendé mennyiséget tartalmazza.

Kimenet

A kimer.ki szoveges dllomdny elsd sora a kimérés 1épéseinek (minimalis) m szdmat tartalmazza. A mdsodik sor pontosan m
egész szamot tartalmazzon egy-egy szo6kozzel elvdlasztva, a kimérés 1épéseit.

Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet

9 4 8
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kezdd éllapot: (0,0)

1 6ntéssel kaphat6 allapotok: (9,0) (0,4)
2 ontéssel kaphat6 allapotok: (9,4) (5,4) (4,0)
3 ontéssel kaphaté dllapotok: (5,0) (4,4)
4 ontéssel kaphat6 allapotok: (1,4) (8,0)
5 ontéssel kaphat6 dllapotok: (1,0) (8,4)
6 ontéssel kaphat6 dllapotok: (0,1) (9,3)
7 ontéssel kaphat6 allapotok: (9,1) (0,3)
8 ontéssel kaphaté allapotok: (6,4) (3,0)
9 ontéssel kaphat6 allapotok: (6,0) (3,4)
10 ontéssel kaphat6 dllapotok: (2,4) (7,0)
11 ontéssel kaphat6 dllapotok: (2,0) (7,4)
12 ontéssel kaphat6 dllapotok: (0,2) (9,2)

Megoldas

Minden dllapot azonosithat6 egy (x,y) szdmparral (0 <x <A,0<y <B).

A kezd§ éllapot (0,0).

Az 6ntdgetés sordn tudnunk kell, hogy adott (x,y) dllapotot elértiik-e mar?

Tovabba4, ha el is kell allitani egy Ontési sorrrendet, akkor most nem elég azt tudni, hogy egy édllapot melyik 1épéssel keletkezett.
Valéban, pl. ha a (6,4) dllapot az 5. 1épéssel keletkezett, akkor az el6z6 dllapot lehetett (9,1),(8,2) vagy (7,3). Tehat minden
elért dllapothoz téroljuk azt az dllapotot, amelybdl keletkezett. Vegyiink egy EA tombdot, és EA[x,y].x = 0, ha az (x,y) allapotot
még nem értiik el, egyébkét az allapotot, amelybdl keletkezett.

0NN AW~

[ S I NS T N B e e e T S R
D= OO0 0NN W= OO

23
24
25
26
27
28
29
30
31

32

program MeroKannak
const
MaxV=200;
SorMeret=5000;
type

Allapot= record x,y : integer end;

Sor=record

eleje ,vege:Word; Tar:array|[1l..SorMeret] of Allapot;

end;
var
A,B,L:Word;

EA: array[0..MaxV,0..MaxV] of Allapot;

S:Sor;

procedure Sorba(var S:Sor;v:

begin

S.Tar[S.vege]:=v; Inc(S.

end ;

procedure Sorbol(var S:Sor;var v:Allapot);

begin

Allapot);

vege);

v:=S.Tar[S.eleje]; Inc(S.eleje);

end ;

procedure Beolvas;
var
BeF: Text;
begin
Assign (BeF, ’kimer.be’);
ReadLn (BeF,A,B);
ReadLn (BeF,L);
Close (BeF);
end H

procedure Szamit;

Reset (BeF);



33 var
34 x,y:Word;
35 U,V:Allapot;

36 begin{}
37 for x:=0 to A do
38 for y:=0 to B do EA[x,y].x:=—1;

39 S.eleje:=1;S.vege:=1;

40 EA[0,0].x:=0;

41 U.x:=0; U.y:=0;

42 Sorba (S,U);

43 while (S.eleje<S.Vege) do begin

44 Sorbol (S,U);

45 if (U.x=L) then break; {kész, a kimérendo van a A—kannaban}
46 if EA[A,U.y].x<0 then begin {1. lépés}

47 V.x:=A; V.y:=U.y;

48 EA[V.x,V.y]:=U;

49 Sorba(S,V);

50 end ;

51 if EA[U.x,B].x<0 then begin {2. lépés}

52 V.x:=U.x; V.y:=B;

53 EA[V.x,V.y]:=U;

54 Sorba(S,V);

55 end ;

56 if EA[0,U.y].x<0 then begin {3. lépés}

57 V.x:=0; V.y:=y; EA[V.x,V.y]:=U;

58 Sorba(S,V);

59 end;

60 if EA[U.x,0].x<0 then begin {4. lépés}

61 V.x:=U.x; V.y:=0; EA[V.x,V.y]:=U; Sorba(S,V);
62 end;

63 if U.x+U.y<=B then begin {o6ntés A-bo6l B-be}
64 V.x:=0; V.y:=U.x+U.y;

65 end else begin

66 V.x:=U.x—(B-U.y); V.y:=B;

67 end ;

68 if EA[V.x,V.y].x<0 then begin {5. lépés}

69 EA[V.x,V.y]:=U; Sorba(S,V);

70 end;

71 if U.x+U.y<=A then begin {0ntés B-bél A-ba}
72 V.y:=0; V.x:=U.x+U.y;

73 end else begin

74 V.y:=U.y—(A-U.x); V.x:=A;

75 end;

76 if EA[V.x,V.y].x<0 then begin {6. lépés}

77 EA[V.x,V.y]:=U; Sorba(S,V);

78 end ;

79 end {while az S sor nem iires };

80 end{Szamit};

81 procedure Kilr;

82 const

83 maxA=10000;

84 var KiF:Text;

85 X,y,m,i,lepes:integer;
86 Lehet:boolean;

87 szep:string;

88 U,V:Allapot;



89 Lepsor:array[1..MaxA]of Allapot;

90 begin

91 Assign (KiF, ’kimer.ki’); Rewrite (KiF);

92 lehet:=false;

93 for y:=0 to B do if EA[L,y].x>0 then begin
94 lehet:=true; U.y:=y;

95 break;

96 end ;

97 if not lehet then begin

98 writeln (KiF,0);

99 close (KiF); exit;

100 end ;

101 U.x:=L; m:=0;

102 while (U.x<>0)or(U.y<>0) do begin

103 inc (m);

104 LepSor[m]:=U;

105 U:=EA[U.x,U.y];

106 end ;

107 U.x:=0; U.y:=0;

108 writeln (KiF ,m);

109 szep:=’";

110 for i:=m downto 1 do begin

111 V:=LepSor[i];

112 if (V.x=A)and(U.y=V.y) then begin

113 lepes:=1;

114 end else if (U.x=V.x)and(V.y=B) then begin
115 lepes:=2;

116 end else if (V.x=0)and(U.y=V.y) then begin
117 lepes:=3;

118 end else if (U.x=V.x)and(V.y=0) then begin
119 lepes:=4;

120 end else if (V.x=0)and(V.y=U.x+U.y) or (V.x=U.x—(B-U.y))and(V.y=B) then begin
121 lepes:=5;

122 end else begin

123 lepes:=6;

124 end ;

125 write (KiF,szep ,lepes);

126 szep:="_";

127 U:=V;

128 end 5

129 writeln (KiF); Close (KiF);

130 end H

131

132 begin

133 Beolvas;
134 Szamit;
135 Kilr;
136 end.

6.3, (Bgélil‘ lzclldoﬁttipus, grafok abrazolasa

1. Iranyitatlan graf:G = (V,E)

E rendezetlen {a,b},a,b € V péarok halmaza.
2. Iranyitott graf:G = (V,E)

E rendezett (a,b) parok halmaza; E CV x V.
3. Multigraf:



3. dbra. Példa graf

G = (V,E,Ind,Erk), Ind,Erk : E —V
Ind(e) az e él indulé, Erk(e) az érkezd pontja.
Cimkézett (silyozott) graf:G = (V,E,C)

C:E — Cimke
Minden irdnyitatlan G = (V, E) graf olyan irdnyitott grafnak tekinthet$, amelyre teljesiil, hogy (Vp,q € V)((p,q) €E = (¢,p) €
Jelolések

KiEl(G,p) ={q€V :(p,q) €E}
BeEl(G,p) ={q€V:(q,p) €EE}
KiFok(G,p) = |Ki(G,p)|
BeFok(G,p) = |Be(G, p)|

6.3.2. Miiveletek grafokon

A tovdbbiakban feltételezziik, hogy a graf pontjait természetes szdimokkal azonositjuk, pontosabban V C {1,...,n}
Milyen miiveleteket akarunk grafokon végezni?

e Pontokszama

e Elekszama

e KiFok(p)

e BeFok(p)

e PontBovit(p)

e PontTorol(p)

e ElBovit(p, q)

e ElTorol(p, q)

e VanEl(p, q)

e for q in KiEl(p) do M(p,q)

6.3.3. Grafok abrazolasai

Szempontok az adatszerkezet megvalasztasahoz.

1. Az adott probléma megolddsidhoz ténylegesen mely miiveletek sziikségesek.
2. Melyek a relevans miiveletek, amelyek alapvet6en befolydsoljak az algoritmus futdsi idejét.

3. A tarigény az adott probléma esetén.
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4. dbra. Példa graf
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1. Elhalmaztémb és élhalmazlanc

2. Kapcsolatmatrix (szomszédsagi matrix)

G1 2 3 45 6 718 9
1 1)1

2 1

3 1] 1
411 1

5 1 1 1
6l |1 1|1
7 1

8 1
9

6. abra. Kapcsolatmatrix

const
maxP=1000; //a pontok max. szama

type
Graf=array[1..maxP, 1..maxP] of boolean;
CGraf=array[1..maxP, 1..maxP] of integer;

(p,q) akkor és csak akkor éle a griafnak, ha G[p,q| = true.

Cimkézett graf esetén valasztani kell egy nem € Cimke értéket, amely nem fordul el semmilyen él cimkéjeként. (p,q) akkor és
csak akkor éle a cimkézett grafnak, ha G[p,q]! = nem, és a (p,q) él cimkéjének értéke G[p,q].

3. Elhalmaz-tsmb

G I 2 34 56 7 8 9 KiFok
1{2]3]0 2
2(3]0 1
3[5/6/0 2
411170 2
5121680 3
6217 |8 3
71310 1
81710 1
90 0

7. abra. Graf abrazolasa élhalmaz-tombbel

const
maxP=1000; //a pontok max. szama
type
Graf=array[1..naxP, maxP] of integer;
KiFok=array[1..naxP] of integer;

A Ki(G, p) halmaz bejdrdsa:

11
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for i:=1 to KiFok[p] do begin
q:=G[p,il;
M(p,q);

end ;

4. Elhalmaz-lanc

IEERENEN
| A

| -

|

s| G
o| -G
1| G

| 0]

8. abra. Graf abrazolasa élhalmaz-lanccal

a.) Statikus élhalmaz-lanc

const
maxP=1000; //a pontok max szama
maxE=100000; //az élek max. szama
type

Lanc=longint;

Cella=record pont.integer; csat:Lanc end;
Graf=array[1..naxP] of Lanc;
Elek:array[1..maxE] of Cella;

b.) Dinamikus élhalmaz-lanc

const
maxP=1000;
type
Lanc="Cella;
Cella=record pont.integer; csat:Lanc end;
Graf=array[1..naxP] of Lanc;

5. Szamitott graf
Az élek halmazét explicite nem tdroljuk, mert van olyan szdmitési eljards, amely barmely két p, g € V-re kiszdmitja VanEl(p,q)-t.

12



Vagy, van olyan szdmitdsi eljards, amely minden p € V-re kigenerdlja a Ki(G, p) halmaz elemeit.

6.4. Elemi grafalgoritmusok
6.4.1. Utak
Legyen G = (V,E) irdnyitott (irdnyitatlan) graf.

s

6 1. definicié. p,q € V-re egy p-bdl q-ba vezetd iit G-ben, jele: T : p ~~ q, olyan
={po,p1,+ , Pk) pontsorozat, ahol

pi 7& pj hai# j, p=po és q= py, tovdbbd

p=q=po, vagy (Vie{l,...,k}) ((pi—1,pi) €EE).

6.2. definicio. A T = p ~ q iit hossza,

=lp~dql=k

6.3. definicid. p-bdl g-ba vezetd legrovidebb it hossza, p és q tavolsaga:

. ha nincs p~q
S(Pﬂ){ Min{|m:p~gq|} m:p~q (1

6.4. definicio. A = (po,p1,---,pr) pontsorozatot a po-bol py-ba vezetd sétanak nevezziik, ha (Vi € {1,...,k})(pi—1,pi) €E

6.5. deﬁnlcm Ha G = (V,E,C) élei a C : E — R fiiggvénnyel siilyozottak, akkor a p ~~ q iit hossza

lp~ql= C(Pt 1, Di)-
Apésq pont tavolsaga

ha nincs p~gq
3(p,q) = 2

L TN ey @
6.6. definicio. A G = (V,E) (irdnyitatlan) grdfnak az F = (V,E) grdf a r € V gyokerii feszitSfaja, ha

1. F részgrdfja G-nek (V CV,E CE,) és fa.
2. (VYp € V) havan r ~ p G-ben, akkor és csak akkor, ha van r ~~ p F-ben.

6.7. definicié. A G = (V,E) (irdnyitatlan, silyozott) grdfnak az F = (V,E) grdf a r € V gydkerii legrovidebb utak feszitSfaja
(LUF), ha

1. F r-gyokerii feszitofdja G-nek, és

2.¥p € V-radg(r,p) = dr(r,p).

Utproblémak

1. Adott p,g € V-re van-e p ~> g 1t?

2. Adott p-re az Elr(p) = {q : p ~ ¢} halmaz kiszdmitésa.

3. Adott p,q € V-re 8(p,q) és egy p ~ g legrovidebb tit kiszamitdsa.

4. Egy pontbdl indulé legrovidebb utak : adott p-re minden g-ra 8(p, q) és egy p ~ ¢ legrovidebb it kiszdmitdsa.

5. Minden p, g pontpérra 8(p,q) és egy p ~> q legrovidebb ut kiszdmitésa.
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6.4.2. Szélességi keresés

Bemenet: G = (V,E) (irdnyitott vagy irdnyitatlan) graf és egy r € V pont.
Kimenet: D:V — N, Apa:V — V, hogy

D(p) = 57(}"!7) és

az F = (V,E) gréf, ahol

Y ={p:Apa(p) #nullV p=r},

E={(p,q) : Apa(q) = p N p # null}

r-gyokerti LUF.

procedure SzeltBejar (p:PontTip);
//p—bé6l indulé legrovidebb utak meghatarozasa

var
S:SorTip;
u,v:PontTip;
i:Word;

begin
for u:=1 to N do D[u]:=1Inf;
D[p]:=0; Apa[p]:=0;
Uresit(S);
Sorba(S,p);

while NemUres(S) do begin
SorBol(S,u);
for i:=1 To KiFok[u] Do Begin
v:=Gl[u,i];
if D[v]=Inf then begin
Apa[v]:=u;
D[v]:=D[u]+1;
Sorba(S,v);
end ;
end H
end H
end ;

6.4.3. Mélységi keresés

procedure MelyBejar (p:PontTip);
//p—bébl elérheté pontok meghatarozasa

var
q:PontTip;
i:Word;
begin
for i:=1 To KiFok[p] Do Begin
q:=G[u,il];
if Apa[q]<0 then begin
Apa[q]:=p;
MelyBejar(q);
end;
end H
end H

6.5. Feladat: Terv

Egy nagyszabasu épitkezés terve n kiilonb6z6 munka elvégzését irja el6. Minden munkat egy nap alatt lehet elvégezni. Egy napon
tobb munkadt is el lehet végezni parhuzamosan, feltéve, hogy a megel6zési feltételt betartjuk. Ez ezt jelenti, hogy vannak olyan
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el6irdsok, hogy egy adott a munka elvégzése meg kell, hogy elé6zze mas adott b munka elégzését. Tehat a b munkat csak akkor
lehet elkezdeni, ha mér az a munkét befejeztiik.
Kiszamitandd, hogy a teljes épitkezést legkevesebb hany nap alatt lehet befejezni!

Bemenet
A terv.be szoveges dllomdny els6 sora két egész szamot tartalmaz, az elvégzendd munkdk n szamat (1 < n < 200), és a
megel6zési eldirdsok m szamat (0 < m < 10000).

Kimenet

A terv.ki szoveges dllomany elsd sora az dsszes munka elvégzéséhez sziikséges napok k szamat tartalmazza. Ha a megel6zési
el6irasok miatt nem lehet elvégezni az Gsszes munkat, akkor az els6 4s egyetlen sorba a 0 szdmot kell {rni. A tovabbi k sor
mindegyike egy napon elvégzendé munkak sorszdmait tartalmazza egy-egy szokozzel elvélasztva.

Példa bemenet és kimenet
bemenet kimenet

12 16

o W N DN

O O W W W WNNN IO
[
S}

10 11
10 9

9. dbra. A példa bemenet dbrija.

Megoldas

Elvi algoritmus.
Legyen G = (V,E) az a graf, amelynek pontjai a munkdk és élei a megel§zési feltételek.

M, :={v € V : BeFok(v) = 0}; {az els6 napi munkdk }
while (M, # 0) and (V # 0 )do begin
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Kilr(My);
V.=V —M] 5
toroljiikk az E élekbdl minden olyan p — g élet, amelyre p € M;
M, :={v €V :BeFok(v) =0};
end

Akkor és csak akkor van megoldds, ha a megel6z€si feltétel nem tartalmaz kort. Hogyan derithetd ez ki a fenti algoritmus soran?
Ha van kor, akkor a fenti algoritmusban az ismétlés gy ér véget, hogy M| = 0 de V # 0. Forditva is igaz, tehat ha az ismétlés
gy ér véget, hogy utdna V # 0, akkor van kor, mert nincs 0-befokii pont a megmaradtak ko6zott. Tehdt elég megszdmolni, hogy
hany pont keriil bele az M halmazokba.

A megel6zési elirasok (grafjanak) abrazolasa.

Milyen miiveleteket kell végezni?

Adott u-ra (hatékonyan) meg kell tudni adni mindazon v-ket, amelyeket u megel6z.

Jelslje ezek halmazdt Ki[u]. Vegyiink egy G tombét, amelynek G[u] eleme olyan lénc fejére mutat, amely ldnc a Ki[u| halmaz
elemeit tartalmazza.
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10. dbra. A példa megel6zési el6irdsainak dbrazoldsa lancokban.

program Terv;
const
MaxN=10000;
type
Pont=1..MaxN;
Lanc="Cella;
Cella=record oda:Pont; csat:Lanc end;
Graf=array[1..MaxN] of Lanc;
var
N,M: Word
G:Graf;
Beoszt:array[1..2AMaxN] of 0..MaxN;
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15
16
17
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19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51

52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

BeFok:array[1..MaxN] of 0..MaxN;
Nap:Word;

procedure Beolvas;
var
BeF: Text;
i,u,v:integer;
Guv:Lanc;
begin
Assign (BeF, ’terv.be’); Reset(BeF);
ReadLn(BeF, N, M);

for u:=1 to N do begin
G[u]:=Nil;
Befok[u]:=0;

end ;

for i:=1 to M do begin
Readln (BeF,u,v);
New (Guv) ; {dj cela létesitése}
Guv”.oda:=v; {az u—>v él felvétele a lancba: }

Guv”™.csat:=G[u];{a Guv cella bekapcsolasa a G[u]-lanc
Glu]:=Guv;
end{for i};

Close (BeF);
end{ Beolvas};

procedure Szamit;

var
i,eleje ,vege, p,q:Word;
El:Lanc;

begin
Nap:=0; vege:=0;

elejére}

for i:=1 to N do {a 0—megel6zojiiek halmazanak kiszamitasa}

if Befok[i]=0 then begin
Inc(vege);
Beoszt[vege]:=i;
end ;
Inc(vege);
Beoszt[vege]:=0;
eleje:=1;

while True do begin
Inc (Nap);
while Beoszt[eleje]<>0 do begin
p:=Beoszt[eleje ];
Inc(eleje);
El:=G[p];

while El<>nil do begin {a p—>q élek feldolgozasa}

q:=El*.oda; El:=El”*.csat;
Dec(BeFok[q]);

if BeFok[q]=0 then begin{q felvétele az akt. napra}

Inc(vege);
Beoszt[vege]:=q;
end ;
end{ while El};
end{ while eleje};
if vege=eleje then Break;

17



68 Inc(vege);

69 Beoszt[vege]:=0;
70 Inc(eleje);

71 end H

72 end ;

73 procedure Kilr;
74 var i,ind:Word;

75 KiF: Text;

76 begin

77 Assign (KiF, terv.ki’); Rewrite (KiF);
78 if Jok<>N then Nap:=0;

79 WriteLn (KiF ,Nap);

80 ind:=1;

81 for i:=1 to Nap do begin

82 repeat

83 Write (KiF, Beoszt[ind],’ ’);
84 Inc(ind)

85 until Beoszt[ind]=0;

86 Inc(ind);

87 WriteLn (KiF ) ;

88 end H

89 Close (KiF);

90 end H

91

92 begin

93 Beolvas;
94 Szamit;
95 Kilr;

96 end.

6.6. Feladat: Els6 Képtarlatogatas

Egy sok terembdl 4116 képtarban tesziink latogatast. Tudjuk, hogy a f&bejarattdl a képtar barmely termébe pontosan egy ttvonalon
keresztiil lehet eljutni.
Adjunk olyan bejarasi stratégiit, amely biztositja, hogy minden terembe eljutunk (minden képet pontosan egyszer néziink meg)!

10 6 3

12

11. dbra. Egy képtér alaprajza

18



Megoldas

A fal mellett mindig jobbra haladjunk. A 1ényeg, hogy adott terembdl kozvetleniil melyik termekbe tudok dtmenni. Az alaprajz

S

Tyl

T
(i [

10 6 3

7 'ﬂlz
=1

4

L
T

12. abra.

abrdjan kossiik Ossze egyenes szakasszal az olyan teremsorszdm-pdrokat, amelyek kozott van ajté (tehdt kozvetleniil 4t lehet
menni egyikbdl a masikba).

6.7. Feladat: Masodik Képtarlatogatas

Ha a képtar nem teljesiti azt a feltételt, hogy barmely két terem kozott pontosan egy tutvonal 1étezik (a grafja fa), akkor nem
alkalmazhat6 a "fal mellett mindig jobbra" el. Az dbran lathaté képtar esetén a 3. terembe nem jutnink el. Fogalmazzuk meg
pontosan a megoldand¢ feladatot.

Bemenetként adott egy képtar termeinek leirdsa, amely tartalmazza minden teremre, hogy abbdl kdzvetleniil melyik termekbe

lehet atmenni. Feltessziik, hogy n terem esetén a termeket az 1,...,n szdmokkal azonositjuk, a bejaratot tartalmaz6 terem
azonositéja 1.
A kimenet a termek sorszdmaibél 4ll6 olyan (ay,az,- - ,a,) szdmsorozat, amely megadja, hogy a bejératt6l indulva milyen sor-

rendben kell haladnunk a képtarban, hogy minden terembe eljussunk, és a sétit a bejaratot tartalmazé 1. teremben fejezziik be.
Tehdt (a1,az,--- ,a,) szdmsorozatra az aldbbiak teljesiilnek:

® a1 = 1és am = 1
e Minden i-re az a; terembdl van ajté az a; terembe (1 < i < m).

e Minden 1 és n kozotti szadm legaldbb egyszer el6fordul a sorozatban.

Bemenet

A keptar.be szoveges dllomany elsd sora a termek n (1 < n < 500)szdmdt tartalmazza. A kovetkez6 n sor mindegyike egy terem
szomszédos termeit adja meg. Az i+ l-edik sorban azon termek sorszdmai vannak felsorolva (egy-egy szokozzel elvalasztva)
0-val zarva, amelyekbe nyilik ajt6 az i-edik terembdl.

Kimenet

A keptar.ki szoveges dllomédny egy megolddst tartalmazzon. Tobb megoldds esetén barmelyik megadhat6.
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13. abra.
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15. dbra. A "fal mellett mindig jobbra" elv alkalmazdasa.

T 71 e

16. abra.
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Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet
9 12343532171918¢681
247980

35410

2540

3210

230

8 0

10

160

10

Megoldas

e Mit kell tudnunk?

1. Jartunk-e mar az adott teremben?

2. Melyik terembdl 1éptiink el6szor az adott terembe?

Minden p teremre Honnan(p) legyen annak a teremnek a szdma, amelybdl el&szor 1épiink a p terembe. Kezdetben legyen minden
p-re Honnan(p) = 0. Igy ha a p teremben vagyunk, és a g terembe vezet ajté, a Honnan(q) értéke alapjan el tudjuk donteni, hogy
jartunk-e g-ban.
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Az algoritmus:

at = 1; // az aktualis terem
Honnan(1) = —1; //az utcarol léptiink a fébejarat termébe
while (at != —1) do begin //amig vissza nem értiink a bejarat/kijarathoz
if (at—mek van q benemjart szomszédos terme) then begin
Honnan(q) = at;
at = q;
end else
at = Honnan(at);
end
program Keptar;
const
MaxN=500;
var
N,i, at:integer;
G:array[1..MaxN, 1..MaxN] of integer;
Honnan, Ki,Fok:array[1..MaxN] of integer;
KiF: Text;

procedure BeOlvas;
var i,x,y:integer;
BeF: Text;

begin
Assign (BeF, ’keptar.be’); Reset(BeF);
ReadLn (BeF ,N);

for i:=1 to n do begin
Fok[i]:=0;
Read (BeF ,x);
while (x<>0) do begin
inc (Fok[i]);
Gli,Fok[i]]:=x;
read (BeF, x);
end ;
end ;
Close (BeF);
end H

begin
Beolvas;
Assign (KiF, keptar.ki’); Rewrite (KiF);
for i:=1 to n do begin
Honnan[i]:=0;
Ki[i]:=0;
end ;
at:=1; Honnan[1]:=—1;

while at>0 do begin
write (KiF, at,’_ ’);
repeat
inc(Ki[at]);
until (Ki[at]>Fok[at])or (Honnan[G[at,Ki[at]]]=0);
if Ki[at]<=Fok[at] then begin
Honnan[G[ at ,Ki[at]]]:=at;
at:=G[at,Ki[at]];
end else
at:=Honnan|[ at ];
end H
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46
47 close (KiF);
48 end.

17. abra.

19. dbra. Egy teljes korséta: 1234353217191868 1. A p— Honnan|p] élek egy feszit6fat adnak.

Rekurziv megvalositas

program Keptarl;

const
MaxN=500;

var
N,M: Word ;
G:array[1..MaxN, 1..MaxN] of integer;
Apa,Fok:array[1..MaxN] of integer;
i:integer;
KiF: Text;

O 001NN B~ Wi
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procedure BeOlvas;
var i,x,y:integer;
BeF: Text;
begin
Assign (BeF,
ReadLn (BeF,N);
for i:=1 to n do begin
Fok[i]:=0;
Read (BeF,x);

while (x<>0) do begin

inc (Fok[i]);
G[i,Fok[i]]:=x;
read (BeF, x);
end ;
end ;
Close (BeF);
end {Beolvas};

>keptar.be’

); Reset(BeF);

procedure MelyBejar(p:integer);

{Global: G,
var
i,q:integer;
begin
for
q:=G[p,il;
if Apa[q]<0 then begin
Apalq]:=p;
write (KiF,’_’,q);
MelyBejar(q);
write (KiF,’ ’,p);
end ;
end{for i};
end{ MelyBejar};

Fok, Apa}

begin { Program }
Beolvas;
Assign (KiF, keptarl . ki’);
for i:=1 to n do begin
Apali]:=—1;
end ;
Apa[1]:=0;
write (KiF,1);
MelyBejar (1);
close (KiF);
end.

i:=1 to Fok[p] do begin

{g—ban még nem jartunk }
{p—bél jottiink g—ba}
{atlépiink gq—ba}

{q—bol elérheték bejarasa}

{vissza kell menni p—be}

Rewrite (KiF);

6.8. Feladat: Iskolahalozat (I01°96)

Néhany iskola szamitégépes haldzatba van kotve. Az iskoldk a szabadon terjeszthet6 programok elosztdsdra megéllapodast kotot-
tek: minden iskola egy listit vezet azokrdl az iskoldkrol ("szomszédair6l"), amelyek szamdra a programokat tovdbbkiildi. Megje-
gyzés: ha B iskola szerepel az A iskola terjesztési listajan, akkor A nem feltétleniil szerepel B terjesztési listajan.

[rjon programot, amely meghatdrozza azt a legkisebb szdmot, ahany iskoldhoz egy ij programot el kell juttatni ahhoz, hogy -
a megallapodds alapjan, a hal6zaton keresztiil terjesztve - végiil minden iskoldba eljusson.

Bemenet

Az INPUT.TXT allomény elsd sora egy egész szamot, a hdlézatba kapcsolt iskoldk n szamat tartalmazza (2 < n < 200). Az
iskoldkat az elsd n pozitiv egész szammal azonositjuk. A kovetkezd n sor mindegyike egy-egy terjesztési listat ir le. Az i+ 1-edik
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sor az i-edik iskola terjesztési listdjan szerepld iskoldk azonositéit tartalmazza. Minden lista végén egy 0 szdm 4ll. Az iires lista
csak egy 0 szdmbdl 4ll.

Kimenet

A program az eredményt, amely két sorbdl 4ll, az OUTPUT.TXT nevii fajlba kell frja. Az elsd sor egy pozitiv egész szamot,
azt a legkisebb m szdmot, ahdny iskoldhoz egy 1ij programot el kell juttatni ahhoz, hogy - a megallapodds alapjan, a halézaton
keresztiil terjesztve - végiil minden iskoldba eljusson. A masodik sorban kell megadni az m kivélasztott iskoldt, egy-egy szokozzel
elvélasztva.

Példa bemenet és kimenet

bemenet kimenet
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Megoldas

Jelolje G = (V,E); V ={1,...,n} az iskolahdldzat grafjat.
Legyen D C V egy megolddshalmaz, tehat
(Vg€ V)(EFpeD)(p~q)

A D halmazt Iépésenként épithetjiik:
Adott p € V pontra jeldlje Eler(p) a p pontbdl elérhetS pontok halmazt:

Eler(p) ={q:p~q}

Terjessziik ki ezt halmazokra:

Eler(D) = U Eler(p)
peD

begin
D :=0;
DbolElert :=0;
for p eV do
if p ¢ DbolElert then begin
D :=D—Eler(p) U{p}
DbolElert :== DbolElert\ JEler(p)
end
end

Az Eler(p) halmaz elemei mélységi bejdrdssal kiszamithatok.
Az algoritmus futdsi ideje legrosszabb esetben O(n?).
Az algoritmus legrosszabb esete, ha a bemenetben p szomszédai: {1,2,...,p— 1}. Ha n 1000 is lehet, akkor ez az algoritmus
biztosan nem elég gyors megoldas.

Gyorsitasi otlet: elsdszor rakjuk a pontokat olyan sorrendbe, hogy ha p ~~ ¢, de nincs g ~+ p, akkor p elébb élljon a sorozatban,
mint g.
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Egy ilyen kivant sorrendet egyetlen mélységi bejarassal eldallithatunk:

a p pontra hivott (rekurziv) mélységi bejarasban, miutdn p-bdl kiindulé 6sszes élet bejartunk, rakjuk p-t a sorozat elejére. (Tehat
a kivant sorozatban a pontok elhagyasi id6 szerint csokkend sorrendben lesznek.)

Az igy médositott algoritmus két mélységi bejarast végez, tehat futdsi ideje O(E)

1 2 345 67 8 91011 12
eT[ 2]3]1]/4]9]1/10/6]7]5]8]13[10]11]12]9 [13]12] |

RN

E() E@ E@4) El(13)

22. dbra. A héldzat dbrdzoldsa. A p iskola szomszédjainak listdja a ET tomb El[p],...,El[p+ 1] — 1 index{ elemeiben vannak.

1 program Halozat;

2 const

3 maxN=2000;

4 maxE=100000;

5 type

6 Pont=1..maxN;

7 Paletta=(Feher, Szurke, Fekete);
8 var

9 ET:array[1..maxE] of 0..MaxN;
10 El:array[1..MaxN+1] of longint;
11 N:Longint;

12 Szin:array[1..maxN] of Paletta;
13 Ver:array|[1..maxN] of Pont;

14 Vm: Longint;

15 D:array[1..MaxN] of Pont;

16 DSzam: Integer ;

1 procedure BeOlvas;

2 var i,p,q:Word;

3 BeF: Text;

4 begin

5 Assign (BeF, ’halozat.be’); Reset(BeF);
6 ReadLn (BeF ,N);

7 El[1]:=1; i:=1;

8 for p:=1 to N do begin
9 Read (BeF,q);
10 while q<>0 do begin
11 ET[i]:=q;
12 inc(i);
13 Read (BeF,q);
14 end ;
15 readln (BeF);
16 El[p+1]:=i;
17 end ;
18 Close (BeF);
19 end ;

1 Procedure MelyBejar(u:Pont; elso:boolean);
2

3 Var

4 i,v:longint;

5 begin

6 Szin[u]:=Szurke;
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