10. Gréf absztrakt adattipus, grafok abrazolasa

10.1. Definicidk

1. Irényitatlan graf :G = (V,E)
E rendezetlen {a,b},a,b €V parok halmaza.
2. Iranyitott graf :G = (V,E)
E rendezett (a,b) parok halmaza; ECV x V.
3. Multigréf :
G = (V,E,Ind,Erk), Ind,Erk : E —V
Ind(e) az e él induld, Erk(e) az érkezd pontja.
Cimkézett (sulyozott) graf :G = (V,E,C)
C:E — Cimke
Minden iranyitatlan G = (V, E) gréaf olyan irnyitott grafnak tekinthetd, amelyre teljesul, hogy (Vp,q€V)((p,q) € E= (q,p) € E).
Minden G = (V,E) graf megadhatd olyan fiiggvénnyel, amely a graf minden p € V pontjahoz azon q pontok halmazat rendeli,
amelyekre (p,q) € E.
re:V—2" re(p)={q:(p,q) €E}

Cimkézett graf esetén pedig

re:V — 2776 1 (p) = {(q,9) : (p,a) € EAC(p,q) =}
Jelolések
Ki(G,p) ={geV:(p,q €E}
Be(G,p) ={qeV:(q,p) €E}
KiFok(G, p) = |Ki(G, p)|
BeFoKG, p) = [Be(G, p)|

10.2. Gréf absztrakt adattipus

Milyen mUiveleteket akarunk grafokon végezni?
Ertékhalmaz: Graf = {G=(V,E):V C PontTipE CV xV}
Mveletek:
G: Graf, p,pl,p2:PontTipir : booleanl : Iterator,

{lgaz} Letesi(G,ir) {G=(0,0)}
{G=G} Megszunt€iG) {lgaz}
{G=G} Uresit(G) {G=(0,0)}
{G=G} Iranyitott(G) {=lranyitott(G) = (p,q) e E=(q,p) € E)}
{G=G} Pontokszam@) {=|V|}
{G=G} ElekszaméG) {=|E|}
(G=G}  KiFok(G,p)  {=IKi(G,p)}
{(G=G}  BeFoKG,p)  {=|Be(G.p)[}
{G=(V,E)} PontBovi(G,p) {V=Pre(V)U{p}A\E=PreE)}
{G=(V,E)ApeV} PontTorolG,p) {V=Pre(V)—{p}A
E =Pre(E) —{(p,q) : g€ Ki(G,p)} -
{(a,p) :a€BeG,p)}}
{G=(V,E),pl,p2€V} EIBovit(G,pl,p2) {E=Pre(E)u{(pl,p2)}AV =Pre\V)}
{G=(V,E),pl,p2eV} ElTorol(G,pl,p2) {E=Pre(E)—{(pl,p2)}AV =Pre\V)}
{G=(V,E),pl,p2€V} VanelG,pl,p2) {=(pl,p2)c EAE=Pre(E)AV =Pre(V)}
{G=G} Plterator(G,I) {}
{G=¢G} KIiEl(G, p) {={a:VvanEl(p,a)}}
{G=G} Kilterator(G,p) {}
{G=G} Ellterator(G,l1) {}



A tovabbiakban feltételezziik, hogy a graf pontjait természetes szamokkal azonositjuk, pontosabban V C {1,...,n}
Java nyelven az alabbi interface-t hasznalhatjuk.

public interface Graf extends Iterable<Integer>({
public boolean Iranyitott();
public int Pontokszama();
public int Maxpont ();
public int Elekszama();
public int KiFok (int p);
public int BeFok(int p);
public void Uresit();
public void PontBovit (int p);
public void PontTorol (int p);
public void ElBovit (int p, int q);
public void ElTorol (int p, int q);
public boolean VanEl (int p, int q);
public Halmaz<Integer> Ki(int p);
public Iterator<Integer> Kilterator (int p);
public Iterator<GrafEl> EllIterator();
}

Ahol a GrafEl osztaly

public class GrafEL{

public int ki;

public int be;

public GrafEl (int p, int q) {
ki=p;
be=q;

}

public GrafEl () {

}

public String toString() {
return Integer.toString(ki)+"->"+Integer.toString(be);

}

Ekkor a graf pontjainak bejarasa:

for (int p:G) vagy Iterator<Integer> piter=G.iterator();
M(p); while (piter.hasNext()){
int p=piter.next();
M(p);

}
Adott p pont szomszédjainak (a p-b6l indulé élek) bejarasa:

for (int q:G.KiEl(p)) vagy Iterator<Integer> kiiter=G.KiEl (p).iterator();
M(p,q); while (kiiter.hasNext()) {
int g=kiiter.next();
M(p, q);

A gréf minden (p,q) € E élének bejarasa:

for (Iterator<GrafEl> eliter=G.ElIterator(); eliter.hasNext();) {
GrafEl el=eliter.next();
M(el.ki, el.be);

}

vagy

Iterator<GrafEl> eliter=G.ElIterator();
while (eliter.hasNext ()) {
GrafEl el=eliter.next();
M(el.ki, el.be);



Az él-iteracio nyilvanvaléan megvaldsithat6 a pont-iteracié és ki-iteracié miveletekkel, de forditva nem.

for (int p:G){
for (int g:G.Ki(p))
M(p,q)ii

}

Cimkézett (sulyozott) graf absztrakt adattipus

Ertékhalmaz:

Graf ={G=(V,E,C):V CPontTipE CV xV,C: E — CimkeTig
Muveletek: Graf-mUiveletek +

G:Graf, PP1,P2:PontTip S: CimkeTip| : Plterator,

{G=(V,E),pl,p2eV} EIBovit(G,pl,p2,s) {E=Pre(E)u{(pl,p2)}AC(pl,p2)=s}
{G=(V,E),(pl,p2) eE} EICImkdG,pl,p2,s) {s=Pre(C)(pl,p2) \E=Pre(E)}
{G=(V,E),(p1,p2) cE} EICimkeZG,pl,p2,s) {s=C(pl,p2)AE=PreE)}

{G=G} KIiCEI(G, p) {={(a,s) : VanEl(p,q) AC(p,q) = s}}
{G=G} Ellterator(G,1) {}

Ha a CimkeTip tipuson alapértelmezett linearis rendezési relacid, akkor a cimkézett grafot sulyozott grafnak nevezziik. Ekkor az élek
halmazén is alapértelmezett az a rendezés, ami az él sulya szerinti rendezés. Tehat (p1,01) < (p2,02) < ha C(p1,aq1) < C(p2,02).

public interface CGraf<Cimke> extends Graf, Iterable<Integer>{
public void ElBovit (int p, int g, Cimke s);
public Cimke ElCimke (int p, int q);
public void ElCimkez (int p, int g, Cimke s);
public Fuggveny<Integer,Cimke> KiCEl (int p);
public Iterator<CGrafEl<Cimke>> CElIterator();
}

public interface SGraf<Suly extends Comparable<Suly>>
extends Graf, Iterable<Integer>{
public void ElBovit (int p, int g, Suly s);
public Suly ElSuly(int p, int q);
public Fuggveny<Integer,Suly> KiSEl (int p);
public void ElSulyoz(int p, int g, Suly s);
public Iterator<SGrafEl<Suly>> SEliterator();

10.3. Grafok abrazolasai

Szempontok az adatszerkezet megvalasztasahoz.

1. Az adott probléma megoldasahoz ténylegesen mely miiveletek sziikségesek.
2. Melyek a relevans miiveletek, amelyek alapvetéen befolyasoljak az algoritmus futasi idejét.
3. Atarigény az adott probléma esetén.

1. Elhalmaztémb és élhalmazlanc
a.) Statikus (tombos)

Tarigény: ©(|E|)

VANEL idGigénye: O(|E|)
El-iter&cid idGigénye: O(|E|)
Ki-iteracié id6igénye: O(|E|)

b.) Dinamikus
Tarigény: ©(|E|)
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2. 4bra. Elhalmaztdmb és élhalmazlanc



VANEL id6igénye: O(|E|)

El-iter&ci6 idGigénye: O(|E|)

Ki-iter&cié idGigénye: ©(|E|)

2. Kapcsolatmatrix (szomszédsagi matrix)

G1 2 3 4 5 6 728 9
1 1|1

2 1

3 1|1
411 1
5 1 1 1
6l |1 1|1
7 1

8 1
9

3. dbra. Kapcsolatmatrix

boolean[][] G; //
Cimke[][] G; //cimkézett (stulyozott) graf dbréazoldsara

(p,q) akkor és csak akkor éle a grafnak, ha G[p|[g] = true.

Cimkézett graf esetén valasztani kell egy neme Cimkeértéket, amely nem fordul elé semmilyen él cimkéjeként.
(p,q) akkor és csak akkor éle a cimkézett grafnak, ha G[p|[g]! = nem és a (p,q) él cimkéjének értéke G[p|[q).
Multi-graf nem abrazolhat6 szomszédsagi matrix-al.

Tarigény: ©(n?) (n= \Y2))

VANEL idGigénye: ©(1)

El-iteraci6 idsigénye: ©(n?)

Ki-iteracié idGigénye: ©(n)

3. Ellista
a.) Statikus
G I 2 34 56 7 8 9 KiFok
112130 2
213]0 1
3[5/6]0 2
4111710 2
5121618 3
6271810 3
71310 1
81710 1
910 0
4. dbra. Statikus éllista
int[][] G;

int[] KiFok;



Tarigény: ©(n?)

VANEL idigénye: Tj; = O(n)
El-iter&ci6 idGigénye: O(|E|)
Ki-iteracio idigénye: O(|Ki(G, p)|)
b.) Dinamikus

1 ~ 2 - 3

2 - 3

3 = 5| — |6

4 - 1 - 7

51— 2 - 6 = 8
6 - 2 =7 1|8
7 - 3

8 - 7

9

5. dbra. Dinamikus éllista

Lanc<Integer>[] G;

Tarigény: ©(|V|+ |EJ)

VANEL idigénye: Tj; = O(n)
El-iter&ci6 idGigénye: O(|E|)
Ki-iteracio idigénye: O(|Ki(G, p)|)
4. Altalanos éllista

public class GrafLanc<PontTip>{
public PontTip pont;
public Lanc<PontTip> ki;
public GrafLanc<PontTip> csat;
}

Az altalanos éllistas abrazolas elénye, hogy a graf pontjai tetszéleges (de rogzitett) tipusu értékek lehetnek.
Cimkézett graf esetén a ki-lanc (a vizszintes lanc) minden cellaja a pont mellett egy cimke értéket is tartalmaz.
Tarigény: ©(|V|+ |EJ)

VANEL idigénye: Tj; = O(n)

El-iter&ci6 idGigénye: O(|E|)

Ki-iteracio idoigénye: Tj = O(n) + O(|Ki(G, p)|)
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6. bra. Altalanos éllista

5. Halmazfiiggvény

G=(V,E), ECVxV
re:V—2Y; re(p)=Ki(G,p)={qa: (p,q) €E}

Halmaz<Integer>[] G;

(p,q) akkor és csak akkor éle a grafnak, ha G[p|.Eleméq).
Tehat a VANEL(G,P,Q) futasi ideje a Halmaz adattipus ELEME miiveletének futasi ideje lesz.
Ki-iteracié (a p-bdl indulé élek bejarasa) megvalésitasa:

for (int qg:Glp])
M(p,q);

Vegylk észre, hogy ha a Ki(G, p) halmazokat bitvektorral abrazoljuk, akkor éppen a szomszédsagi matrix abrazolast kapjuk, ha témbbel abra-
zoljuk, akkor a statikus éllistas, ha lanccal, akkor a dinamikus éllistas abrazolast kapjuk.

Altalanosan, a Ki(G, p) halmazok abrazolasara barmely halmaz abrazolas hasznalhat6. Tehat akar binaris (kiegyensulyozott) kereséfat is alkal-
mazhatunk.

Ezért a grafok Java megvalositasa megadhat6 egyetlen kdddal (osztéllyal) Ggy, hogy a konstruktor paramétereként megadhatjuk:

a pontok szamat,

a graf irdnyitott-iranyitatlan voltat,

a Ki(G, p) halmazok abrazolasi modjat.

Lasd a GrafA osztélyt.

6. V keres 6faban, E lancban (keres 6faban)
Ha a graf pontjai tetszéleges egész szamok (vagy olyan tipusu értékek, amelyen értelmezett egy linearis rendezési relacio), akkor a pontok V
halmazat abrazolhatjuk binéaris (kiegyensulyozott) keres6faban. Kiegyensulyozott kereséfa hasznéalataval a miiveletek futasi ideje:
Tarigény: ©(|V|+ |E|)
VANEL id6igénye: T, = O(lgn)
El-iter&cid idGigénye: O(|E|)
Ki-iteracio id6igénye: O(Ign) + O(|Ki(G, p)|)
7. Dinamikus valtoz6k 6sszekapcsolasa
Specialis grafok, példaul fak abrazolhatok dinamikus véaltozok (referenciék, pointerek) alkalmazéasaval.
8. Szamitott graf
Az élek halmazat explicite nem taroljuk, mert van olyan szamitasi eljaras, amely barmely két p,q € V-re kiszamitja VanEl(p, g)-t. Vagy, van olyan
szamitasi eljaras, amely minden p € V-re kigeneralja a Ki(G, p) halmaz elemeit.
A Graf adattipus megvalositasai:



7. bra. Keresofas abrazolas

GrafA: Konstruktor paraméterezés: GrafA(int n, boolean irany, String abr), ahol

N a létesitendd graf pontjainak szama,

irany = true esetén iranyitott, egyébként iranyitatlan lesz a graf, alapértelmezett érték true
abr értéke hatarozza meg az abrazolas maddjat, alapértelmezett értéke "Lanc™:

e "Matrix"  a ki-pontok halmaza témb adatszerkezetben, azaz szomszédsagi matrix az dbrazolas médja
e "Lanc" a ki-pontok halmaza lanc adatszerkezetben

e "BKF" a ki-pontok halmaza binéris kereséfa adatszerkezetben

e "AVLFa" aki-pontok halmaza AVL-fa binéris keres6fa adatszerkezetben

e "HasitL" a ki-pontok halmaza hasit6tabla lancolassal adatszerkezetben

e "HasitN" a ki-pontok halmaza hasitétabla nyilt cimzéssel adatszerkezetben

Az SGraf adattipus megvalositasai:

SGrafA: Konstruktor paraméterezés: SGrafAint n, boolean irany, String abr), ahol

N a létesitendd graf pontjainak szama,

irany = true esetén iranyitott, egyébként iranyitatlan lesz a graf, alapértelmezett érték true
abr értéke hatarozza meg az abrazolas madjat, alapértelmezett értéke "Lanc™:

e "Matrix"  a ki-pontok halmaza tomb adatszerkezetben, azaz szomszédsagi matrix az abrazolas maédja
e "Lanc" aki-pontok halmaza lanc adatszerkezetben

e "BKF" a ki-pontok halmaza binéris kerestfa adatszerkezetben

e "AVLFa" aki-pontok halmaza AVL-fa binéris keres6fa adatszerkezetben

e "HasitL" a ki-pontok halmaza hasit6tabla lancolassal adatszerkezetben

e "HasitN" a ki-pontok halmaza hasitétabla nyilt cimzéssel adatszerkezetben

10.4. Elemi grafalgoritmusok
10.4.1. Utak

Legyen G = (V, E) iranyitott (iranyitatlan) gréaf.

10.1. definici6. p,q € V-re egy p-bdl g-ba vezets ut G-ben, jele: Tt: p~~ @, olyan
1= (po, P1, - , Pk) pontsorozat, ahol

pi # Pj, hai # j, P= Po és g = px, tovabba

P=0=po,vagy (Vi € {1,....k}) ((pi-1,p) € E).

10.2. definici6. A Tt= p~» q Ut hossza, |1 = |p~ g =k



10.3. definici6. p-bél g-ba vezetd legrévidebb Gt hossza, p és q tavolsaga:

_ 00 ha nincs p~q
6(p,q)7{ Min{|mt: p~q]} T:p~q )

10.4. definici6. A Tt= (pg, P1,-- -, Pk) pontsorozatot a Po-bél py-ba vezetd sétanak nevezzik, ha (Vi € {1,...,k})(pi—1,pi) €E

10.5. definici6. Ha G = (V,E,C) élei aC : E — R fuiggvénnyel sulyozottak, akkor a p ~» q Gt hossza

[p~a =51 C(pi-1, Pi)-
A p és ( pont tavolsaga:

ha nincs p~q

00
. 2
Min{|mt: p~gq|} T:p~q @

anm:{

10.6. definicio. A G = (V, E) (iranyitatlan) grafnak az F = (V,E) grafar € V gyoker( feszit6faja, ha
1. F részgréafia G-nek (V CV,ECE,) ésfa.
2. (Ype V) havanr ~» p Gben, akkor és csak akkor, havan r ~» p F-ben.

10.7. definicio. A G = (V, E) (iranyitatlan, sdlyozott) grafnak az F = (V,E) graf ar €V gyokerii legrévidebb utak feszitéfaja (LUF), ha
1. F r-gyoker(i feszit6faja G-nek, és
2. Vp€V-radg(r,p) = (r,p).

Utproblémak
1. Adott p,q € V-re van-e p ~~ q (t?

2. Adott p-re az Elr(p) = {q: p~ g} halmaz kiszamitasa.
3. Adott p,q € V-re 8(p,q) és egy p~> ( legrévidebb Ut kiszamitasa.
4. Egy pontbol induld legrévidebb utak : adott p-re minden g-ra &(p,q) és egy p ~~ q legrévidebb Gt kiszamitasa.

5. Minden p,q pontparra 8(p,q) és egy p~> ( legrévidebb Ut kiszamitasa.

10.5. Szélességi keresés

Bemenet: G = (V, E) (iranyitott vagy iranyitatlan) graf és egy r € V pont.
Kimenet: D:V — N, Apa:V — V, hogy

D(p) =3(r, p) és

az F = (V,E) gréf, ahol

V ={p:Apap)#nullvp=r},

E={(p.a) : Apa(g) = pAp#null}

r-gyokerd LUF

public class SzeltKeres{

public int[] D;

public int[] Apa;

public void Bejar (Graf G, int r){
int n=G.Maxpont ();
int u; int Inf=n;
D=new int[n+1];
Apa=new int[n+l];
Sor<Integer> S=new SorT<Integer>(n);
for (int p:6){

Apa[p]=-1; D[pl=Inf;

}
D[r]=0; Apalr]=0;
S.SorBa(r);



while (S.Elemszam()>0) {
u=S.SorBol();
for (int v:G.KiEl (u))
if (Apa[v]<0){
Apa[v]=u;
D[v]=D[u]+1l;
S.SorBa (v);

8. dbra. A példa graf szélességi bejarasa az 1 pontra.

10.8. lemma. Legyen G = (V, E) iranyitott vagy iranyitatlan graf és s,u,ve V.
Minden (u,v) € E élre 3(s,v) < §(s,u) + 1.

10.9. lemma. Ha SzELTKERES algoritmust az r pontra alkalmazzuk, akkor a kiszamitott D-re teljesiil: (Vv € V) (D[v] > &(r,v)).

Bizonyitas. Az Ssorba kertlés szerinti indukcidval.

i) Az els6 pont, ami bekeriil: r, de D[r] :=0és §(r,r) =0

ii) Tfh. SSorbolu) utan az u — v élet vizsgaljuk és D[V] = Ifj\ami-ekvipsigns azzal, hogy Apav] < 0. Ekkor
> d(ru)+1

> &(ryv)

\Y

és V-t betessziik az Ssorba.

10.10. lemma. Legyen a SzeLTKERES algoritmust végrehajtasanak egy pillanatdban az Ssor tartalma S=< vy, Vo, ...,V >. Ekkor
D[vi] < D[vi] +16s D[vi] < Dvi4] (i = 1,....k—1)

Kovetkezmény
Ha egy u pont el6bb kertil a sorba, mint a v pont, akkor D[u] < D[V].

Bizonyités.

a) u= SSorbol) utan: S=< vy, ..., v >
Bizonyitand6: D[vy] < D[vo] + 1.
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De D[] <D[v1]+1<D|v]+1

b) SSorbgv) utan: S=< va,..., Vg,V >
Bizonyitand6: D[] < D[v] és D[v] < D[vp] + 1.
D[w] < D[va] + 1= D[]

D[v1] < D[vg] = D[v] =Dlu=v1]+1<D[v]+1

10.11. tétel. (Vv e V) (d(r,v) =Dv])

Bizonyitas.
a) 8(r,v) = o azaz nincs r ~» Vv (t.
Ekkor v nem kerUlhet be a sorba, tehat marad a kezdetben kapott D[v] = Inf

b) Tfh.d(r,Vv) # oo

Indirekt biz. : Tfh. v a legkisebb olyan d(r, V) értéki pont, hogy &(r,v) # D[V]

(r # V) és 2. lemma miatt: D[v] > &(r,V) és (I, V) <

Legyen u egy olyan pont, amely kdzvetlentl megel6zi v-t az r ~» Vv legrovidebb Gton: r ~» u— v
Mivel (r,u) < &(r,V), az ind. feltevés szerint: D[u] = &(r,u) és &(r,v) = &(r,u) + 1

D[v] > &(r,v) = (r,u) +1=D[u] +1

Tekintsiik azt a helyzetet, amikor a SZELTKERES algoritmus az U — V élet vizsgélja.
) D[v] = Inf : tehat D[v] := D[u] 4+ 1 = &(r,Vv) + 1 Ellentmondas!

MDJv] < Inf : tehat v mar korabban kapott D[V] < o értéket.

De D[v] < D[u], mivel v mar nincs a sorban, ami ellentmondas!

A SzeLTKERES algoritmus futasi ideje:
Tir = O(V + E),
feltéve, hogy a Ki-iteracio lineéris idejl. Ez teljesl, ha éllistas abrazolast alkalmazunk.

10.12. Allitas. A G = (Vir, Er) gréf, ahol
Vr={v:veVAApav #0Vv=r}

Er= {(uv) : ApaV] = uA Apalv] # 0}

G-nek egy r-gyoker(i legrovidebb utak feszitéfaja.
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