12. Minimadlis feszit 6fak

Legyen G = (V,E,c), c: E — R sllyozott iranyitatlan graf.
Terjesszik ki a ¢ sulyfuggvényt a T C E élhalmazokra:
CM= > cuy
(uv)eT
Az F = (V,T) graf minimalis feszitéfaja G-nek, ha
1. F feszit6faja G-nek, és
2. C(T) — minimalis

1. &bra. Példa minimalis feszit6fara

Input: G = (V,E,c);c: E — R iranyitatlan graf
Output: MFF = (V, F); minimalis feszit6faja G-nek

Legyen A C F valamely MFF = (V,F) M.EE-nak és (u,v) € E.
Def. (u,V) biztonsagos él A-ra nézve, ha AUJ{(u,v)} is része valamely MFF’ M.FF.-nak.
Elvi algoritmus

A=0

While A nem M.F.F. Do Begin
(u,V) biztonsagos él keresése;
A:=AU{(uv)}

End

Def. AG = (V,E) graf vagésa: (SV —9); SCV;

Def. (U,V) € E keresztél az (SV —S) vagasra, hau€ SésveV —SvagyueV —Sésve S
Def. Az (SV — S) vagas elkeriili az A C E élhalmazt, ha A-ban nincs keresztél.

Def. (u,v) konny( él az (SV — S) vagasra, ha a legkisebb c-értékii (sulyl) keresztél.

12.1. tétel. Ha A része a G = (V,E,c) v.m. M.FF-janak és elkerili az (S,V — S) vagast, tovabba (u,v) konny( él az (SV — 9)
vagasra, akkor (u,V) biztonsagos él A-ra nézve.

Bizonyitds. Legyen T = (V,F) egy olyan M.EF, hogy A C F. Ha (u,v) € F, akkor készenvagyunk. Tfh. (u,v) ¢ F, tehat (u,V)
hozzavétele az F faélekhez kort képez.Mivel U és v az Svagas killonboz6 oldalan van, ezért van a kérben (X,y) keresztél. Az

Fri=F—{(xy)}tu{uv)}
élhalmaz is feszitéfaja lesz G-nek, és c(u,v) < c(x,y) miatt
C(F") :=C(F) —c(x,y) +c(u,v) < C(F)
De F minimalis volt, igy C(F") = C(F). u
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2. abra.

12.2. kévetkezmény. Ha Arésze a G = (V,E,c) vm. M.FF-nak és az (u,v) € E élre u és v az A erd6 két killénboz6 fajaban van
és c-értéke (sulya) minimalis, akkor az (u, V) él biztonsagos A-ra.

12.1. A Kruskal algoritmus

A biztonsagos él moho véalasztasa: mindig a legkisebb silyl olyan élet valaszjuk, amely nem képez kort.
Hogyan donthetd el, hogy adott (U, V) él nem képez kort? Azaz ugyanazon fahoz tartoznak-e?

Az UnioHolvan absztrakt adattipus.

Ertékhalmaz: UnioHolvan= {{H1,...,Hx} : Hi CE,i=1,... ki # j = HiNnH; =0}

Mveletek:
S:UnioHolvan X : ElemtipN,N1,N2: NevTip
{lgaz} Letesi(S) {S=0}
{S=S} MegszuntdlS) {lgaz}
{S=S5} Uresit(S) {S=0}
{S={Hy,...,Hi} AX eUH} HolvanSX,N) }HN=YA(XeH AXeH)}
{S={H,....Hk} AX ¢ UH;} Holvan(SX,N) {N=XAS=Pre(SU{{X}}
{S={Hy,...,Hk} ANLe HiAN2 € H;} Unio(SN1,N2) {S=Pre(S)—H —HjU{HUH;}}
Procedure Kruskal ( G : GrafC.Tipus;
Var Fa : Graf.Tipus ;
Var Minsuly: Real );
Var

H : UnioHolvan.Tipus;
N1,N2 : UnioHolvan.Nevtip;
Q: Prisor.Tipus;
Begin{Kruskal}
Graf.Letesit (Fa); UnioHolvan.Letesit (H);
Prisor.Letesit (Q);
Minsuly:=0.0;
For (u,v) In E Do Sorba(Q,u,v);
While Elemszam(Q)>0 Do Begin
Sorbol (Q,u,Vv);
Holvan (H,u,N1);
Holvan (H,v,N2);
If N1<>N2 Then Begin



Minsuly:=Minsuly + C(u,Vv);
Elbovit (Fa,u,v);
Unio(H,N1,N2);
End
End{While};
Megszuntet (H) ;
End{Kruskal};

12.3. tétel. Ha a G graf 6sszefliggd, akkor a KRUSKAL algoritmus minimalis feszit6fat allit eld.

Bizonyitas. Legyen S:= {X: U és X ugyanazon faban van. } Ekkor az (u,V) élre és az (S,V — S) vagasra teljesill a 12.1. tétel. ®
A KRUSKAL algoritmus futasi ideje O(E IgE).

12.2. A Prim algoritmus

A biztonsagos él valasztasa: Ha T = (S F) részfaja G = (V, E, c) egy minimalis feszit6fajanak, és (u, V) egy legkisebb sulyd olyan
él, hogy u € S v ¢ Sés c(u,v), akkor (u,Vv) biztonsagos él.

Procedure Prim(G:Graf; r:PontTip; Var Apa:Fa);
Var
D:Fuggyveny; S:PriSor; Kesz:Halmaz;
Begin{Prim}
Fuggveny.Letesit (D); PriSor.Letesit (S); Halmaz.Letesit (Kesz);
For v<>r In V Do Begin
D[v]:=C(r,v);
Apa[v] :=Nul;
Sorba (S,v);
End;
D[r]:=0;
Sorba (S, r);
While Elemszam(S) > 0 Do Begin
Sorbol (S,u);
Bovit (Kesz,u);
For v In Ki(G,u) Do
If Not Eleme(Kesz,v) And (C[u,v]<D[v]) Then Begin
D[v]:=C[u,Vv];
Apa[v] :=u;
Modosit (S, v, D[v]);
End;
End{while};
End{Prim};

A PRIM algoritmus futasi ideje O(E IgV ), feltéve
1. ELEME, BovIT halmaz mveletek Ir. esetben O(IgV) idejliek,
2. SORBA, MoposIT O(IgV) idejd.

12.3. Egy pontbdl idulé legrovidebb utak

Def. Legrovidebb Utak Feszitéfaja (LUF).

G = (V,E,c);c: E — R iranyitott graf, és se V

Az F = (V,F) fa a G graf sgyoker(i LUF-ja, ha F s-gyoker( feszit6faja G-nek, és Vv € V az s~ v egyetlen Gt F-ben egy legrovi-
debb Gt G-ben.

Probléma:
Input: G = (V,E,c);c: E — Riranyitott gréf, se V



Output:

1. DV :=08(s,v) (W e V);

2.V —V;

F = (V. {(mv],v) : ve V,mv| # Nul}) s-gyokerii LUF-ja G-nek

(S=vo—Vvi— - —= W=V, TV]=Vvi_1(i=1,--- ,K) egy legrévidebb s~ v iit.)

12.3.1. Fokozatos kozelités.
Legyen Q a D[v]-szerinti minimumos moédosithato prioritasi sor.

Procedure Kezd(s:PontTip); Var v:PontTip;
Begin{Kezd}
For v<>s In V Do Begin
D[v]:=Inf;
Apa[v]:=Null;
PriSor.Sorba (Q, V) ;
End;
D[s]:=0;
PriSor.Sorba(Q, s);
End{Kezd};

Procedure Kozelit (u,v:PontTip);
Var Dv:Real;
Begin{Kozelit}
Dv:=D[u]+C[u,Vv];
If Dv<D[v] Then Begin
D[v] :=Dv;
Apa[v]:=u;
PriSor.Modosit (Q, v,Dv);
End;
End{Kozelit};

A legrévidebb utak tulajdonsagai
Tegyuk fel, hogy a G = (V, E, ) iranyitott, stlyozott grafra és s kezdpontra vegrejatottul a KEzD eljarast, majd valahany Koze-
LIT(u,v) miveletet. Ekkor az alabbi 6sszefliggasek teljesiinek.

Haromszog egyenl Gtlenség. (V(u,v) € E) (8(s,v) < d(s,u) +c(u,v)).

Fels§ korlat tulajdonsdg. D[v] > 9(s,v) és ha egyszer D[v] = &(s,V), akkor ezutdn mindig teljestl a D[v] = &(s,V) egyenl6-
ség.

Nincs-Ut tulajdonsdg.  Ha nincs s~ v Ut, akkor mindvégig D[v] = (s, V) = o (=Inf) teljesiil.

Konvergencia tulajdonsag.  Ha S~» U — V egy legrévidebb Gt és D[u] = 8(s,u) Kozelit(u, v) végrehajtasa el6tt, akkor Koze-
lit(u, v) utdn D[v] = (s, V).

Ut-kozelités tulajdonsag. Ha p = (Vo,V1,...,Vk) egy S= Vo ~» V legrévidebb (t, akkor a (Vo,V1), (V1,V2),. .., (Vk_1,Vk) €lekre
ebben a sorrendben végrehajtott KozeLiT utan D[vi] = (S, V).

LUF tulajdonsadg. Tegyuk fel, hogy G nem tartalmaz s-bél elérhetd negativ 6sszsUlyd koroket és minden v € V pontra D[v] =
0(s,V). Ekkor az F = {(ApaV],Vv) : v e V,ApdV] # Null} élhalmaz G-nek s gyoker(i LUF-ja lesz.

Procedure Dijkstra(Const G:Graf; s:PontTip; Var D:Fuggveny; Var Apa:Fa);
Var
Kesz:Halmaz;



Q:PriSor;
u,v:PontTip;
Begin{Dijkstra}
Fuggveny.Letesit (D) ;
Fuggveny.Letesit (Apa);
PriSor.Letesit (Q);
Halmaz.Letesit (Kesz);
Kezd;

While Elemszam(Q) > 0 Do Begin
Sorbol (Q,u);
Bovit (Kesz,u);
For v In Ki(G,u) Do
If Not Eleme (Kesz,v) Then
Kozelit (u,v);
End{while};
End{Dijkstra};

12.4. tétel. A DIIKSTRA algoritmust nemnegativ élsulyozott iranyitott G = (V,E, c) grafra és s kezdGpontra végrehajtva, minden
v €V pontra tejesil a D[v] = d(s,V).

Bizonyitas. Bizonyitas a Kesz halmazba kerilés szerinti indukcioval.
Az elsd pont, amely kikertl a Q prioritasi sorbol és bekerill Kesz-be az s pont, amelyre ekkor D[s] = 0 = &(s,s). Tfh. u az elsé

Kesz

p2—W

3. abra.

olyan pont, amelynek a Kesz halmazba kertlésekor D[u] # 8(s,u). Mivel S u, ezért kdzvetlen(l U-nak Kesz-be valo berakasakor
Kesz#£ 0. Létezik s~ u (t, mert killénben a nincs-(t tulajdonsag miatt D[u] = (s, u) = oo lenne, ami ellentmond a D[u] # 6(s, u)
feltételezésnek. Tehat van p: s~ U legrévidebb Ut is. Az U pontnak Kesz-be keriilése el6tt a p Ut 6sszekot egy Kesz-beli (S) és
egy nem Kesz-beli (U) pontot. Legyen Y a p Uton az els6 olyan pont, amely nincs Kesz-ben, és legyen X a p uton y-t megel6z6
pont. A 3. abra mutatja a helyzetet. Tehata p: S~ U Ut felbonthatd p: s x yB~2> U -ra. Mivel U az els6 olyan pont, amelynek
Kesz-be keriilésekor D[u] # 0(s,u), igy D[X] = 8(s,X) amikor x-t Kesz-be rakjuk. Ez utan végrehajtodik a Kozelit (u,y), igy
a konvergencia tulajdonsag miatt D[y] = d(s,y). Mivel minden él sGlya nemnegativ, és y el6bb van a p Gtban, mint u, ezért
o(s,y) < 8(s,u). Tehat

Dly]

IN A



Mivel uis ésyis a Q prioritasi sorban van, és u el6bb kertilt ki a sorbél, minty, igy D[u] < D[y]. Tehat az el6z6 egyenl6tlenségeknek
egyenléségeknek kell lenni.

Dly] = 3(s,y) = 8(s,u) = D[u]
Ez ellentmond a feltevésiinknek. [ |
A DIJKSTRA algoritmus futasi ideje: O(E IgV), feltéve, hogy a Q prioritasi sor Sorba,Sorbol és Modosit miiveletek futasi ideje
O(lgn) n elemd sorra.
A legrovidebb utak tulajdonsagainak bizonyitasa

12.5. lemma. Haromszog egyenl6tlenség. (V(u,v) € E) (8(s,v) < 8(s,u) +c(u,V))
Bizonyitas. Mivel S~ U— Vis S~ v (t, igy O(s,V) < d(s,u) +c(u,V). ]

12.6. lemma. Fels6 korlat tulajdonsag. A G = (V, E, c) iranyitott, stlyozott grafra és skezdGpontra a KEzD eljaras utan akarmilyen
KozeLIT miveletsor utan D[V] > 9(s,V) és ha egyszer D[v] = (s, V), akkor ezutan mindig teljestl a D[v] = 8(s, V) egyenl&ség.

Bizonyitas. Az egyenl6tlenség teljesiilését a végrehajtott KOzZELIT Iépések szama szerint indukcidval bizonyitjuk. Kezdetben
D[g = 0> &(s,s) és minden mas Vv pontra D[v] = o0 > &(s, V).
Az indukcios lépésnél tekintstink egy (u,V) éllel valé KozeLIT(u,v) kozelitést. Csak DIV] értéke valtozhat:

D[v] = DJul+c(u,v)
> 3(s,u)+c(u,v)
> 3(sV)
Tovabba, D[Vv] az als6 8(s,V) korlatot elérve tovabb nem csokkenhet, mert D[v[> &(s,V), de nem is néhet. ]

12.7. lemma. Nincs-Gt tulajdonsag. A G = (V, E, c) iranyitott, sllyozott grafra és s kezdGpontra a KEzD eljaras utan akarmilyen
KozeLIT miveletsor utan, ha nincs S~ Vv (t, akkor mindvégig D[v] = 8(s, V) = oo (=Inf) teljestil.

Bizonyitas. A fels6korlat tulajdonsag miatt 0 = 8(s,v) < D[], igy D[] = o = (s, V). ]
12.8.lemma. A G = (V,E,c) iranyitott, slyozott grafra és skezd6pontra a KEzD eljaras utan akarmilyen KozeLIT(u,V) végrehaj-
tas utdn D[v] < D[u] + c(u,V) teljesdl.

Bizonyitas. Ha kozvetlentl KozeLiT(u,v) elétt D[v] > D[u] + c(u, V), akkor utana D[v] = D[u] + ¢(u,V) lesz. Ellenben, ha D[V]

<
D[u] + c(u,V), akkor sem D[v] sem D[u] nem valtozik. |

12.9. lemma. Konvergencia tulajdonsag. A G = (V, E, ¢) iranyitott, stlyozott grafra és s kezd&pontra a Kezb eljaras utan akarmi-
lyen KozeLIT miveletsor utan, ha s~» U — V egy legrévidebb Gt és D[u] = (s, u) Kozelit(u, v) végrehajtasa el6tt, akkor Kozelit(u,
v) utan D[V] = &(s,V)

Bizonyitas. A fels6korlat tulajdonsag szerint ha D[u] = &(s,u) fenall KozeLIT(u,v) elbtt, akkor utana is fenall. Az (u,v) éld
kdzeklités utan:

D[V

IN

D{u] 4 ¢(u,Vv)
d(s,u) +c(u,v)
= 0(s,V)

12.10. lemma. Ut-kozelités tulajdonsag. Ha p= (Vo, V1, ..., Vk) egy S= Vg~ Vi legrévidebb (t, akkor a (Vo, V1), (V1,V2), - - ., (Vk_1, Vk)
élekre ebben a sorrendben végrehajtott KozeLiT utan D[] = (s, ).

Bizonyitas. Indukci6val mutatjuk meg, hogy a p Ut i-edik élével vald kozelités utan D[vi] = 8(s, i) teljesul. A kezdeti értékadas
miatt D[Vp] = D[g] = 0= 9(s,9).

Tfh. D]vi_1] = 0(S,Vi_1), és tekintsuk a (vi_1,V;) éllel val6 kozelitést. Ezen kozelités utana a konvergencia tulajdonsag miatt fenall
D[vi] = (s, Vi). |



12.11. lemma. Legyen G = (V,E,c) iranyitott, stlyozott graf és s € V kezdGpont. és tegyik fel, hogy G nem tartalmaz s-bél
elérhet6 negativ 6sszsUlyu koroket. Ekkor a KEzD eljaras utan akarmilyen KozeLiT miiveletsort végrehajtva az {(ApgV],v) : v €
V,Apdv] # Null} élhalmaz G egy részfaja lesz.

Bizonyitas. Indirekt bizonyitunk, tfh. kialakul egy r = (Vo, Va1, ...,Vk), Vo = Vk kor, ahol Apavi] = Vvi_1,i =1,...,k. Feltehetjik, hogy
a KozeLIT(Wk-1,Vk) Végrahajtasa hozta létre a kort. Minden korbeli vi pontra Apa[vi] # Null, igy D[vi] # . Tehat a felskorlat
tulajdonsag miatt a korbeli pontok elérheGek s-bdl. Tekintsiik a D[v;] értékeket kozvetlendil a KOzeLIT(Vk-1, Vi) végrehajtasa el6tt.
D[vi] utolsé mddositasa a [vi] ;= D[vi_1] + c(Vi_1,V;) értékadas volt. Ha eztan D[vi] megvaltozott, csak csokkenhetett. Ezért
KozELIT(Vk—1, Vk) Végrehajtasa el6tt mindeni =1,... k-ra

D[Vi] > D[Vi_1] +¢c(Vi—1Vi).

Apdvk] azért kapott értéket, mert teljesult
D[Vk] > D[Vk,l] + c(vk,lvk)

k

'Z\D[Vi] > iD[vii] +c(Vie1, Vi)

- .gD[Vil]-i-'iC(VilaVi)

De
k k
Z‘D[Vﬂ = ZlD[Vi,l]
i= i=
igy
k
0> Zlc(vi,l,vi)
i=
ami ellentmond azon feltevéstinknek, hogy G-ben nincs negativ kor. |

12.12. lemma. LUF tulajdonsag. Legyen G = (V,E,c) iranyitott, stlyozott graf és s € V kezdbpont, és tegyik fel, hogy G nem
tartalmaz s-bél elérhetd negativ 6sszsulya koroket. A DIIKSTRA algoritmust végrehajtva a G = (V, E, ¢) grafra és s kezdGpontra,
az F = {(ApaV],v) : ve V,ApaV] # Null} élhalmaz G-nek s gyoker(i LUF-ja lesz.

Bizonyitds. Az el6z6 lemma szerint F s-gyoker( részfaja G-nek.
El6szor lassuk be, hogy F pontjai éppen az s-bél elérhetd pontok. &(s,V) < o akkor és csak akkor, ha van s~ v Ut. De D[v] akkor
és csak akkor kap nem oo értéket, ha Apav| # Null, azaz F pontjai éppen az s-bél elérhetd pontok G-ben.

Azt kell még bizonyitani, hogy minden v € V pontra, amelyre Apalv] # Null, az egyetelen s-5 v at F-ben egy legrovidebb Ut
G-ben. Legyen p = (Vo,V1,...,V%), ahol Vg = S, Vy = V. Minden i =1,... k-ra D[vi] = d(s,vi) és D[vi] > D[vi_1] + c(Vi_1,V),
amibdl kovetkezik, hogy ¢c(Vi—1,Vi) < 8(S,Vi) — &(S,Vi_1).

k
C(p) = .;C(Viflavi)
< 25(5, Vi) — (S, Vi-1)

= 8(s,v) — 8(s,vo)
= 3(s,W)

Tehat C(p) < &(s, k), ugyanakkor C(p) > d(s, k), igy C(p) = (S, V). ]



12.4. Legrovidebb utak minden pontpérra

Input: G = (V, E, c) iranyitott stlyozott graf; c: E — R
Output :Minden u, Vv pontparra d(u,V) és egy U~ V legrévidebb (t.

Megoldas dinamikus programozas modszerével.

Tfth. V. =1.nésc(i,j) =, ha(i,]) ¢ E, azaz G[i, j] =c(i,]) és G[i,i]=0,i=1,--- ,n

)

Részproblémékra bontas:
Vi,je{1,...,n}-raésvke {0,1,--- ,n}-re
Dk(i, j) = az i-bdl j-be vezetd olyan utak hosszanak minimuma, amelyek legfeliebb az {1,---,k} (bels6) pontokon mennek ke-
resztiil.
D(i, ) = &(i, })
Rekurziv 8sszefliggés a részproblémak kozott.

D%G,j) = Glij]
DX(i,j) = Min{D*(i,}),D*(i,k) + D" (k,j)} k>0

1® p2
@) ®

Di, j] helyben szamolasa; egy D tombben.

4. &bra. p:i~ jaz {1..k-1} pontokon at haladéd ut, py : i~ Kk, p2: kK~ j {1..k-1} pontokon &t haladé legrévidebb Ut.

A k-adik iteracioban felulirt elemek: D*1(i, k) és D*1(k, j).
De
DX(i,k) = Min{D*"*(i,k),D* (i, k) + D" *(k, k) } = D*"*(i, k)

{Glob&lis programelemek a Floyd_Warshall algoritmushoz}
Const
MaxN = ??? ;{a graf pontjainak max. szama}
Inf 10E12; {a végtelen reprezenténsa}
Type
Graf = Array[l..MaxN,1..MaxN] Of Real;
Utak = Array[l..MaxN,1..MaxN] Of Record
tav : Real;
elod : 0..MaxN
End;

Procedure Floyd_Warshall (Const G : Graf;
Var U : Utak );
Var
i,3,k : Integer;
Ujtav : Real;
Begin{Floyd_Warshall}
For i := 1 To N Do {inicializ&lés}
For j := 1 To N Do Begin



U[i,3].tav:=G[1i,]];
If (i<>j)And(G[1i,3]<Inf) Then
U[i,3j].elod:=1
Else
U[i,3].elod:=0
End;
For k := 1 To N Do
For i := 1 To N Do
For j := 1 To N Do Begin
Ujtav := U[i,k].tav + U[k,Jj].tav;
If Ujtav < U[i,]j].tav Then Begin
U[i,j].tav := Ujtav;
U[i,j].elod:= Ulk,j]l.elod
End
End{for 7}
End{Floyd_Warshall};

Procedure MinUtIro(Const U : Utak; 1i,j : Integer);
Var
S:Array[l..MaxN] of 0..MaxN;
h, k:Word;
Begin{MinUtIro}
If U[i,j]=0 Then Begin
Writeln ('Nincs '1i,'->',3,'at!’");
Exit;
End;
h:=0;
Repeat
Inc(h);
STh]:=3;
j:=U[1,3];
Until j=i;
Write(1i);
For k:=h DownTo 1 Do
Write('->",S[k]);
writeln;
End{MinUtIro};

A Floyd-Warshall algoritmus futasi ideje ©(nd).

12.5. lIranyitott graf tranzitiv lezartja

A G = (V,E) gréf tranzitiv lezartja aza G* = (V, E*) graf, ahol
« G
E* ={(u,v) :u~s v}

Egy lehetséges algoritmus G* kiszamitasara: vegyuk azt a grafot, amelyben minden |étezd él sulya 1, és alkalmazzuk a Floyd-
Warshall algoritmust. Az i és j pont kdzott akkor és csak akkor van Ut G-ben, ha tavolsaguk nem oo,
Azonban a Floyd-Warshall algoritmus egyszer(i médositasaval hatékonyabb megoldast kapunk.

{ Globalis programelemek a Warshall eljarédshoz

Const
MaxN

Type
Graf = Array [l..MaxN,1l..MaxN] Of Boolean;

} Procedure Warshall (Const G:Graf; N:Word; Var T:Graf);

277 ;{A graf pontjainak max. széma}



i, j,k:integer;

For k:=1 to N do
For i:=1 To N Do
For j:=1 To N Do
If Not T[i,j] Then
T[i,3]1:=T[i,k] And T[k, j]
End{Warshall};

A WARSHALL algoritmus futasi ideje ©(n®).
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