17. Tordel 6tablak (Hasitotablak)

Legyen U az Elemtip, univerzum,

H= {ala"’ 7an} QU

Vegyunk egy T:Array[0..M-1] of Elemtip témbbot, amelyben a H halmazt tarolni akarjuk.

Valasszunk egy

h:U—{0,---,M—1}

fuggvényt, amely minden & halmazelemre megadja azt a tablazat indexet, ahol az elemet tarolni akrajuk, T [h(&)] := &.
Ha & # a; és h(a;) = h(a;) utkozés .

17.1. Utkodzésfeloldas lancolassal

Legyen T:Array[0..M-1] of Lanc, és legyen T[j] a {X:x € H Ah(X) = j} elemek lanca.

o[ F=CF= -—LD

j = 3= -~ —[1]

M-I = 3> -  —=[T]

1. &bra. Adatszerkezet Utkozésfelodas lancolassal médszerhez.

Const
Meret = ??7? ; (* a tordeldtdbla mérete *)
Type
Kulcstip= ??7? ; (* a halmaz elemeinek kulcstipusa *)
Adattip = 2?2?27 ; (* a halmaz elemeinek adattipusa *)

Elemtip = Record
kulcs : Kulcstip;
adat : Adattip
End;
Index = 0 .. Meret;
Lanc = "Cella;
Cella = Record
adat : Elemtip;
csat : Lanc
End;
Tabla = Array[Index] Of Lanc;

Function H(K:Kulcstip):Index; { a tordeléfiiggvény }
Begin ??? End;

Procedure Letesit (Var T:Tabla); Var
i : Index;

Begin{Letesit}
For i := 0 To Meret Do
H.T[i]:=Nil;



End{Letesit};

Function Keres(T:Tabla; K:Kulcstip):Lanc; Var
i:Index; P:Lanc;
Begin
P:=T[H[K]];
While (P<>Nil) And (P".adat.kulcs<>K) Do
P:=P".csat;
Keres := P;
End{Keres};

Procedure Bovit (Var T:Tabla;
X:Elemtip);
Var
P : Lanc;
Begin{Bovit}
i:=H(X.kulcs);
New (P) ;
P*.adat:=X;
P".csat:=T[i];
T[i]:=P;
End{Bovit};

Procedure Torol (Var T:Tabla;
K:Kulcstip);

Var

i:Index; P,P0 : Lanc;
Begin

1:=H(K);

P:=T[1];

P0:=P;

While (P<>Nil) And (K<>P".adat.kulcs) Do Begin
P0:=P; P:=P".csat;
End;
If P<>Nil Then Begin
If P=P0 Then
T[i]:=P".csat
Else
P0”.csat := P".csat;
Dispose (P)
End
End{Torol};

17.2. Utkozésfeloldas nyilt cimzéssel

Pétvizsgalat (prébasorozat)
h:Ux{0,---,m—1} - {0,--- , m—1}
(h(k,0),---,h(k,m—1))

(0,---,m—1) egy permutaciéja minden K kulcsra.

A k kulcsu elem helye a tablazatban az a j = h(k, i), amelyre

Min{i : T[h(k,i)] = Szabad

Ekkor a probak szama i+ 1.
Példaul, haU = Integer, h(x,i) = (X+i)modm Ezt a térdel&fiiggvényt alkalmazva bévitsiik a kezdetben ures tablat egymas utan
a 15, 30, 16, 35, 20, és 28 elemekkel. Majd toroljik a tablabol a 16-os elemet. Ha ezt kdvetéen a 28 elemet keressiik a tablaban,



akkor a (2,3,4,5,...) prébasorozat kell alkalmazni, de a keresés nem allhat meg a 3 indexd torolt tablaelemnél. Tehat a tablaban
a torolt helyeket nem tekinthetjiik Uresnek. Valasztanunk kell egy Ures és egy ett6l kiilonb6z6 Torolt konstans kulcs értéket az
ures, illetve a torolt tablaelemek jelélésére.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T 15(16| 30| 28 20 35

2. bra. Tordel6tabla a 15, 30, 16, 35, 20, és 28 elemekkel val6 bdvités utan.

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T 15.3028 20 |35

3. 4bra. Tordel6tabla a 16 elem torlése utan.

{Térdelétéabla, itkozésfeloldads nyilt cimzéssel}

Const
M = ??? ;{ a tOrdeldtabla mérete}
Ures = ??? ;{ Kulcstipusu konstans, az lires hely jele }
Torolt = ?2?2? ;{ Kulcstipust konstans, a tordlt hely jele }
Type

Kulcstip=??? ;{ a halmaz elemeinek kulcstipusa}
Adattip =??? ;{ a halmaz elemeinek adattipusa }
Elemtip = Record

kulcs : Kulcstip;
adat : Adattip
End;
Index = 0 .. M-1;
Tabla = Array[Index] Of Elemtip;

Function H(K:Kulcstip; i:Index) : Index; { a tdrdeléfiliggvény }
Begin {???} End;

Function TKeres(Const T : Tabla;
K : Kulcstip) : Word;
Var 1, {a prébaszam}
j : Word; {tdblaindex}
Begin
i:=0;
Repeat
j:=H(K,1i);
Inc(i);
Until (i=M) Or (K=T[j].kulcs) Or
(T[j].kulcs=Ures);

If (K=T[j].kulcs) Then

TKeres:=]
Else
TKeres:=M

End{TKeres};



Procedure TBovit (Var T:Tabla; X:Elemtip); Var
i, j : Word; K:Kulcstip;
Begin{Bovit}
K:=X.kulcs;
i:=0;
Repeat
Ji=H(K,1);
Inc(i);
Until (i=M) Or (T[j].kulcs=Torolt) Or
(T[j].kulcs=Ures);

If (T[j].kulcs<>Torolt) And
(T[j].kulcs<>Ures) Then Begin
Exit; {nincs szabad hely a té&bléban}
End;
T[7j].kulcs:=K;
T[j].adat:=X.adat
End {Bovit };

Procedure TTorol (Var T : Tabla; K : Kulcstip); Var
i, j : Word;
Begin {Torol} ;
i:=0;
Repeat
j:=H(K,1);
Inc(i);
Until (i=M) Or (T[j].kulcs=K) Or
(T[j].kulcs=Ures);

If (T[j].kulcs<>K) Then Begin
Exit {nincs K kulcsu elem a té&bléaban}
End;
T[j].kulcs:=Torolt
End{Torol};

17.3. Potvizsgalatok (prébasorozatok).

Linearis potvizsgélat
h(k,i) = (ho(k) +i) mod m,
ho:U —{0,--- ,m—1}

Négyzetes poétvizsgalat
h(k,i) = (ho(K) +¢1-i4C2-i%) mod m,
ho:U —{0,--- ,m—1}

Dupla toérdelés

h(k,i) = (hy(k) +i-hz(k)) mod m,

hl,hzlu — {O, ,m—l}

A hy(K) értékeknek relativ primnek kell lenni a tablazat m méretéhez. Pl. hy(k) = k mod m és hy(k) = 1+ (k mod n7), ahol
m=m-1

17.4. Tordel 6figgvények

Az osztas modszere: h(k) = kmod m
A szorzas maddszere: h(k) = [m(k- Amodl) ]
ahol k-Amodl = k-A— |k-A|



0<A<1p.A=(v/5-1)/2=0.6180--

17.5. Tordel 6tablak hatékonysagi elemzése

Legyenh:U — {0,...,m— 1} a tordel&fuiggvény.
a = { atabla telitettségi tényezGje.
Egyenletességi feltétel:

Feltessziik, hogy h(k) olcs6, azaz ©(1) id6ben kiszamithatd.

Utkozésfeloldas lancolassal
A BovIT futasi ideje legrossabb esetben is O(1).
A KERES és ToRroL futasi ideje legrossabb esetben O(n).
(Minden elem egyetlen lancban van és a keresés szekvencialis.)
Ha a T[j] lanc hossza nj, akkor
N=nNg+N1+-+Nm1

és n; vérhato értéke n/m= a. igy egy k kulcsti elem keresésének ideje lineérisan fiigg a T [h(K)] l&nc Ny hosszatol. A T[h(k)]
lanc azon elemeinek szamat tekintsik, amelyekkel a keresés soran dsszehasonlitodik a keresett K kulcs. Két esetet kell tekinte-
nunk, az els6 az, amikor a keresés sikeres, a masik pedig a sikertelen keresés.

17.1. tétel. Ha teljesll az egyenletességi feltétel, akkor lancolassal torténé utkdzésfeloldas esetén a sikertelen keresés atlagos
ideje O(1+a).

Bizonyitas. Az egyenletességi feltétel miatt barmely k kulcsra, ami még nincs a tablanan, egyforma valoszin(iséggel adddik
barmely j = h(k) tablaindex. Ezért egy k kulcs sikertelen keresésének atlagos ideje megegyezik annak atlagos idejével, hogy

a T[h(k)] lancot végigkeressiik. Ennek a lancnak az atlagos hossza a, tehat h(k) kiszamitasaval egyitt az atlagos futasi id6
O(1+a). ]

Sikertelen keresés esetén annak valdszin(isége, hogy egy adott lancban keresiink, azonos a lanc hossszaval.

17.2. tétel. Ha teljesil az egyenletességi feltétel, akkor lancolassal térténd itkozésfeloldas esetén a sikeres keresés atlagos ideje
O(1+a).

Bizonyitas. Az X elem sikeres keresése esetén megvizsgalt elemek varhaté szama eggyel nagyobb, mint azoknak az elemeknek a
varhaté szama, amelyek megel&zik x-et az x-et tartalmazé lancban. Az x-et megel6z6 elemeket X beszUrasa utan szirtuk be, mivel
Uj elemet mindig a lanc elejéhez illesztiink. Tehat atlagolni kell a tdblazat n elemére az 1+azon elemek varhaté szama értékeket,
amelyeket X utan adtunk X lancéhoz. Legyen X; a tablazatba i-edikként beszurt elem és legyen kj = x;.kulcs Az egyenletességi
feltétel miatt Pr{h(ki) = h(kj)} = 1/m. Ezért a sikeres keresés soran vizsgalt elemek szamanak varhato értéke

1 n n 1 1 n
le I+ > — ) = 1+ —%(n-i)
ni< = m nm;<
n n
= 1+1< n— |>
nm\is <
= l—|—1<n2—n(n+l)>
nm 2
n—1
= 1+ —
+ 2m
a ao
— l -
+2 2n

Tehat a sikeres keresés futasi ideje, beszamitva h(k) kiszamitasat is

Ta(n) = O(2+%— %) = O(]_J,.(x)



A nyilt cimzés hatékonysaganak elemzése
A legjobb eset
KERES, BovIT, ToroL : O(1)

A legrosszabb eset
BoviT: O(n)
KERES, ToRoL : O(n) Atlagos eset

17.3. tétel. Nyilt cimzés esetén a sikertelen keresés soran a probak szamanak varhato értéke < ﬁ.

Bizonyitds. p; = Pr{pontosan i tablaelem foglalt} azaz, i a legkisebb index, amelyre T[h(k,i)] = Szabad
Ekkor a probak szamanak varhaté értéke:
n
1+ Z}i pi
=

Jeldlje g; annak valoszin(iségét, hogy legfeljebb i probat kell végezni. Tehat

n

1+§0i pi = iii (G —0-1) = iZOQi

. _ nn-1 n+1-—i n\i i .

o]
>
8
-

A BovIT algoritmus atlagos futasi ideje : O(ﬁ)

17.4. tétel. Nyilt cimzés esetén a sikeres keresés soran a probak szamanak varhaté értéke < % In (l—lq) .

Bizonyitas. Sikeres keresés ugyanazon probasorozatot hajtja végre, mint amikor az elemet beraktuk a tablazatba.

Ha a k kulcsu elem i-edikként keriilt a tablazatba, akkor a probak szama % Tehét a prébak szamanak varhaté értéke:

1" m mt o1 1
5y S S S (Hy—Hi ),
ni;m—l ni;m—l or(m m-n)

ahol Hj = Zijzl% az i. harmonikus sz&m. 1/x csokkend, igy

1(H Hm_n) 1 g 1/k<

— \Fm— Fm-—n = = >

a k=m—n+1

1 m 1 m 1 1
= 1/x)dx = =In ==ln—
a m—n( /X) X o m—n a 1-a

Tehat a Torol algoritmus atlagos futasi ideje (= sikeres kerersés) O(%Inﬁ)
Pl. ha a = 0.5 akkor 1.387, ha a = 0.9 akkor 2.559préba kell atlagosan a torléshez.



17.6. Az UnioHolvan adattipus megvalésitasa

Az UnioHolvan absztrakt adattipus.
Ertékhalmaz: UnioHolvan= {{H1,...,Hx} :Hi CE,i=1,... ki # j = HiNnH; =0}
Miveletek:

S:UnioHolvan X : ElemtipN,N1,N2 : NevTip

{lgaz} Letesi(S) {S=0}
{Ss=¢5} MegszuntgtS) {lgaz}
{s=S} Uresit(S) {S=0}

{S={Hi,...,HK}AX €UH}  HolvanSX,N)  {N=YA(XeH AY e H)}
{S={Hi,...,HK}AX ¢ UH}  HolvanSX,N)  {N=XAS=Pre(SU{{X}}
{S={H1,...,HK} ANLEHAN2€ Hj}  Unio(SN1,N2)  {S=Pre(S) —Hi —HjU{HUH;}}
{S={H1,...,Hc}} Elemszar(®) {=kAS=Pre(9}
{S={Hi,...,Hx}} ReszElemszgi8N) {=|Hi|AN¢&cH AS=Pre(S)}
{Ss=¢5} IterKezd S,1) {}
{I=1} IterAd(l, x) {}
{I=1} IterVegél) {}
{S={H1,....Hk} A(FI)(N e Hj)} ReszlterkezEN,I) {}
{I=1} ReszlterAdl, x) {}
{I=1} ReszlterVegg) {}

Adatszerkezet valasztasa.

A diszjunkt részhalmazok abrazolhaték olyan Rep: {1,...,n} — {1,...,n} fuggvénnyel, hogy barmely X,y € {1,...,n}-re Rex) =
Reqy) akkor és csak akkor, ha x és y ugyanazon részhalmazhoz tartozik. Ezt szemlélteti a 4. abra. Ekkor a HoLvAN miivelet
konstans id6ben megvaldsithatd, az UNIO azonban az egyik részhalmaz elemszamaval aranyos ideji lesz. Egy masik lehet-

o0 oFdo gl

4. dbra. Egyszerl adatszerkezet az UnioHolvan adattipushoz.

A
erel 5 Q/%\Q

5. &bra. Az UNIO mivelet megvalésitdsa egyszer(i adatszerkezet esetén.

séges adatszerkezet a megvalésitashoz a kétdimenziés lanc, amit a a 6. dbra mutat. Ekkor az UNIO m(ivelet konstans idében
megvalosithato, a HoLvaN miivelet azonban csak O(n) id6ben.

Tehat egymésnak ellentmod6 kévetelményeket kellene kielégiteni, amelyik adatszerkezet j6 a HOLvAN mivelethez, az nem j6 az
UNI0-hoz. Kevesebbet kéveteljiink a HoLVAN hatékony, azaz konstans idejli megvalositasanal. Abrazoljuk a részhalmazokat faval,
mint azt a 7. abra mutatja. Ekkor az UNI0 konstans id6ben negvaldsithaté. A HoLvaN futasi idejének fels6 korlatja a fa magas-
saga, tehat arra kell torekedni, hogy fa magassaga ne legyen nagy.

Két heurisztokat hasznalunk ennek elérésére:



.
e )

e

6. dbra. Kétdimenziés lanc az UNIOHOLVAN tipus megvalositasahoz.

O/%\o
B Ak P

7. dbra. Halmazerd6 adatszerkezet az UNIOHOLVAN adattipus megvalésitasahoz.

8. dbra. Uttémorités HoLvAaN mivelet soran.




1.Egyesités a nagyobbikhoz: Az Unio m(ivelet mindig a nagyobb elemszamu részhalmaz gyokeréhez kapcsolja a kisebb elem-
szdmu részhalmaz gyokerét.

2. Uttémorités: Minden HoLvaN miivelet soran a fanak mindazon pontjait, amelyen a keresés athalad a gydkérhez kapcsoljuk.
Az iterator miveletek hatékony megvaldsitdsahoz abrazoljuk a részhalmazokat kdrlancban, tovabba kétiranyd koérlancban a rész-
halmazok gyokereit. Tehat az adatszerkezet: (M, Adat, R); ahol az R szerkezeti kapcsolatok: R = {Apa Csat Elore,Visszg,
ApaCsat Elore,Vissza M — M. Az Apakapcsolat fa, a Csatkapcsolat kérlanc, az (Elore,Vissza kapcsolatpar pedig kétiranyu

korlanc.
A részhalmazok elemszamat nem taroljuk, hanem Apa(x) = —E legyen, ha X gyokér és az x-gyokerl részhalmaz elemszama E.
Két korlanc konstans id6ben egyesithetd, amit a 10. 4bra mutat.

DGR (@

9. abra. Adatszerkezet az UNIOHOLVAN adattipus megvaldsitdsahoz.

q

10. abra. Két korlanc egyesitése:ql := Csaf(pl);Csat(pl) := Csat p2);Csat(p2) :=ql.

Const
MaxN=10000;
Null=0;
Type
Adattip = 2?27 ; (* a felhaszndld definidlja *)

Index=1..MaxN;

Kulcstip = Index;

Elemtip = Record
kulcs : Kulcstip;
adat : Adattip

End;
Nevtip = Kulcstip;
Tartip = Array[Index] Of
Record

adat:Adattip;
apa:Integer;
csat:Index;



elore,vissza:Index;

End;
RepTip = Record
Fa : Tartip;
Fej: 0..MaxN;
Eszam : 0..MaxN;
End;

UnioHol = RepTip ; (* az UnioHolvan adattipus tipusa *)

Iterator="IterRep;
IterRep = Record
Hra: "TarTip;

kezd,pont: Integer

End;
ReszIterator=Record

Hra: "“TarTip;
kezd,pont: Integer

End;

Procedure Letesit (Var S:UnioHol; N:Index);

Var 1i:Index;

Begin
S.Eszam:=0;
S.Fej:=0;

For i:=1 To N Do S.Fa[i].apa:=0;

End;

Procedure Uresit (Var S:UnioHol);

Var 1i:Index;

Begin
S.Eszam:=0;
S.Fej:=0;

For i:=1 To MaxN Do S.Fa[i

End{Uresit};

].apa:=0;

Procedure Holvan(Var S : UnioHol; X : Elemtip; Var N : Nevtip);

Var j,k:Index;
Begin
j:=X.kulcs; N:=7j;

If S.Fa[]j].apa=Null Then Begin

Inc(S.Eszam);
S.Falj].adat:=X.adat;
S.Falj].apa:=-1;

S.Fa[j].csat:=7; {egyeleml korléanc}
If S.Fej=0 Then Begin {az elsd részhalmaz}

S.Fej:=N;
S.Fa[N].elore:=N;
.Fa[N].vissza:=N;
End Else Begin

w0

k:=S.Fa[S.Fej].elore;

S.Fa[j].elore:=k;

S.Falk].vissza:=73;

S.Fa[j].vissza:=S.Fej;

S.Fa[S.Fej].elore:=73;
End

End Else Begin

{az UJj részhalmaz bekotése a kettds korlancba}
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While S.Fa[N].apa > 0 Do
N:=S.Fa[N].apa;

While j <> N Do Begin  { uttOmoérités }
k:=S.Fa[j].apa;
S.Fa[j].apa:=N;
ji=k

End;

End
End{Holvan};

Procedure Unio(Var S : UnioHol;
N,M : Nevtip);
Var
k:Nevtip; p:Index;
Begin
If (N<>M) And (S.Fa[N].apa<0) And (S.Fa[M].apa<0) Then Begin
Dec(S.Eszam) ;
If S.Fa[N].apa > S.Fa[M].apa Then Begin {egyesités a nagyobbikhoz}
k:=N; N:=M; M:=k
End;
.Fa[N].apa:=S.Fa[N].apa + S.Fa[M].apa;
.Fa[M].apa:=N;
:=S.Fa[N].csat; {a két korlanc egyesitése}
.Fa[N].csat:=S.Fa[M].csat;
.Fa[M].csat:=N;

»n ' v n

k:=S.Fa[M].vissza;
S.Fa[M].vissza:=S.Fa[M].elore;
S.Fa[S.Fa[M].elore].vissza:= K;
End
End{Unio};

Procedure Eleme ( S : UnioHol;
K : Kulcstip;
Var Van : Boolean;
Var N : Nevtip );
Var
i, j:Index;
Begin
J:=K;
Van:=S.Fa[j].apa<>Null;
If Van Then Begin

N:=3;

While S.Fa[N].apa > 0 Do
N:=S.Fa[N].apa;

While j <> N Do Begin { attomorités }
i:=S.Falj].apa;
S.Fal[j].apa:=N;
ji=1i

End;

End
End{Eleme};

Function Elemszam(S : UnioHol) : Integer;

Begin
Elemszam:=S.Eszam
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End;

Function ReszElemszam(S : UnioHol;
N : Nevtip) : Integer;
Begin
ReszElemszam:=-S.fa[N].apa
End;

Procedure IterKezd(S : UnioHol; Var I: Iterator);
Begin
New (I); I".kezd:= S.Feij;
I".Hra:= @S.Fa;
I*.pont:= S.Fej;
End;

Procedure IterAd(Var I:Iterator; Var X: NevTip);
Begin
With I” Do Begin
If pont = Null Then exit;
X:= pont;
pont:= Hra”[pont].elore;
If pont=kezd Then
pont:= 0
End;
End;

Function IterVege(I: Iterator): Boolean;
Begin
IterVege:= I".pont =Null;
End;

Procedure ReszIterKezd(S : UnioHol; N: Nevtip; Var I: Iterator);
Begin
New (I);
I".kezd:= N;
I".Hra:= @S.Fa;
I*.pont:= N;
End;

Procedure ReszIterAd(Var I: Iterator; Var X: Elemtip);
Begin
With I” Do Begin
If pont = Null Then exit;
X.kulcs:= pont;
X.adat:= Hra”[pont].adat;
pont:= Hra”[pont].csat;
If pont=kezd Then
pont:= Null
End;
End;

Function ReszIterVege(I: Iterator): Boolean;
Begin
ReszIterVege:= I”.pont = Null;
End;
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Az UNIOHOL adattipus megvaldsitasanak hatékonysagi elemzése.
Osszesitéses elemzés. Egy miiveletegyiittes, mint az absztrakt adattipusok hatékonysagi elemzését megadhatjuk Ggy is, hogy
nem kilén-kulon vizsgaljuk az egyes mliveletek futasi idejét, hanem muveletsorok Gsszesitett futasi idejét mérjuk. Ha egy P =

Pi;...;Pm miveltsor dsszesitett futsi ideje T(P), akkor a T(P)/m hanyadost az egyes m(veletek amortizalt futasi idejének
nevezzik.
n ha i=0,
lg"n=1{ 1g(1gi~Yn) hai>0és Igi-Yn> o0,
nemdef egyébként

lg*n=min{i >0:1g@n< 1}

P =Py;- - ; Py miveletsorozat, ahol

P € {UNIo,HoLvAN} és

n azon HoLVAN miveletek szama, amelyek Uj elemet adnak a halmazrendszerhez, azaz a részhalmazok elemszamanak dsszege
a miveletsor végén n, akkor a miveletsor futasi ideje:

T(P) =0O(mlg*n)

Ig*n minden gyakorlatban eléforduld n-re < 5, mivel Ig* (265536 = 5,
Tehat az HoLvAN m(iveletek amortizalt futasi ideje praktikusan konstans.
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