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3. Rekurzio

3.1. Feladat: Sorbaallitasok szama

Hény féleképpen lehet sorbadllitani az osztdly tanul6it?
Bemenet: a tanuldk n szdma.
Kimenet: ahdny félekeppen az n tanul6 sorbadllithato.

Megoldas

Jelolje P(n) a megoldds értékét n tanul6 esetén. A Tanuldkat az 1,...,n szdmokkal azonositjuk.

P(1)=1

Visszavezés kisebb méreti, ugyanilyen probléma megolddsara.

Tekitsiik azokat a sorbaéllitdsokat, amelyek esetén az n-edik tanulé a sorban az elsd helyen dll, és jeloljiik ezek szdmat S(1,n)-el.
Altaldban, jel6lje S(i,n) azon sorbadllitisok szamat, ahol az n sorszamii tanulé a sorban az i-edik helyen 4ll. Tehat

P(n) =S(1,n)+S(2,n)+---+S(n,n)

Nyilvanval6, hogy S(1,n) megegyezik n — 1 tanul6 osszes lehetséges sorballitasanak szdméval, tehdt S(1,n) = P(n—1). Al-
taldban, azon sorbadllitdsok szdma, ahol az n-edik tanul6 a i-edik helyen 4ll, P(n — 1). Tehdt, ha n > 1, akkor

P(n)=n*xP(n—1)
Pn)=n*x(n—1)%---x2x1

P:=1;
for i:=2 to n do
P:=PAn;

3.2. Feladat: Zsebpénz

n Euro zsebpénzt kaptunk. Minden nap vesziink pontosan egy dolgot a kovetkez8k koziil (zardjelben az ar szerepel) perec (1 Eu),
fagylalt (2 Eu), csoki (2 Eu).
Szamitsuk ki, hogy hanyféleképpen kolthetjiik el a zsebpénziinket!

Megoldas

Jelolje K (n) az n Eu lehetséges elkoltéseinek a szamdt. A kovetkez8 dsszefiiggések dllnak fenn:
e K(1) =1 (csak egy perecet vehetiink)

e K(2) = 3 (vagy két perecet, vagy egy csokit, vagy egy fagyit vehetiink)
e K(n)=K(n—1)+2K(n—2) han > 3, (els6 alkalommal perecet, csokit vagy fagylaltot vehetiink).

A kovetkezd algoritmus adja meg a K (n) fiiggvényt:
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function K(n:integer):int64;

begin
if n=1 then
K:=1
else if n=2 then
K:=3
else
K:=K(n—-1)+2AK(n—-2);
end H

3.3. A rekurzié gyokerei:Peano axiomak
1. 0 € N (A 0 természetes szam )
2. S(x) # 0 (A 0 nem rdkovetkezGje egyetlen természetes szamnak sem)
3. S(x)=S(y) = x=y
4. HaM CNés0€ M ésVx(x € M = S(x) € M) akkor M = N (Indukcié axiéma)
5. x+0=x
6. x+S(y)=S(x+y)

Az S(0) = 1 jelolést haszndlva, x+ 1 =x+ S(0) = S(x+0) = S(x)

Az 5. és 5. axidmak egy rekurziv algoritmust adnak az 1-es szimrendszerbeli 6sszeaddsra.
Az a+ b 6sszeg kiszdmitdsanak (rekurziv) algoritmusa:

Vegylink a darab kavicsot a bal keziinkbe, b darab kavicsot a jobb keziinkbe.

Ha a jobb keziink iires, akkor az eredmény a bal keziinkben van (5. axiéma).

Egyébként, (b = S(b) = b+ 1 valamely b-ra)

tegyiink félre 1 kavicsot a jobb keziinkbdl
adjuk Ossze (ezen algoritmussal) a két keziinkben 1év6 kavicsokat
tegyiik a bal keziinkbe az 1 félretett kavicsot
A szorzas rekurziv megadasa
x-0=0
x-S(y) =x+x-y

3.4. Feladat: Eldontendo, kinek van tobb birkaja

Két szomszédos gazda vitatkozik, hogy kinek van tobb birkdja. Adjunk algoritmust a vita eldontésére!

A < (linearis) rendezési relacié rekurziv megadasa

0<S(x)
—(x<0)

Sx)<Sx)=x<y



3.5. Feladat: Particioszam

Definicid. Az n természetes szam egy particidja olyan T = {(ay,- - ,a) sorozat, amelyre:
e m>ar>--2ar>0

o Yija=n

(a; a T particid része.) Jelolje P(n) n 6sszes particiGjanak szamat.

Probléma: Particioszam

Bemenet: n

Kimenet: n particidinak szdma, P(n)

Megoldas

Jelolje P2(n,k) n azon particiéinak szamdt, amelyben minden rész < k.

Osszefiiggések:

1. P2(1,k)=1,P2(n,1) = 1
2. P2(n,n)=1+P2(n,n—1)
3. P2(n,k)=P2(n,n) han <k

4. P2(n,k) = P2(n,k— 1)+ P2(n—k,k) hak <n
A megoldés: P(n) = P2(n,n)

1 function P(n:integer):int64;

2 function P2(n,k:integer):int64;
3 begin

4 if (n=1) or (k=1) then

5 P2:=1

6 else if k>=n then

7 P2:=1+P2(n,n—1)

8 else

9 P2:=P2(n, k—1)+P2(n—k, k);
10 end H

11 begin

12 P:=P2(n,n);

13 end H

Rekurziés fa fogalma. Olyan fa, amelynek minden pontja egy eljarashivast jelent adott aktudlis paraméterekre, ugy, hogy a pont
fiai megfelelnek azoknak az eljarashivasoknak, amelyek végrehajtédnak az aktualis paraméterek esetén.

Rekurziv algoritmus helyességének bizonyitasa

I. Terminalas bizonyitasa
Bebizonyitandd, hogy minden eljarashivas végrehajtasa véges 1épésben befejezddik. (Az eljaras termindl.)
Termindlds bizonyitdsa megallasi feltétellel.

Megdlldsi feltétel
Legyen P(xy,...,x,) n-paraméteres rekurziv eljaras.
A M(xy,...,x,) kifejezés megéllasi feltétele a P rekurziv eljdrdsnak, ha
1. M(ay,...,a,) > 0 minden megengedett ay,...,a, aktudlis paraméterre.
2. HaM(ay,...,a,) = 0 akkor nincs rekurziv hivds P(ay,...,a,) végrehajtasakor.
3. Ha van rekurziv hivéds P(ay,...,a,) végrehajtdsakor valamely by, ..., b, paraméterekre,

akkor M(by1,...,by) < M(ay,...,a,)
Allitas: M(n,k) = (n— 1) x (k— 1) megéllasi feltétel P2-re.
II. Helyesség bizonyitasa
1. Alaplépés. Annak bizonyitdsa, hogy az eljaras helyes eredményt szamit ki, ha az aktudlis paraméterek esetén nincs rekurziv
hivis.
2. Rekurziv lépés. Feltéve, hogy minden rekurziv hivés helyes eredményt ad, annak bizonyitdsa, hogy a rekurziv hivasok 4ltal
adott értékekbdl az eljaras helyes eredményt szamit ki.
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1. dbra. A P2(5,5) eljarashivds rekurzids faja

3.6. Feladat: Hanoi tornyai

A hanoi torony probléma: Harom pélca egyikén n korong van a tobbi tires. A korongok nagysag szerinti sorrendben helyezkednek
el, alul van a legnagyobb. At akarjuk helyezni a korongokat egy mdsik palcdra a kovetkezd szabélyok alapjan. Egyszerre csak
egy korong mozgathat6. A korong vagy iires pdlcdra vagy egy ndla nagyobb korongra helyezhets. Oldjuk meg a feladatot egy
rekurziv algoritmussal! Hatdrozzuk meg a korongmozgatdsok szdmat!

Megoldas

Legyen a hanoi eljaras egy olyan algoritmus, amelynek hdrom argumentuma van, az elsd argumentum azt adja meg, hogy hany
korongot helyeziink 4t, a mdsodik megadja, hogy melyik toronyrél a harmadik, hogy melyik toronyra. Ekkor az eljirds az
(n,1,2) argumentummal megoldja a feladatot. Amennyiben i — 1 korongot mdr 4t tudunk helyezni, i korongot a kovetkezGképpen
helyezhetiink at. Els6ként i — 1 korongot athelyeziink az oszloprdl egy masik oszlopra. Utdna az i-edik korongot rarakjuk a
kimarad¢ {iires oszlopra. Végiil ezen korong tetejére felrakjuk az i — 1 korongot. Ezt a rekurzidt irja le a kovetkezd eljards (a
megengedett 1épést a mozgat fiiggvény irja le, az argumentumai, hogy honnan hova)

procedure mozgat(rol,ra : Integer);
begin
writeln(rol,’_—>_’,ra);
end H
procedure hanoi(n, rol, ra : integer);
begin
if (n=1) then
mozgat(rol, ra)
else begin
hanoi(n—1, rol, 6—rol-ra);
mozgat(rol, ra);
hanoi(n—1, 6—rol-ra, ra);
end
end H

Lépések szama: Az i-edik korong dtrakasahoz kétszer kell i — 1 korongot athelyezni és egy tovabbi mozgatés sziikséges. Tehat
T (i)-vel jelolve az i korong étrakdsdhoz sziikséges mozgatdsok szdmét a T(i) = 2T (i — 1) + 1 rekurziv sszefiiggés 4ll fenn.
T(1)=1,igy T(2) =3, T(3) = 7. Azt sejthetjiik, hogy T (i) = 2/ — 1, amely egyenl&ség teljes indukciéval egyszerlien igazolhatd.
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3.7. Feladat: Pénzvalas

Bemenet: P = {p,..., p,} pozitiv egészek halmaza, és E pozitiv egész szdm.

Eldontend6, hogy van-e olyan S C P, hogy ¥ ,cs = E.

Megjegyzés: A pénzek tetszbleges cimletek lehetnek, nem csak a szokésos 1, 2, 5 10, 20, stb., és minden pénz csak egyszer
hasznélhat6 a felvaltasban.

Megoldas

A megoldas szerkezetének elemzése.
Tegyiik fel, hogy
E:Pi1 +---+P,'k, i] <... <ik

egy megolddsa a feladatnak. Ekkor
E—pi=pi+...+pi,

megolddsa lesz annak a feladatnak, amelynek bemenete a felvaltand6 E — p;, €rték, é€s a felvéltdshoz legfeljebb a els6 i — 1
(P15, Pi,—1) pénzeket hasznalhatjuk.

Részproblémakra bontas.

Bontsuk részproblémédkra a kiinduldsi problémat: Minden (X,i)(1 <X < E,1 <i < N) szdmpérra vegyiik azt a részproblémit,
hogy az X érték felvdlthaté-e legfeljebb az els6 pi, ..., p; pénzzel. Jeldlje V(X i) az (X, i) részprobléma megolddsat, ami logikai
érték; V (X, i) = Igaz, ha az X Osszeg elGallithaté legfeljebb az els i pénzzel, egyébként Hamis.

Osszefiiggések a részproblémak és megoldasaik kozott.

Nyilvanvald, hogy az aldbbi 0sszefiiggések teljesiilnek a részproblémak megoldasaira:

LVX,i))=(X=p;), hai=1

2.V(X,i))=V(X,i—-1)V(X>p)AV(X —pii—1)hai>1

Rekurziv megoldas.
Mivel a megoldas kifejezhetd egy V(X,i) logikai értékii fiiggvénnyel, ezért a felirt 6sszefiiggések alapjan azonnal tudunk adni egy
rekurziv fliggvényeljarast, amely a pénzvaltis probléma megoldasat adja.

function V(X, i : integer)
// Globalis:P
begin
V:= (X==P[i]) or
(i>1) and ( V(X,i—1) or (X>P[i]) and V(X—P[i],i—1) );
end H

Ez a megoldds azonban igen lassu, legrosszabb esetben a futési id6 Q(2").



3.8. Feladat: Jardakovezés

Szamitsuk ki, hogy hinyféleképpen lehet egy 3 x n egység méretii jardat kikdvezni 1 x 2 méretii lapokkal!
Megoldas

2. abra.

Jelolje A(n) a megoldés értékét 3 x n egység méretli jarda esetén.
Az elsé oszlop kozépsd négyzete haromféleképpen fedheto le.
Az egyes esetek csak az aldbbi mddon folytathatok:

ﬂ

3. abra. 1. eset

4. abra. 2. eset

2 vz

Jelolje B(n) azt, hogy hdnyféleképpen fedhets le egy 3 x n egység méretli jarda, amelynek a bal als6 sarka mér le van fedve.

Szimmetria miatt a jobb fels sarok lefedettsége esetén is B(n)-féle lefedés van.

0 ha n=1
An)=4¢ 3 ha n=2
A(n—2)+2B(n—1) ha n>2
1 ha n=1
B(n)=<¢ 0 ha n=2

Aln—1)+B(n—2) ha n>2

ey

@



5. abra. 3. eset

I
-

6. dbra. Az 1. eset csak igy folytathat6

L

7. abra. A 2. eset csak igy folytathat6

]

8. dbra. A 3. eset csak igy folytathat6

—

9. dbra. Az 1. eset csak {gy folytathat6

10. abra. Az 2. eset csak igy folytathat6
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program jarda;
function B(n: integer): longint; forward;
function A(n: integer): longint;
begin
if (n=1) then
A :=0
else if (n=2) then
A :=3
else
A := A(n—2)+2AB(n—1);
end H
function B(n: integer): longint;
begin
if (n=1) then
B :=1
else if (n=2) then
B :=0
else
B := A(n—1)+B(n—2);
end H
begin
writeln (A(32));
end.

A2

+2

A(4)[11
+ + +2*
o

A(2)3]

11. abra. Rekurzids fa

A(2) 3

3.9. Feladat: Ordoglakat kinyitasa

s

Az ordoglakat fém gytiriikbdl osszedllitott szerkezet. Minden gyf(irtinek van szdra, amelyet korbefog a sorrendben kovetkezd
gyliri. Zart allapotban a szdarakat korbefogja egy fémbol késziilt hurok. Az a cél, hogy a lakatot kinyissuk, azaz a hurkot
eltavolitsuk.

A gytirtiket balrél-jobbra 1-t8l n-ig sorszdmozzuk. Minden 1épésben egy gylirli vehetd le, vagy tehetd fel az alabbi két szabaly
betartdsdval.

1. Az els6 gytirti barmikor levehetd, illetve felrakhato.

2. Minden i > 1 sorszdmu gyiri akkor és csak akkor vehetd le, illetve tehetd fel, ha az i — 1-edik gyir(i fent van, és minden

i — 1-nél kisebb sorszamu gyfir( lent van. A lakat akkor van kinyitva, ha minden gyfirt lent van.
Irjon olyan rekurziv eljarast, amely megadja 1€pések olyan sorozatat, amely kinyitja a lakatot!

Megoldas

Részproblémadkra bontés:

MindLe(m) Leveszi az els6 m gylir(it (tetsz6leges sorrendben), a tobbit valtozatlanul hagyja.
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Le(i) Leveszi az i. gy(r(it, minden j > i sorszamut valtozatlanul hagy. (A j < i sorszamuak helyzete akdrmilyen lehet a miivelet

utan.)

2

Fel(i) Felteszi az i. gyf(ir(it, minden j > i sorszamuit valtozatlanul hagy. (A j < i sorszdmuak helyzete akarmilyen lehet a miivelet

utan.)

program ordoglakat;
const
maxN=32;
var
lakat : array[1l..maxN] of boolean;
i,n:integer;
procedure Le(i :integer) forward;
procedure Fel(i :integer)forward;

procedure MindLe(m : integer);
var i:integer;
begin
for i:=m downto 1 do
if lakat[i] then Le(i);
end H

procedure Le(i :integer);

begin
if (i>1) and not lakat[i—1] then

Fel (i —1);

if (i>2) then MindLe(i—2);
lakat[i]:=false;
writeln(i,’._Le__’);

end H

procedure Fel(i :integer);

begin
if (i>1) and not lakat[i—1] then

Fel (i —1);

if (i>2) then MindLe(i—2);
lakat[i]:=true;
writeln(i,’._Fel_ ’);

end H

begin
n:=5;
for i:=1 to n do lakat[i]:=true;
MindLe(n);

end.

3.10. Rekurziv gorbék
3.11. Feladat: Hépihe gorbe rajzolas

Gorbe leirdsa Lindenmayer rendszerrel
Mag=F++F++F,

F => F-F++F-F,

alfa=0,

delta=120 fok

Megvalésitas tekndc grafikaval
Tekn6c éllapota:



12. 4bra. 1. rend(i hopihe

10



13. dbra. 2. rend(i hopihe

11



14. dbra. 5. rend{ hépihe.

12
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tartozkodasi helye : (x,y) koordindtdju pont a sikon
irany : a vizszintes egyenessel bezart o szog
elmozdulas mértéke : d (konstans)
elfordulas szoge : & (konstans)
Miiveletek:
e E : eléremegy az adott irdnyitdssal d tdvolsagot
e + (B): balra fodul & szoggel

e - (J): jobbra fodul § szoggel

program Hopihe;
uses PSteknoc;
//Mag=F++F++F,
//F => F-F++F-F,
// alfa=0,
// delta=120 fok
procedure F(n:integer);
begin
if n=1 then
E
else begin
F(n—1);J;F(n—1);B;B;F(n—1);J;F(n—1);
end;
end ;
procedure Mag(n:integer);
begin
F(n);B;B;F(n);B;B;F(n);
end ;
begin
kezd (100,200,0,5, Pi/3, ’hopihe.ps’);
Mag(5);
zar;
end.

unit PSTeknoc;
interface
const

//Ad—es lapméret postcript pontokban, 1 pt=25,4/72 (=0,3528)mm

maxX=595;
maxY=842;
procedure kezd(x0,y0,alfa0 ,d0,delta0: double;
procedure E;
procedure J;
procedure B;
procedure zar;
procedure M;
procedure V;
procedure tollSzin(r,g,b:single);

implementation
const
Pi2=2APi;
Vmax=10000;
var

13

fnev:string);
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X,y,alfa ,d,delta :double;
psf:text;

Vt:array[1..Vmax] of double;
Vm: integer;

procedure kezd(x0,y0,alfa0 ,d0,delta0: double; fnev:string);

begin

x:=x0; y:=y0; alfa:=alfa0;

d:=d0; delta:=deltal;

Vm:=0;

assign (psf, fnev); rewrite(psf);

writeln (psf, ’%!PS—Adobe—2.0");

writeln (psf,’0.5_setlinewidth’);

writeln (psf,x:8:3,’ ., y:8:3, ’ moveto’);
end H

procedure E;
begin
x := x + d A cos(alfa);
y :(=y +d A sin(alfa);
writeln (psf,x:8:3,’.’, y:8:3, ’_lineto’);
end;
procedure J;
begin
alfa:=alfa—delta;
if (alfa<0) then alfa:=alfa+Pi2;
end;
procedure B;
begin
alfa:=alfa+delta;
if (alfa>Pi2) then alfa:=alfa—Pi2;
end;
procedure zar;
begin
writeln (psf, ’stroke’);
close (psf)
end H

procedure M;
begin
inc(Vm); Vt[Vm]:=alfa;
inc(Vm); Vt[Vm]:=y;
inc(Vm); Vt[Vm]:=x;
end ;
procedure V;
begin
X := Vt[Vim]; dec(Vm);
y := Vt[Vm]; dec(Vm);
alfa:=Vt[Vm]; dec(Vm);
writeln (psf ,x:8:3,° ., y:8:3, ’ moveto’);
end ;
procedure tollSzin(r,g,b:single);
begin

writeln (psf,r:8:3,’ >, g:8:3, b:8:3, ’_setrgbcolor’);

Y

end ;

14
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3.12. Feladat: Hilbert-gorbe rajzolas

15. dbra. 1. rend{i Hilbert-gorbe

program Hilbert;
uses PSteknoc;
/11X => +YEXEX-Y+
/1Y => —XE+YEY+Y—
procedure Y(n:integer) forward;
procedure X(n:integer);
begin
if n=0 then exit;
B; Y(n—1);E; J; X(n—1); E; X(n—1); J; E; Y(n—-1); B;
end H
procedure Y(n:integer);
begin
if n=0 then exit;
J; X(n—-1); E; B; Y(n—1); E; Y(n—-1); B; E; X(n—-1); J;
end ;

procedure Mag(n:integer);
begin
X(n);
end ;
var
n:integer;
h,d:double;

15




16. dbra. 2. rend{ Hilbert-gorbe

Hilbert gorbe

1. dbra.

X = +YE-XEX—-EY+
= —XE+YEY+EX—

17. abra.

16



18. dbra. 7. rend(i Hilbert-gorbe

17
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19. dbra. Mag=F, F => F[+F|F[-F|[F], alfa=Pi/2, delta=22.5 fok
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F, F => FF-[-F+F+F]+[+F-F-F], alfa=Pi/2, delta=25 fok

20. dbra. Mag



20
21. dbra. Mag=F, F => FF, X => F[+X]F[-X]+X, alfa=Pi/2, delta=22.5 fok



=55<

s

==

==

e Y

21
22. dbra. Mag=X, F => FF, X => F+[[X]-X][-FX]+X, alfa=Pi/2, delta=22.5 fok



22
23. dbra. Bogéncs. Mag=[X]Y, X => [FE-YF+X-F], Y => [FE+XF-Y+F], alfa=Pi/2, delta=Pi/10
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=SLEEE, S => [+++G][—GITS, G => +H[-G]L, H => -G[+H]L, T => TL, L => [-EEE][+EEEJE,

24. dbra. 12 éves fenyGfa. Mag

alfa=Pi/2, delta=Pi/10



