13. Rendezési algoritmusok

Rendezési probléma

Bemenet: Azonos tipust adatok H = {ay,...,a,} halmaza, amelyeken értelmezett egy < linearis rendezési relacio.
(A < rendezési relacié maga is lehet bemeneti paraméter.)

Kimenet: A H halmaz elemeinek egy < rendezéstart6 felsorolasa, tehat olyan S= (bs,...,b,) sorozat, amelyre
b1 <by<...<bp ésH :{bl,...,bn}.

Bels 6 rendezés. H és Starolasa a fétarban torténik.

Kils 6 rendezés. Vagy H vagy Starolasa kiils6 (lemezes allomanyban) tarolén torténik.

Helyben rendezés. Ha a meneneti H halmazt és a kimeneti Ssorzatot ugyanaz az adatszerkezet tarolja.

13.1. Kivalaszt6 rendezés

Elvi algoritmus:

S:={);

While H <> 0 Do Begin
X := H minimalis eleme;
Tegylk x-et az Ssorozat végére;
Toroljuk x-et H-bol;

End

S H

1. dbra. A kivalaszté rendezés megvalésitasa helyben

Procedure Kivalasztorend(Var T:Tomb);
Var
i,j,mi : Integer; E : Elemtip;
Begin
For i := 1 To N-1 Do Begin
{S=T[1..i-1], H=T[i..N]}
mi = i;
For j:=i+1 To Tmeret Do
If T[j].kulcs < T[mi].kulcs Then
mi :=j;
{T[mi]=Min(H)}
E = T[i]; T[i] := T[mi]; T[mi] := E;
{T[mi] S végére; T[mi] torlése H-bal}
End
End (* Kivalasztorend *);



A KIVALASZTOREND futasi idejének elemzése
Jeldlje T (n) a végrehajtott elemi miivelet szamat, ha |H|=n

n—1 n—-1

Z\(S-i—n—i) <T(n) < Z(5+2(n—i))

5(n—1)+r§lli <T(n) < 5(n—1)+2§lli
5(n—1)+”(”2_1> <TM)< (n—1)(5+n)

13.2. Beszuro rendezés

Elvi algoritmus:

S:= (); {ures output sorozat létesités}

While H <> 0 Do Begin
X:=H egy tetszbleges eleme;
SzUrjuk be x-et az Ssorozatba;
Toroljuk x-et H-bal;

End

S H

2. dbra. A beszuro rendezés megvalédsitasa helyben

Procedure Beszurorend (Var T:Tomb;K:RendRelTip);
Var
i,j . Integer; E : Elemtip;
Begin
For i :=2 To N Do Begin
{S=T[1..i-1], H=[i..N]}
E =TI, j:=i1;
While (j>0)And K(E,T[j]) Do Begin
T[j+1] := T[j]; Dec(j)
End{while};
{F1..j]<E<Yj+1.i—-1]}
T[j+1] := E;
End{for}
End (* BeszuroRend *);



A BESZUROREND futasi idejének elemzése
Legjobb eset: az input rendezett:
Tij(n) = 37,5=5(n—1) = O(n)
Legroszabb eset: az input forditottan rendezett, ekkor a a While ciklus magja i — 1-szer hajtodik végre, tehat

n n—1 1
Tr(m=Y(-1)=7Yi= "3 =0
i= i=
Atlagos eset:
rang(S x) = |{j : §/j] > x}|
rang(S T|[i]) lehetséges értékei:
0,1,---,i—1azonos Tl valésziniiséggel.
Tehat a while ciklusmag végrehajtasi szamanak atlagos (varhato) értéke:
l(o+1+ i—1) = 10-1i l(i 1)
i 022
Tehat
n 1 1t 1n(n-1)

S

13.3. Kupacrendezés. (Williams, Floyd 1964)

S= (M, R Adat) adatszerkezet, ahol

M=1.n,R={Apa:M — M}

Apdi) =idiv2 hai>1

Az S(fa) adatszerkezet Apa— fiu kapcsolattal is megadhato:

3. bra. Kupac adatszerkezet

Bal(i) :=2i,ha2i <n

Jobl(i):=2i+1,ha2i+1>n

Def. S(maximumos) kupac, ha rendezett a <-ra nézve.

Altalanosan, T = k..|. Ekkor tobb fabol all az adatszerkezet.

Apai) =idiv2 hai> 2k

Def. Az (a,-- -, &) sorozat (maximumos) kupac, ha Vi € k..| har =idiv 2 > k akkor a, > g



{ Globalis programelemek a KupacRend eljdrashoz

Const
MaxN = 2?7?27 ;{ a maximdlis tOmbméret }

Type
Kulcstip = ?°?°? ;{ a rendezési mezd tipusa }
Adattip = 2?27 ;{ az adatmezd tipusa }

Elemtip = Record
kulcs : Kulcstip;
adat : Adattip
End;
Tomb = Array[l..MaxN] Of Elemtip;

Procedure KupacRend(Var T : Tomb; N:Longint);
Var
i : Longint; E : Elemtip;

Procedure Sullyeszt (K,L : Longint );
{Input : T[K+1l..L] kupac, Output: TI[K..L] kupac }
Var Apa,Fiu : Longint;
Begin{Sullyeszt}
E:=T[K]; Apa:=K; Fiu:=2*Apa;
While (Fiu <= L) Do Begin
If (Fiu < L) And (T[Fiu].kulcs < T[Fiu+l].kulcs) Then

Fiu := Fiu+l;
If E.kulcs >= T[Fiu].kulcs Then
Break
Else Begin
T[Apa] := T[Fiu]l;
Apa:=Fiu; Fiu:=2*Apa
End
End{while};
T[Apa] := E
End{Sullyeszt};
Begin{KupacRend}
For i := N Div 2 Downto 1 Do Sullyeszt (i, N);{Kupacépit}
For i := N Downto 2 Do Begin

E:=T[i]; T[i]:=T[1]; TI[1]:=E;
Sullyeszt (1,1i-1)
End{for 1i};
End{KupacRend};

A kupacépités futasi ideje
Def. h-magasagu telitett binaris fa: F,
Fo= L1, Fh=0Q(Fn-1,F-1) hah>0
F, magassaga = h
Fn pontjainak szama yh-12k =20 — 1



Legyen F n-pontt binaris kupac; |[F| =n

Ekkor h(F) az a legkisebb k, amelyre

IR > |F| & 2~1>ns k>Ig(n+1)

h=Tlg(n+1)]

A kupacépités soran a SULLYESZT annyiszor hajtodik végre, mint ahany kilonb6z6 nem levél részfaja van a felépitendé
N-elem( kupacnak.

4. abra. Kupac részfai

Jeldlie R(n, k) az n-pontt kupac k magassagu részfainak szamat.

h—k _ 2h 21 n
R(nk) <2V =5 =53 <z

Mivel SULLYESZT futasi ideje legrosszabb esetben azon fa magassagaval aranyos, amelybe a beszuras térténik, igy a
kupaceépités futasi idejére a kovetkez6t kapjuk:

Tir(n) < % R(n,k)O(k) <
K1

"Mindkét oldalt derivalva":

A KUPACREND futasi ideje



13.4. A gyorsrendezés (Hoare, 1962)

Elvi algoritmus:
Legyen FELOSZT(H, Hp, X, Hj) olyan mlivelet, amelyre teljesiil a kévetkezd kimenetti feltétel:

xePre(H)AHp={y:x#yePre(H)Ay<x} AH; ={y:yePre(H)Ax <y}

Tehat Pre(H) = Hy U {x} UH;
Ezért a kdvetkez6 oszd-meg-és-uralkodj elvi algoritmus a rendezési feladat helyes megoldasat adja.

Rendez(H:Halmaz):Sorozat;
Var

x: Elemtip &, Sj:Sorozat; Hy, Hj:Halmaz;
Begin {Rendez}

If [H| < 1Then Begin

S:=H
Return(S)
End;

FelosztH, Hp, X, Hj) ; {megosztas}
S := Rende@Hy); {uralkodas}
Sj .= Rended;);
S:=S(X)S;; {0sszerakas}
Return(S);

End{Rendez};

A Feloszt algoritmus:
Feloszt(H:Halmaz;Var Hy, Hj:Halmaz; x:Elemtip);

Begin {Feloszt}
X feloszt6é elem valasztas;
Hy = 0; Hj = 0;
Forye H Do
{Invarians: Max(Hp) < x < Min(Hj)}
If y < XAY# XThen
Hp := Hp +{y}
Else
Hj = Hj +{y}
{H =HpUH;j}
End{Feloszt};

Megjegyzés: lehet H, = 0 vagy Hj = 0

Megvaldsitas: helyben, tombbel
Feloszt Lomuto-féle megvalésitasa
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5. dbra. A FELOSZT eljards miikodése.

Function Feloszt( bal, jobb : Longint):Longint ;
{H =Tbal..jobb]}
Var x,E : Elemtip;
i,j : Longint;
Begin {Feloszt}
x:= T[jobb];
i:=bal-1;
For j:=bal To jobb-1 Do
{Invarians:Hp = T [bal..i],H; = T[i+1..j — 1]}
If T[j] <X Then Begin
i=i+1;
E:=T[i]; T[:=T[); TLl:=E;
End;
i:=i+1;
E:=TIi]; T[i]:=T[jobb]; T[jobb]:=E;
Feloszt:=i;
{Hp=T[bal..i—1],H; = T[i+1..jobh]}
End{Feloszt};

Procedure GYORSREND(Var T:Tomb);
Procedure Rendez(bal,bobb : Longint);
Var f: Longint;



Begin {Rendez}
f:= Feloszt(bal, jobb);
If bal<f-1 Then
Rendez(bal, f-1);
If f+1<jobb Then
Rendez(f+1, jobb)
End{Rendez},
Begin
Rendez(1, N)
End; {GyorsRend}

13.4.1. A gyorsrendezés hatékonysaga

Legrosszabb eset

Tr(n)=_max (Tir(q)+Tr(n—g—1))+06(n)

0<q<n-1

Tr(n) < max (cqf+c(n—q—1)%) +0(n)

0<g<n-1
_ . 2 AN 1\2
= cogrggan{lm +(n—gq—-1)°)+06(n)

A q2-|— (n—gq— 1)2 kifejezés maximumat a 0 < g < n— lintervallum valamelyik végpontjaban veszi fel, ezért mamgqgn_l(qz—
(n—gq—1)?) < (n—1)?>=n?-2n+1. Tehéat

Tir (N) cr? —c(2n—1) +0O(n)

crf

IA A

Tehat Tj; (n) = O(n?).

Legjobb eset

Ha minden FELOSZT felezi az intervallumot (a felosztandd halmazt). Ekkor minden szinten cna FELOSZT futasi ideje,
és [lgn] szint Iéven, a teljes futasi id6:

Tij(n) =O(nlgn)

Atlagos eset

13.1. lemma. Legyen X a GYORSREND eljaras végrehajtasa soran a FELOSZzT altal végrehajtott 6sszehasonlitasok
szama n elem{ bemenetre. Ekkor GYORSREND teljes futasi ideje O(n+ X).

Célunk X atlagos (varhatd) értékének kiszamitasa.
Legyen a T bemeneti tomb elemei rendezetten 71, 2o, ..., Z,, tehat 7 az i-edik legkisebb eleme a bemenetnek. Defini-
aliuk a Zjj = {z,Z+1,...,zj} halmazokat, tehat a rendezésben z és z; kozotti elemek halmaza.
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Az algoritmus mikor hasonlitja ssze z és zj elemeket?
Vegylk észre, hogy barmely két elem legfeljebb egyszer hasonlitodik 6ssze,mert a felszté elem nem szerepel a fel-
bontasban keletkez6 Hy, és Hj halmazokban, amelyere rekurziv hivas torténik. Jeltlje ezen 6sszehasonlitasok szamat

Xij-

5 3%

M T

Az 6sszehasonlitasok E(X) atlagos szamara kapjuk:

E(X) = E(_;__i X

- 2_%

— n
= Z Z Pr{z 6sszehasonlit zj} 1)

Z és zj Osszehasonlitasara akkor és csak akkor Ikerll sor, ha az elsé feloszto elem a Zjj halmazbdl vagy z, vagy z;.
Mivel a Zjj halmaznak j —i + 1 eleme van, és minden elem egyforma valészinliséggel lehet a feloszt6 elem, ezért

Pr{z ésszehasonlitzj} = Pr{z vagy z; els6 feloszté elem Z;;-b6l}
= Pr{z elsé feloszt6 elem Z;;-b6l}
+ Pr{z; els6 feloszt6 elem Z;j-b6l}
1 1
Citl joitd
2

e @)

n-1 n 2

B N

n—1n—i

B sz+1

n—1n2

- i; k;r(
= r_];lO(Ig n)

= O(nlgn) 3)

Tehat GYORSREND atklagos futasi ideje
Ta(n) =O(nlgn)

A gyorsrendezés véletlenitett valtozata.



Function VeletlenFeloszt( bal, jobb : Longint):Longint ;
Var E : Elemtip;
i : Longint;
Begin {VeletlenFeloszt}
i:=Random(jobb-bal+1)+1;
E:=TI[i]; T[i]:=T[jobb]; T[jobb]:=E;
VeletlenFeloszt:=Feloszt(bal,jobb);
End{VeletlenFeloszt};

A Hoare-féle felsosztas.

{ Globalis objektumok a GyorsRend eljarashoz
Const

MaxN = ?2727? ; (¥ a tomb indextipusa = 1..MaxN ¥*)
Type

Kulcstip = ??°? ; (* a rendezési mezd tipusa *)

Adattip = ??2°? ; (* az adatmezd tipusa *)

Elemtip = Record
kulcs : Kulcstip;
adat : Adattip
End;
Tomb = Array[l..N] Of Elemtip;

Procedure BeszuroRend (Var T : Tomb); {\S$I...}

}
Procedure GyorsRend(Var T : Tomb; N:Longint);

Function HoareFeloszt ( Bal,Jobb : Longint): Longint;

Var
Fe,E : Elemtip;
i,j : Longint;
Begin
Fe := T[(Bal+Jobb) Div 2];
i := Bal-1; j := Jobb+l;
While True Do Begin
Repeat
Inc (1)
Until (T[i].kulcs >= Fe.kulcs);
Repeat
Dec (J)
Until (Fe.kulcs >= T[]j.kulcs]);
If i < j Then Begin
E :=T[i]; T[i] := T[]]; T[3] := E;
End Else Begin
Feloszt:=7;
Exit
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End;
End{while};
End (* HoareFeloszt *);

Procedure Rendez (bal, jobb : Longint);
Var
f : Longint;
Begin
f := HoareFeloszt (bal, Jjobb);
If bal+l0 < £ Then
Rendez (bal, f);
If £+10 < jobb Then
Rendez (f+1, jobb)
End (* Rendez *);

Begin (* GyorsRend ¥*)
Rendez (1, N);
Beszurorend (T)

End (* GyorsRend ¥*);

13.5. Altalanos rendezési algoritmusok Ir. esetének also korlatja

Dontési fa modell

< >
|<z,3,1>| |<3,2,1>|

6. abra. Dontési fa

13.2. tétel. Minden n elemet rendezd dontési fa magassaga Q(nlogn).

Bizonyitas. A fa leveleinek szama > n!, tehat ha a fa magassaga h, akkor 2"1 > ni
nyny _ —

h—1>Ig(n!) >1g((g)") =nlgn—nige= Q(nign)

Minden altalanos rendezési algoritmusra:

Tir(n) = Q(nlg n)
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13.6. Linearis idejl rendezési algoritmusok

Szamlalé rendezés

{ Glob4lis programelemek a SzamlaloRend eljdréashoz

Const
N = 2?7 ; (* a tomb indextipusa = 1..N *)
M= 2?72 ; (* a kulcstipus: 0..M *)
Type
Kulcstip = 0..M ; (* a rendezesi mezo kulcstipusa  *)
Adattip = 2?27 ; (* az adatmezo tipusa *)
Elemtip = Record

kulcs : Kulcstip;
adat : Adattip
End;
Tomb = Array[l..N] Of Elemtip;
}

Procedure SzamlaloRend(Var T,T1 : Tomb);
Var
i,j : Longint;
S: Array[0..M] Of Longint;

Begin
For i := 0 To M Do S[i]:= 0;
For 1 := 1 To N Do Inc(S[T[i].kulcs]);
For 1 := 1 To M Do S[i]:= S[i-1]+S[1i];

[
(* S[il=1{JI T[3] <= 1}| *)
For i := N DownTo 1 Do

Begin
j := T[i].kulcs;
T1[ S[3] 1:= TI[il;
Dec(S[]]);

End

End (* SzamlaloRend *);

A SzaMLALOREND algoritmus futasi ideje ©(M + N)
Stabilnak nevezzik az olyan rendezési algoritmust, amely meg6rzi az azonos kulcsu elemek sorrendjét.
Allitas. A SzAMLALOREND algoritmus stabil rendezés.

Radix (szamjegyes) rendezés
Példa:

329 720 720 329
457 436 329 436
657 457 436 457
839 657 839 657
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436 329 457 720
720 839 657 839

Bemenet: H={ay,...,a,}, az elemek tipusa

Type

KulcsTip=Array[l..d] of Char {String};

Adattip =7??7?;

Elemtip=Record Adat:Adattip; Kulcs:Kulcstip End;

A rendezési relacio a lexikografikus rendezés:
X=<Xg,...,.% >,Y =<VY1,...,Yqg >

Def. X < Z (lexikografikusan), ha (3i)(1 <i <d)((x <Vi) A (V] <i)(Xj =Yj))

Elv:

For i:=d DownTo 1 Do
H Stabil rendezése a kulcs i-edik Jjegye szerint;

0 720

|

2

3

4

5

6 136

7 B . L JAST | 1 657
8

9 29 339

7. abra. Adatszerkezet a radix rendezéshez.

{ Globalis programelemek a RadixRen eljarashoz: Type
Elemtip = Record (* a rendezendo adatok tipusa *)
kulcs : String[???];
adat @ 2?2727
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End;
Lanc = "Cella;
Cella = Record
Elem: Elemtip;
Csat: Lanc
End;

}

Procedure RadixRend(Var L : Lanc);
Var
T : Array[Char] Of Record
Eleje,Vege:Lanc;
End;
C : Char; E : Lanc;
i, Maxhossz : Word;

Begin
Maxhossz := 0; E:=L; (* a maximalis szohossz meghatarozasa *)
While E <> Nil Do
Begin

If Length(E”.Elem.kulcs) > Maxhossz Then
Maxhossz := Length(E”.Elem.kulcs);

E:= E*.Csat
End;
For C := Chr(0) To Chr(255) Do (* ures reszlistak letrehozasa ¥*)
Begin
New (T[C] .Vege); TI[C].Eleje:= TI[C].Vege;
End;
For i := Maxhossz Downto 1 Do
Begin
While L <> Nil Do (* szavak szetosztasa a reszlistakra, *)
Begin (* az 1-edik betu szereint *)

E:= L; L:= L".Csat;
If i <= Length(E”.Elem.kulcs) Then
C := E”".Elem.kulcs[i]
Else
c:=""7;
T[C].Vege”.Csat:= E;
T[C].Vege:= E;
End;
L:= Nil;
For C := Chr(255) DownTo Chr(0) Do
Begin (* a reszlistak osszekapcsolasa *)
T[C].Vege”.Csat:= L; L:= T[C].Eleje”.Csat;
T[C].Vege:=T[C].Eleje;
End
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End

End (* RadixRend *);

\Vodros rendezés

Tegyuk fel, hogy a rendezend6é H = {ay,...,an} halmaz elemeinek kulcsai a [0,1) intervallumba esé valds szamok
(Real). Vegyink mdb vodrot, V[0],...,V[m— 1] és osszuk szét a rendezendd halmaz elemeit a vodrokbe Ugy, hogy
az g elem a |a.kulcsxm| sorszamu vodorbe kerdiljon. Majd rendezzik az egy vodorbe kerilt elemeket, és a vodrok

sorszama szerinti novekvo sorrenben flizzuk 6ssze a rendezett részsorozatokat.

T Vv
1l78| ©

2 27| Y T2l [

3l39| 2 { 21— .23 |—+.26] |
4126 3| {39 |

572 4

6/.04| °

Tlo1| 8 [ Lesl]

8|.12| 7 | .72+ .78 |

9| .23 8

10| 68| 9 ——[.94] |

8. abra. Példa vodros rendezésre

{ Globalis programelemek a VodrosRend eljdrashoz

Const
N = 2?27
Type
Kulcstip
Adattip
Elemtip

Real
227

Record
kulcs
adat

; (¥ a tomb indextipusa = 1..N *)

; (* a rendezési mezd kulcstipusa *)
; (* az adatmezd tipusa *)

: Kulcstip;
: Adattip  End;

Tomb = Array[l..N] Of Elemtip; }
Procedure VodrosRend(Var T,Tl1 : Tomb);

Const

M=N; {a vodrdk széma}

Type

Lanc="Cella;
Cella=Record

End;

index: Word;
Csat: Lanc
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Var
E: Elemtip;
V:Arrayl[0..M-1] Of Lanc;
i, j,k : Word; p,q,Uj: Lanc;

Begin{VodrosRend}

0 To M-1 Do V[i]:= Nil;

For i 1 To N Do Begin {az elemek szétosztdsa vddrdkbe}
j:= Trunc(T[i].kulcs*M);
New (Uj); Uj".index:= i;
Uj~.csat:= V[Jl; V[]l:= UJ;

For i

End;
i:=1; {a vOdrokben 1évd elemek Osszeflizése és}
For 7 := 0 To M-1 Do Begin{rendezése beszlro rendezéssel}

p:= VI[]l;

While p <> Nil Do Begin
E:= T[p”".index];
k:= 1i-1;
While (k>0) And (T1[k].kulcs > E.kulcs) Do Begin
T1[k+1]:= T1[k]; Dec(k);
End;
T1[k+1]:= E; gq:= p;
p:= p”*.Csat; Dispose(q);
Inc(i);
End{while p};
End{for i};
End; {VodrosRend}

A VODROSREND futasi idejének elemzése.
Legrosszabb eset
Ez akkor kovetkezik be, ha minden elem egy vodorbe kertil, és mivel a vodroket beszuri endezéssel rendezzik, ami-
nem a legrosszabb esete O(n, igy Tj; (n) = O(n?).
Legjobb eset eset
Ez akkor kovetkezik be, ha minden elem kiilon védorbe kerill, igy Tjj(n) = O(n).
Atlagos eset eset
Ta(n) = ©(n)>
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