PAGE  
72

9. IIR szűrők megvalósítása és tervezése

9.1  IIR szűrők megvalósítása

Az IIR szűrők megvalósítása a hozzájuk tartozó differenciaegyenlet alapján szokott történni. Ez azonban sokféle struktúrába átrendezhető a transzferfüggvény tényezőkre való bontásával - említettük már korábban a két legalapvetőbb felbontást, a kaszkád (soros) és a párhuzamos elrendezést. Egy adott szűrőhöz tartozó struktúrák természetesen mind ugyanazt a frekvenciaválaszt adják, de a numerikus stabilitás szempontjából különbözőképpen viselkednek. A visszacsatolások az IIR szűrőkben könnyen a számolási hibák felhalmozódásához vezethetnek, ezért nem mindegy, hogy milyen struktúrát választunk.

A továbbiakban csak kauzális IIR szűrőket tekintünk. Mivel ilyenkor a stabilitás feltétele, hogy az összes pólus az egységkörön belül legyen (ld. 7.4.1. fejezet), ezért kauzális és stabil IIR rendszernek nem lehet lineáris fázisa. Ha azonban fontos, hogy a fázis (közel) lineáris legyen, akkor a szűrő után kapcsolhatunk egy olyan mindentáteresztő (all-pass) szűrőt, amely a fázist nagyjából „kiegyenesíti”, azaz a kevésbé késő frekvenciákat a maximálisan későhöz hozzákéslelteti. Ilyenkor azonban ajánlatosabb FIR szűrőt használni.

Ha a valós idejű megvalósítás nem cél, akkor megtehetjük a következőt: a mintát megszűrjük a szűrővel odafele, majd visszafele is. Könnyen beláthatjuk, hogy a két szűrés együttesen egy olyan szűrőnek felel meg, amelynek amplitúdóválasza az eredeti szűrő amplitúdóválaszának négyzete, fázisa viszont nulla (de persze nem kauzális rendszer). Ha a szűrő amplitúdóválasza csak konstans 1 és 0 szakaszokból állt, akkor a négyzetre „emelődés” nem probléma - ellenkező esetben tervezhetjük úgy az eredeti szűrőt, hogy az amplitúdóválasz gyökét vesszük.

Láthattuk az előző fejezetben, hogy tetszőleges lehet a FIR szűrő impulzusválasza, meg tudjuk valósítani (hiszen az impulzusválasz megegyezik a konvolúciós összegben szereplő együtthatókkal). Nézzük meg, hogy milyen azoknak az IIR szűrőknek az impulzusválasza, amelyeket meg tudunk valósítani! Ehhez (6.1.8)-ból indulunk ki, amely szerint a lineáris differenciaegyenlettel leírható szűrők rendszerfüggvénye (a legegyszerűbb esetben) a következőképpen bontható fel:

                                                       

 



(9.1.1)

Az egy taghoz tartozó differenciaegyenlet:

                                                   

,


(9.1.2)

amire, ha 

, azt kapjuk, hogy:

                                                            


ami polárkoordináásan felírva:

                                                          

,



(9.1.3)

vagyis egy exponenciálisan lecsengő komplex exponenciális, ha r<1, azaz a pólus az egységkörön belül van; ha kívül lenne, akkor y[n] egyre nagyobb értékeket felvéve „begerjed”, ami egybevág azon ismeretünkkel, hogy ilyenkor a rendszer nem stabil.

(9.1.3) alapján a (9.1.1)-hez tartozó impulzusválasz: 

                                                  

,



(9.1.4)

azaz az IIR rendszerek impulzusválasza ilyen lecsengetett komplex exponenciálisok összege.

9.2 IIR szűrők tervezése 

9.2.1  IIR szűrők tervezése analóg szűrőkből [5]

Mivel az IIR szűrők pólusokkal is rendelkeznek, azaz a differenciaegyenletükben visszacsatolt tagok is találhatók, nincsen a tervezésükre olyan egyszerű elven működő módszer, mint a FIR szűrőknél az ablakozás volt. Mivel a digitális jelfeldolgozás kialakulásakor az analóg (folytonos idejű) szűrők tervezésére már kidolgozott elméletek voltak, ezért a legnyilvánvalóbb ötlet az volt, hogy ezeket a módszereket kell átültetni digitális (diszkrét idejű) rendszekre. Mivel azonban a legtöbb, analóg rendszerekben viszonylag egyszerű összefüggés diszkrét idejű megfelelője sokkal bonyolultabb, ezért ehelyett a szokásos megoldás az, hogy egy analóg szűrőt tervezünk analóg módszerekkel, és magát a szűrőt transzformáljuk át egy digitális szűrővé. Habár ez a megközelítés kevésbé elegáns, mint a FIR szűrőknél az ablakozás, az előnye az, hogy zárt képletekkel dolgozik, azaz akár számítógép segítsége nélkül is elvégezhető a tervezés. Mindez a FIR szűrők tervezési módszereire nem mondható el.

9.2.2 Analóg aluláteresztő szűrők tervezése[11]

Az analóg szűrők elmélete teljesen kívül esik ezen jegyzet témakörén, ezért csak egy nagyon rövid összefoglalást adunk. Az analóg szűrők frekvenciaválaszát is pólusaik és zérusaik elhelyezkedése határozza meg, azonban ezeket nem differenciaegyenlet, hanem egy differenciálegyenlet kapcsolja össze. A pólusokat és zérusokat itt is szokás a komplex számsíkon ábrázolni, amelynek neve ez esetben s-sík. Ebből következően a digitális szűrők H(z) transzferfüggvényének megfelelője itt H(s). A digitális szűrőknél a frekvenciaválasz 

, azaz a transzferfüggvény az egységkör mentén; analóg rendszerekben a frekvenciaválaszt a H(s) transzferfüggvény képzetes tengely mentén felvett értékei adják meg, azaz H(i(). Végezetül egy analóg (kauzális) szűrő stabilitásának feltétele, hogy a pólusok a bal félsíkra essenek (H(s) és H(s) viszonya megfigyelhető a 31. ábrán).

A tervezéskor használatos paramétereket a 30. ábrának megfelelően fogjuk megadni,
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továbbá használni fogjuk az 

 átmeneti arányt. 

Butterworth szűrők

Az ún. Butterworth szűrők esetén a szűrő amplitúdóválasz-négyzet függvényét a következő képlet adja meg:

                                                      

,


(9.2.2.1)

ahol 

. A szűrőnek láthatóan csak pólusai vannak (úgy is fogalmazhatunk, hogy zérusai a végtelenben vannak). A pólusok helye:

                                                           

,    k=1,..., N

(9.2.2.2)
A tervezési paraméterek alapján N a következő képlettel kapható:

                                                                

.



(9.2.2.3)

Természetesen, ha nem egész értéket kapunk, akkor fölfele kell kerekíteni.

A Butterworth szűrők jellegzetessége, hogy amplitúdójuk az áteresztő sávban a lehető leglaposabb. Egy N-edrendű szűrő esetén ez azt jelenti, hogy az amplitúdó-négyzet függvény első 2N-1 deriváltja (=0-ban 0. Másik tulajdonságuk az, hogy az amlitúdóválasz monoton csökkenő 0-tól végtelen felé haladva. Ezt megfigyelhetjük a 32. ábrán, amelyen egy butterworth szűrő látható a következő tervezési paraméterekkel: mintavételi frekvencia 10000Hz, áteresztősáv 1000Hz és 2000Hz között, zárósávi csillapítás 60db, áteresztősávi csillapítás 3db. Ekkor N=9-nek adódik*.

Csebisev szűrők

Az I. típusú Csebisev szűrők amplitúdó-négyzet függvénye a következő:

                                                      

,


(9.2.2.4)

ahol 

 és VN(x) az N. csebisev polinom:

                                                

.

(9.2.2.5)

A I. típusú Csebisev szűrőnek szintén csak pólusai vannak, mégpedig a következő 

 helyeken:

                                           

,
(9.2.2.6)

ahol

                   

.
(9.2.2.7)

A Csebisev szűrők jellemzője, hogy az áteresztő sávban egyenletes fodrozódást mutatnak, a zárósávban pedig monoton csökkenőek. Megmutatható továbbá, hogy nincs náluk jobb, csak pólust tartalmazó közelítése az ideális aluláteresztő szűrőnek (a 33. ábrán látható a fentebb megadott tervezési paraméterek közelítése I. Típusú Csebisev szűrővel: itt N=6).
A II. típusú (másnéven inverz) Csebisev szűrők az áteresztősávban monoton csökkenőek és a zárósávban mutatnak egyenletes fodrozódást (ld. 34. ábra, N=6). Az amplitúdó-négyzet függvényük:

                                                   

,


(9.2.2.8)

amely úgy keletkezett (9.2.2.4)-ből, hogy VN-et 1/VN-nel, VN(.) argumentumát pedig annak reciprokával helyettesítettük. A képletben szereplő (c itt (s-sel egyezik meg. 

A kapott szűrőnek N darab zérusa van:

                                            

     k=1,...,N


(9.2.2.9)

(megjegyzés: ha N páratlan, akkor k=(N+1)/2 - nél van egy zérusa a végtelenben).

A pólusok ( 

 ) számításához szükséges képletek:

                                               

,


(9.2.2.10)

                                                    

,


(9.2.2.11)

                                                    

,


(9.2.2.12)

ahol

                 


(9.2.2.13)

Mindkét típusú Csebisev szűrő fokszáma a következő képlettel számítható:

                                              

.

(9.2.2.14)

Elliptikus szűrők
Az optimális FIR szűrők tervezésénél látottak alapján sejteni lehet, hogy egy IIR szűrőre akkor kapjuk a legkisebb fokszámú közelítést, ha a fodrozódás mind az áteresztő-, mind a zárósávban egyenletes. Ilyen szűrőt kapunk, ha ún. elliptikus függvényeket alkalmazunk a szűrőtervezésnél. Az elliptikus szűrők amplitúdó-négyzet függvénye:

                                                   

,


(9.2.2.15)

ahol 

 neve: Csebisev racionális függvény. A további összefüggések túl bonyolultak ahhoz, hogy itt ismertetésre kerüljenek, de annyit azért megemlítünk, hogy az elliptikus szűrők pólusokat és zérusokat is tartalmaznak, és optimálisak abban az értelemben, hogy adott specifikációk esetén kisebb fokszámú közelítés nem létezik. A mindkét sávban fellépő fodrozódást megfigyelhetjük a 35. ábrán (N=4).

9.2.3  Digitális szűrővé konvertálás impulzus-invariáns transzformációval[10]
Az előzőekben ismertetett módszerekkel kapunk egy analóg szűrőt a pólusaival és zérusaival megadva, azaz a transzferfüggvényét a

                                                        





(9.2.3.1)

alakban ismerjük. De hogyan alakíthatjuk ezt egy olyan digitális szűrővé, amely hasonló átviteli karakterisztikával rendelkezik? 

Egy lehetséges megközelítés a következő: ha ismernénk a szűrő impulzusválaszát (ami egy folytonos idejű jel), akkor azt mintavételezve egy sorozatot, azaz egy diszkrét idejű jelet kapnánk. Ha betartjuk a mintavételezési tétel elvárásait, akkor az így kapott impulzusválasz Fourier-transzformáltja, azaz a kapott digitális szűrő frekvenciaválasza megegyezik a kiindulási analóg szűrő frekvenciaválaszával. Természetesen a mintavételezésnél szokásos átlapolódás itt is jelentkezhet, ezért ez a módszer csakis olyan szűrőknél használható, amelyeknek a frekvenciaválasza egy bizonyos frekvencia fölött 0.

Most már csak az maradt hátra, hogy (9.2.3.1)-ből valahogy megkapjuk a hozzá tartozó impulzusválaszt. Ehhez H(s)-t parciális tört alakban kell felírni:

                                                          

,



(9.2.3.2)

ahol az egyszerűség kedvéért feltettük, hogy M<N és a pólusok egyszeresek. Ebből egyetlen tagot véve:

                                                            

,



(9.2.3.3)

az ahhoz tartozó impulzusválasz:

                                                     





(9.2.3.4)

(ez hasonlóan hozható ki, mint a 9.1. fejezetben digitális szűrőkre, csak itt egy differenciálegyenletet kell megoldani). Ezt valamely T időközönként mintavételezve:

                                                   




(9.2.3.5)

Ennek z-transzformáltja:

                            

,

(9.2.3.6)

amiből a linearitás miatt természetesen

                                                      

.



(9.2.3.7)

(9.2.3.2)-t és (9.2.3.7)-et összevetve látható, hogy az analóg szűrő pólusait és zérusait ismerve a digitálissá konvertálás a következőképpen végezhető el:

· A gyöktényezős alakban adott H(s) transzferfüggvényt hozzuk parciális tört alakba.

· Minden s-beli dk pólusnak feleltessünk meg egy z-beli pólust: 

-t.

· Ezekből (9.2.3.7) szerint megkaptuk H(z)-t (amelynek tagjait tagjait még közös nevezőre kell hoznunk, ha a szűrőt nem párhuzamos tagokkal akarjuk megvalósítani).

A fent leírt eljárás látszólag függ T-től, amelyet a mintavételezési tétel szerint minél nagyobbra kell választani az átlapolódás csökkentésére. Valójában azonban a tervezés azzal indul, hogy megadjuk a tervezendő digitális szűrő paramétereit radiánfrekvenciában, azaz 

  értékekkel. Mivel digitális helyett analóg szűrőt tervezünk, ezért a következő lépésben át kell alakítani a specifikációt 

  értékekkel adott analóg frekvenciákká. Erre az 

 összefüggést használjuk (ld. 5.2. fejezet), azaz bekerül a képletekbe egy 1/T. Könnyen belátható, hogy ez pontosan kiüti az impulzus-invariáns transzformáció T-jét, azaz ugyanarra az eredményre jutunk, ha mind a frekvenciák konvertálásakor, mind a pólusok transzformálásakor a valódi mintavételezési periódus helyett T-t egynek vesszük.

Az impulzus-invariáns transzformáció az s-sík képzetes tengelyét a z-sík egységkörébe viszi, a bal félsíkot pedig az egységkör belsejébe, azaz a stabilitási és frekvencia-átviteli tulajdonságok megőrződnek. Fontos viszont hangsúlyozni, hogy a fent levezetett leképezési szabály csak a pólusokra igaz, és nem az egész síkra. Így nem tehetjük meg azt, hogy egyszerűen a zérusokat is áthelyezzük a fenti képlettel, hanem első lépésként mindig ki kell számítani a parciális tört alakot, és azzal kell dolgozni.

9.2.4  Digitális szűrővé konvertálás bilineáris transzformációval[10]

A bilineáris transzformáció esetén az teljes s-síkot leképezzük a z-síkra a következő helyettesítéssel:

                                                            

.



(9.2.4.1)

Ez a leképezés is a bal félsíkot az egységkör belsejébe viszi, a képzetes tengelyt pedig az egységkörbe, de az utóbbit oly módon teszi, hogy a tengely minden pontjának pontosan egy pont felel meg az egységkörön, ily módon nem lép fel a bilineáris transzformációnál jelentkező átlapolódás (ld 31. ábra). 
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Az ( digitális és az ( analóg frekvencia között az összefüggés:

                                                         

,



(9.2.4.2)

amely szerint kis frekvenciáknál a konverzió nagyjából lineáris, de a magasabb frekvenciák felé haladva egyre erősebb a torzulás, míg végül a képzetes tengely végtelen távoli pontja a z-sík -1 pontjába kerül. Emiatt a torzulás miatt a bilineáris transzformációval csak olyan szűrőket tudunk tervezni, amelyeknek frekvenciaválasza vízszintes szakaszokból áll: ilyenkor az egyes szakaszok határolópontjait (azaz az aluláteresztő szűrőnél (p-t és (s-t) előtorzítjuk oly módon, hogy a leképezés során pont jó helyre kerüljenek.

Az impulzus-invariáns transzformációval ellentétben itt a leképezési összefüggés a teljes síkra fennáll, azaz a (9.2.4.1) alatti helyettesítést az analóg transzferfüggvénynek akár a gyöktényezős, akár a parciális tört, sőt, akár racionális tört a alakján is elvégezhetjük. Viszont ismét csak belátható, hogy a T együtthatónak valójában nincs szerepe, azaz akár 1-nek is választható.

(Megjegyzés: a 32., 33., 34., 35. ábrák a bilineáris transzformáció használatával készültek.)

9.2.5 Transzformálás más típusú szűrővé[5]

Az eddigiek alapján el tudunk készíteni egy digitális aluláteresztő szűrőt. Ha felüláteresztő, sáváteresztő avagy sávkizáró szűrőre van szükségünk, akkor a következő helyettesítésekkel áttranszformálhatjuk az aluláteresztő szűrőt (átersztősávi vágási frekvenciáját (p jelöli):

1.  Aluláteresztő ( Aluláteresztő:

                                       




(9.2.4.1)

(p: elvárt áteresztősávi vágási frekvencia

2.  Aluláteresztő ( Felüláteresztő:

                                 




(9.2.4.2)

(p: elvárt áteresztősávi vágási frekvencia

3.  Aluláteresztő ( Sáváteresztő:

         




(9.2.4.3)

                                                                    


(p1: alsó elvárt áteresztősávi vágási frekvencia

(p2: felső elvárt áteresztősávi vágási frekvencia

4.  Aluláteresztő ( Sávkizáró:

         




(9.2.4.4)

                                                                    


(p1: elvárt alsó áteresztősávi vágási frekvencia

(p2: elvárt felső áteresztősávi vágási frekvencia

9.2.6 IIR szűrők tervezése optimalizálással[11]
Abban az esetben, ha nem a fenti négy egyszerű alaptípus valamelyikébe tartozó szűrőre van szükségünk, illetve ha a frekvenciaválaszon kívül a fázisválaszra vagy az impulzusválaszra is van megkötésünk, akkor bonyolultabb módszerekhez kell folyamodnunk. Ezekre az esetekre többféle algoritmust publikáltak; matematikai hátterük hasonló ahhoz, amit az optimális FIR szűrők tervezésénél (8.3.2) leírtunk, de akár lineáris, akár nemlineáris egyenletekre vezetik vissza a problémát, ezek megoldására mindig iterációs eljárást használnak. Általában nem képesek az összes paramétert variálni, így pl. a pólusok és zérusok számát rögzítenünk kell, és ha a program nem talál megoldást, a paraméterek módosítása után újra kell futtatnunk az algoritmust. A nemlineáris optimalizálási módszerek elakadhatnak egy lokális optimumban, amely esetben szintén a tervező kénytelen beavatkozni, például a paraméterek csekély módosításával.



32. ábra. Analóg Butterworth szűrőből bilineáris transzformációval készített digitális aluláteresztő szűrő tulajdonságai



33. ábra. Analóg Csebisev szűrőből bilineáris transzformációval készített digitális aluláteresztő szűrő tulajdonságai



34. ábra. Analóg inverz Csebisev szűrőből bilineáris transzformációval készített digitális aluláteresztő szűrő tulajdonságai



35. ábra. Analóg elliptiks szűrőből bilineáris transzformációval készített digitális aluláteresztő szűrő tulajdonságai
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