3. fejezet

Totalis Unimodularis Matrixok (TUM)

3.1. Definiciok

Egy A € R™" négyzetes matrix determindnsa: det(A) — a matrix elemeib6l szdmolhato.
Geometriailag ez az n-dimenzids paralelepipedon elgjeles térfogata. Az eldjel pozitiv vagy
negativ aszerint, hogy a linedris transzformacié megorzi vagy megforditja egy valds vektortér
irdnyét. det(A) = 0 akkor és csak akkor, ha A~! nem létezik.

4. Definicié (Unimoduldris métrix). Egy A négyzetes mdtrix unimoduldris, ha det(A) = +1.

5. Definicié (Teljesen unimodularis matrix). Egy A € R™*" madtrix teljesen unimoduldris,
ha minden négyzetes, nem-szinguldris részmdtrixa unimoduldris. Mdsképp megfogalmazva: A
minden négyzetes M részmdtrixdnak a determindnsa det(M) € {—1,0, 1}.

3.2. TUM tulajdonsagok

Bizonyitas nélkiil két fontos tulajdonsdg: ha M totdlisan unimoduldris, akkor

— minden eleme —1, 0 vagy 1,
— tovdbba —M és M is teljesen unimoduldris

5. Tétel. Ha M egy teljesen unimoduldris mdtrix, akkor [M I} is teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Legyene; = (0,...,1,0,...,0)T. Megmutatjuk, hogy [M e;] teljesen unimodul4-

ris'.

Vegyiik M egy k x k méretli U részmdtrixat. A lehetséges esetek:

'Ez tehdt igy nem a tétel teljes bizonyitdsa, de j6 tton van afelé
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1. Ha az utols6 oszlop és az i-edik sor benne van, akkor det(U) = +1- det(M), ahol M az
M részmétrixa (ami unimoduldris, tehat det(M) € {—1,1}).

2. Ha nincs benne az i-edik sor (tehdt az utolsé oszlop csupa nulla), akkor det(U) = 0.

3. Ha nem vélasztottuk ki az utolsé oszlopot, akkor minden oszlopunk M-bdl vald, ami
teljesen unimoduldris, tehét a részmadtrix unimoduldris.

3.3. LP egészértékii megoldasa

6. Tétel. Legyen M € R™ " (m < n) egy teljes sorrangii és teljesen unimoduldris mdtrix,
b € Z™ és ¢ € R". Ekkor vegyiik a kovetkezd LP feladatot :

min c¢’'x
feltéve, hogy Mx =Db
x>0

Ennek a feladatnak létezik egész x* € 7" megolddsa. Ezt az egész megolddst tetszoleges (nem-
egész) LP megoldoval megkaphatjuk, hiszen a felirt modellben nem kotottiik ki, hogy a vdltozok
egészértékiiek. Egy LP feladat megolddsa rdaddsul sokkal gyorsabb, mint egy ILP-é.

Bizonyitds. Egy LP optimélis megoldasa egy lehetséges bazismegoldas (ami egy extrém pontja
aP = {Mx = b,x > 0} poliédernek). Megmutatjuk, hogy ezek az extrém pontok egész
szamok.

Egy x akkor lesz lehetséges bazismegoldas, ha

1. Mx = b, x > 0, azaz x lehetséges megoldds,

2. x-nek legfeljebb m nemzérus eleme van.
Jeloljiikk ezek indexeit a B(x) C {1,...,n}-nel.

3. M egy A részmitrixa (amit a B(x) jelol ki) nem-szinguldris, azaz det(A) # 0. Ebben
az esetben az Ax = b linedris egyenletrendszer megoldhat6, ahol X az x részvektora,
amit szintén a B(x) jeldl ki.

A 3. tulajdonsagra haszndlhatjuk a Cramer-szabalyt:

" det(A)’

ahol A;-t gy kapjuk, hogy A i-edik oszlopat kicseréljiik b-re.
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Tudjuk, hogy b egész szamok vektora és azt, hogy det(A) = +1, mivel A nem-szingularis és
részmatrixa M-nek (ami totdlisan unimoduldris). Kovetkezésképpen det(A;)-nek is egésznek
kell lennie.

Emiatt X; is egész, tehit x* is az. O

3.4. Grafok és TUM-ok

Legyen G = (V, E) egy irdnyitott graf, B € {—1,0, 1}VI*I¥l pedig G incidencia métrixa:

—1 haazicsucs a j €l végén van,
bij =141 ha az i csucs a j él elején van, 3.1
0 kiilonben.

7. Tétel. A B mdtrix teljesen unimoduldris.

Bizonyitds. Indukcidval bizonyitjuk.
Tegyiik fel, hogy az éllitds igaz B minden (k — 1) x (k — 1) méretl részmdtrixdra. Vegyiik egy

U részmatrixot, ami £ X k méretli. Ekkor hdrom lehet6ség van:

1. U-nak van teljesen nulldkbdl 4116 oszlopa, ekkor det(U) = 0

2. U-nak van olyan oszlopa, ami tartalmaz nem-nulla elemet.
Ekkor det(U) = £1-det(U*), ahol U* egy (k — 1) x (k — 1) méreti részmatrixa U-nak
(ami TU, tehét det(U*) € {—1,0,1}).

3. U minden oszlopa tartalmaz két nem-zérus elemet.
Egy oszlopban az egyik elem +1, a mdsik —1. Mivel minden oszlop dsszege 0, ezért a
matrix sorai linedrisan fiiggdek, igy det(U) = 0.

Mindhédrom esetben azt kaptuk, hogy a vizsgalt matrix TUM. ]

Megjegyzés. Az iménti tétel megforditva nem igaz, tehat nem minden TUM incidencia matrix.

8. Tétel. Legyen G egy pdros grdf és BT az eldjeltelen incidencia mdtrixa. Ekkor B™ teljesen
unimoduldris.

Bizonyitds. BT minden oszlopa pontosan két nemzéré elemet tartalmaz, egy 1-est valamely

v € Vi-re és egy masik 1-est valamely w € Vi-re. Igy az el6zdeket felhaszndlva egyszertien
particiondljuk a sorokat ugy, hogy M; = V) és My = V5. ]
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3.4.1. TUM elégséges feltételei
Legyen A = [a;;] egy matrix ugy, hogy

1. Vi, j: aij € {—1,0, 1}

2. Minden oszlopban legfeljebb két nem-nulla egyiitthat6 van:

m

D lal <2 (€[l n)

i=1

3. Az M sorhalmaz szétbonthat6 M, és M, sorhalmazokra ugy, hogy minden j oszlop, ami
tartalmaz két nem-nulla egyiitthatét kielégiti a

Zaij—Zaij:O

i€ My 1€ Mo

feltételt. Ekkor A teljesen unimoduldris.

3.5. TUM példak

3.5.1. Legrovidebb ut

Vegyiik az s-b6l t-be legrovidebb ut problémat egy G grafban. A dontési véltozé:

1 haaz (i, ) él része a legrovidebb ttnak
ij = (1ot
0 kiilonben.

Az ebbdl felirt LP-modell:

(i,J)€E
—1 hai=s
feltéve, hogy (Bx); =<1 hai=t
0 kiilénben
ahol tehat B matrix a G' graf incidencia matrixa.
Ugyanez mas jelolésben:
min 17x
feltéve, hogy Bx = (—1,0,...,0,1)
x>0

Nem kell kikotniink, hogy ; ; € {0, 1}, mivel ez automatikusan teljesiil.
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3.1. dbra. Ebben a példdban a B*x < 1 feltétel miatt csak az egyik €lt vélaszthatjuk be.

3.5.2. Maximalis elemszamu parositas paros grafokban

Legyen a dontési véltozo

1 haaz (i, j) él része a parositdsnak
Ti; =
’ 0 kiilonben.

Ebbdl az LP-modell
max 17x

feltéve, hogy BTx <1

Mivel B™ teljesen unimoduldris, ezért elég hozzdadni az x > 0 feltételt, hogy az x;; € {0,1}
automatikusan teljesiiljon.

A Btx < 1 jelentése, hogy amennyiben a grafunkban van a 3.1. dbrdn lathat6 részgraf, akkor
a két él koziil vagy az egyiket vagy a masikat vagy egyiket sem vdlasztjuk ki (de a kettdt
egyszerre semmiképpen).

3.5.3. Minimalis s-t vagas
Egy silyozott, irdnyitott G gréafot tekintiink, ahol legyen c;; az élek silya. Van 2 kijeldlt csd-
csunk: s és t. Koztiik keressiik a minimalis vagast.

Dontési valtozok:
{1 ha az ¢ csucsot visszaadjuk,
xij =

0 kiilonben.
tovabba
1 haaz (i, ) élet vagjuk,
Wi =
/ 0 kiilonben.
Példa....

Vegyiik észre, hogy az (i, j) élet akkor és csak akkor vagjuk, ha i az s cstics oldalan van, j
pedig a ¢ csucs oldaldn. Azaz

l'l:léSl'j:O@wuzl
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Ennek megfeleld korldtozo feltétel :

xT; —ZL‘j S wij

Az LP modelliink : . .
min c¢'w
feltéve,hogy [B —1I][x w]' <0
0<w
0<x<1

Itt is automatikusan kapjuk, hogy x és w bindris értékeket vesznek fol az optimumban.
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