9. fejezet

Dantzig-Wolfe dekompozicio

9.1. LP megfogalmazasa

A kovetkez0, szokasos LP feladatbdl indulunk ki:

T

min c¢'x
feltéve Ax=Db (1)
x € P, (2)

ahol P egy polit6p'. Itt kétféle feltétel szerepel tehdt: az (1) nehéz (bonyolult) feltételek, mig a
(2) egy konnyt (egyszerii) feltételhalmaz. A célunk, hogy tgy irjuk at a problémat, hogy csak
egyszerl feltételek szerepeljenek benne.

A Benders dekompozici6hoz hasonldan itt is kettévessziik a problémadt:

min ¢} x; + 5 Xy
feltéve A1X1 + A2X2 =b

ahol a feltételsort bonyolité (complicating vagy coupling) feltételeknek hivjuk. A probléma
szétbontdsa el6tt nézziik meg a kovetkezd tételt.

'Ez a sokszog 4ltalanositdsa: a kétdimenzids sokszog egy 2-politép, a poliéder egy 3-politSp.
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9.2. Minkowski reprezentacios tétele

9. Tétel (Minkowski reprezentacids tétele). Minden P poliédert fel lehet irni a kdvetkezd for-

mdban :
P= {XER”:X:Z)\ij—i—ZMTWT}

jedJ réR

d V=1

jeJ
A€ R';]'
per
ahol {x’,j € J} a P extrém pontjai, mig {w",r € R} a P extrém sugarai.

2. Megjegyzés. Az extremdlis sugarakra a gyakorlatban nagyon ritkdn van sziikség, gyakran
feltételezhetjiik, hogy egyszeriien haszndlhatjuk csak az extremdlis pontokat. Egy egyszerii fel-
irdasban elhagyhatjuk a sugarakat.

A 9.1. abran lathato egy P poliéder reprezentacidja. Az x belsd pontot elddllithatjuk a megadott
extremdlis pontok és sugarak segitségével:

X =M+ (1 = AN)x3+ pws,0 <A< 1, 0>0

W1 X1

X3 X9

9.1. dbra. Példa egy P poliéder Minkowski reprezenticidjdra.

A reprezenticios tételt felhaszndlva irjuk fel a kvetkez6képpen a feladatot :
min ¢! x| + ci Xy
feltéve, hogy A x; + Asxs =Db
Bix; =d,
Boyx, = do,

ahol az utols6 két feltétel valdjaban azt fejezi ki, hogy x € P. Az x; véltoz6 — kihasznélva a
Minkowski tételt — atirhat6 a kovetkezd alakba:

ZA{X{—}—ZMW{, N >0, uf >0, Z/\{zl.

jeNr reR; jeN
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Ugyanez megtehetd a masik valtozoval is. Fontos, hogy itt az x{ mar egy extremalis pontot
jelol. Ez kihaszndlva kapjuk a kovetkezd, atfogalmazott problémét (amit teljes mester problé-
mdnak hivunk):

min Y (€)M Y (W) i+ Y () Y ()

JjeJ1 reRy JjEJ2 reRs

feltve > (Ax)) N+ ) (Aw) i+ > (Asxd) M+ ) (Aowh) pp = b
jeN reR, jEJ2 reRs 9 1
dN=1 (i=12) ©-b
jeJ

XN>0 (i=1,2)(j€e)
pl >0 (i=1,2)(je))

Amit tudunk errdl a problémardl:

— ez a probléma ekvivalens az eredetivel,

— a dontési véltozok innentdl a sudlyai az extremadlis pontoknak (N, )\g) és az extremalis
sugaraknak (uf, 5),

— a dontési véltozok szama hatalmas lehet (de a késdbbiekben ezek nagy részét figyelmen
kiviil fogjuk hagyni),

— a feltételek szdma kevesebb (megszabadultunk a B1x; = d; és Boxy = ds-tdl — ezek
rdadasul egyenldségi feltételek, amik nagyon sokat szigoritanak a keresési téren!),

9.3. Optimalitas ellenorzése

Ha adott egy B bazisunk (B az A azon sorait tartalmazza, amik benne vannak a béazisban),
ellendrizni kell, hogy az optimdlis-e. Itt két feltételnek kell teljesiilnie:

(@ B7'b>0
(b) cE—yT A > 0 (ez a csokkentett kiltség)?, ahol cp a bazisvéltozok egyiitthatéinak vektora
A csokkentett koltséget (reduced cost) ki kell szamolnunk az 4j valtozéinkra ()\g és 7).
A csokkentett koltség a \] véltozoéra:
A1X{

C’{X]l' — [yT tl tg} 1 = (C? — yTAl) le' — tl (92)
0

2 Az eredeti diasor a dudlis véltozét 7-vel jelsli, ebben a jegyzetben y-t hasznalunk
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A csokkentett koltség a p véltozora:

Alxji ]
clwh — [y" t to] 1 = (c] —y A1) x] (9.3)
0

Teljesen hasonléan mehet a /\g €s ju5, valtozokra is.

Ahelyett, hogy ezt minden véltozéra (amibdl rengeteg van) meghatdroznank, megoldhatjuk a
kovetkezd feladatokat (ezek lesznek az alproblémdk):

z1 = min (cip — yTAl) X

feltéve, hogy Bix; =d; 9.4)
X1 Z 0
valamint
Z9 = min (cg — yTAQ) Xy
feltéve, hogy Boxo, =ds 9.5
Xy > 0

Az optimadlis koltségnek hiarom esete van (a (9.4) alprobléméban, de ugyanez igaz a (9.5) al-
problémdra is):

(1) —oo
Ekkor a szimplex kimenete egy extremalis sugar wi, amire (c] — y"A;) w} < 0
Kovetkeztetés: a ;1] csokkentett koltsége negativ
Cselekvés: adjuk hozza pf-t a mester problémahoz a kovetkez6 oszloppal:

A1W7{
0
0

(2) Véges, de kevesebb, mint ¢,
Ekkor a szimplex kimenete egy extremdlis pont X{, amire (clT - yTAl) X{ <t
Kovetkeztetés: a /\{ csokkentett koltsége negativ
Cselekvés: adjuk hozza )\{ -t a mester problémahoz a kovetkezd oszloppal:

A1X{
1
0

(3) Az optimalis koltség véges, de nem kevesebb, mint ¢4
Kovetkeztetés: (c/ —y”A;) x] > t; minden x{ extremlis pontra és (¢] — y7A,) w} >
> () minden extremadlis sugérra
Cselekvés: megéllunk, a bazismegoldés optimalis
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Az elsO két esetben, ha a csokkentett koltség negativ, az azt jelenti, hogy ha ezeket a nembazis
véltozokat bevessziik a bazisba, azzal javithatjuk a megoldas értékét. De igy, hogy iterativan
adjuk hozz4a az oszlopokat (valtozokat) a feladathoz, csak azokat a valtozokat vessziik hozza,
amik ténylegesen segitenek a megoldds javitdsdban.

A harmadik esetben azt kapjuk, hogy nincs olyan valtozé, ami nincs a problémaban, de javitana
a megoldast.

Csokkentett mesterprobléma (reduced master problem)

A teljes mesterprobléma megoldasa helyett hasznalhatunk egy csokkentett véltozohalmazt is:
J; C Ji, R C R;. Kiilonben rengeteg oszlopunk (véaltozonk) lenne, amik nagy része haszonta-
lan lenne és csak egy kis része ténylegesen haszonos.

9.4. A Dantzig-Wolfe algoritmus

A kovetkezbt csindljuk:

1. Vegyiink egy kezdeti lehetséges megoldast és oldjuk meg a csokkentett (korlatozott) mes-
terproblémat. Itt kapunk majd y, ¢; és ¢, értékeket

2. Oldjuk meg a két részproblémét. Ha (¢ — y"A ) x; > t; és (¢ —yTAs) x2 > 1o,
akkor megdllunk az optimalis megoldassal:

= Nx{+ > uiwi

jEjl T€R1

IS 'S
§ )‘2X2+§ HoWo
jEJQ TERQ

3. Ha az ¢-edik részprobléma nem korlatos, vegyiik fel x}-t a mesterproblémaba

4. Ha az i—edik_ részprobléma korlédtos, de csokkentett koltsége kevesebb, mint ¢;, akkor
vegyiik fel \!-t a mesterprobléméba

5. Generdljunk egy oszlopot a belépd valtozéhoz, oldjuk meg a mesterproblémat €s djra
kapunk y, £ és t, értékeket. Ugorjunk a 2. Iépésre.
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9.5. Példa

Oldjuk meg az aldbbi feladatot a Dantzig-Wolfe algoritmussal:

min4x, — xo — 623

feltéve, hogy 3z + 225 + 4a3 = 17
1<z, <2 (9.6)

1 <2y <2

1 < a3 <2.

Osszuk szét a korldtoz6 feltételeket: Legyen P = {z € R3|1 < x; < 2} reprezentélva az z;
extrém pontjai szerint.

Komplikalt feltételek: Ax =b, A=[3 2 4],b=17.

Kezdés: Induljunk az x' = (2,2,2) és z, = (1, 1,2) extremadlis pontokbdl, valamint a csok-
kentett mester probléma bazisvaltozdéi legyenek A1, \2Basismatrix : 77 32+22+4231+21+
+ 421813B == 1111 Restrictedmaster : min22A117A2s.£.18\1 + 13)2 = 17, )ALl + A2 =
=1, (t)A\1, A2 > 00ptimalsolutionA\1 = 0.8, \2 = 0.2, optimalmultipliers := 1,t = 4

hObjective function i1 coefficients:h14 16 (1)324 =11 2 Subproblem: min x1 + x2 2x3s.t. 1
<zl <2,1<22<2,1< a3 <20ptimalsolution : x3 = (2, 1,2), objective functionvalue—
— bislessthant = 4Introductiono f A3tomasterwithcoef ficients””32 + 21 + 4216 = 11

Restricted master problem: min 22A117A221A3s.£.18A1 + 13A2 + 1673 = 17, )Ml + A2 +
+ A3 = 1, (t)A\1, A2, A3 > 00ptimalsolution\1 = 0.5, A3 = 0.5, optimalmultipliers :=
=0.5,t=13

Subproblem: min 2.5x1 4x3s.t. 1 < 21 <21 < 22 < 2,1 < 23 < 20ptimalsolution :
xl = (2,2,2),objective functionvalue — 13isequaltot = 130ptimalsolutionis211z = x1+
+ 23 = 1.5222
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