Optimalizalas Felso6fokon

1. el6adas: ILP alapjai

2022. szeptember 14.

Jelolések

A vektorokat félkovér kisbettivel (pl. x,y, . . .) a matrixokat félkovér nagybetiivel (pl. A, C, .. .)
jeloljiik.

1. Az egészértékii linearis programozas (ILP) alapjai

Az anyag alapjat Raphael Hauser (University of Oxford) B6.3 Integer Programming kurzushoz
késziilt folidi adtak.

1.1. ILP definiciok

Az egészértéki linedris programozasban a kovetkezd formdju feladatokkal foglalkozunk:

T

max C X
feltéve, hogy Ax <b (1)
x>0
x € 7",

ahol A ¢ R™*" b c R™ésc € R".

Ezek egy specidlis esete az, amikor az x elemei csak a 0 vagy 1 értéket vehetik fel. Ilyenkor a
feladatot bindris (linearis) egészértékl programnak hivjuk:

max CTX
X

feltéve, hogy Ax <b (2)
x € B" :={0,1}"



Ez ugy is értelmezhetd specidlis esetként, hogy az el6z0 (4ltalanos egészértékii) problémahoz
még egy feltételsorozatot hozzdvesziink :

Lehetnek olyan feladataink is, ahol bizonyos valtozok egészértékiiek, mig masok valds (nem
egész) értékeket is felvehetnek. Ezeket kevert értékii lineéris programozasi feladatnak hivjuk:
max c'x+h'ly
feltéve, hogy Ax+ Gy <b
x,y >0
y ez’

3)

1.2. Példak
1.2.1. Hozzarendelési feladat

Adott n emberiink, hogy elvégezzen n darab feladatot. Egy személy egy feladatot végez el és
minden személynek minden feladatra van egy c;; koltsége. Keressiink egy olyan hozzédrende-
1ést, ami minimalizdlja az 6sszkoltséget.

Ez alapjan a dontési valtozo:

_J 1 haazi-edik személy hozza van rendelve a j-edik feladathoz
Y10 Kkilonben

A feltételek pedig azt fejezik ki, hogy (i) egy emberhez pontosan egy munkat rendeliink és (ii)
egy munkahoz pontosan egy embert rendeliink :

n n
min E E CijTij

i=1 j=1

feltéve,hogy » xyy=1 i=1,....n
j=1

i=1
Tij eB ,7=1,....,n
1.2.2. 0-1 hatizsak

Van egy hatizsdkunk b mérettel, ebbe akarunk n darab targybdl valamennyit beletenni. Egy ¢
targynak van a; mérete (vagy stlya) és ¢; értéke. Ugy pakoljuk meg a hatizsdkot, hogy a benne
1évé targyak Osszértéke maximadlis legyen.



Itt a dontési valtozd:

1 ha az i-edik targy a zsdkban van
€T; =
0 kiilonben.

A teljes modell pedig:

n

max E C;X;

=1

i 4
feltéve, hogy Z a;t; <b “

i=1
x € B"

Ennek a probléménak van egy egészértékii vdltozata is, ahol egy-egy targybdl tébbet is bepa-
kolhatunk a taskdba.

1.3. LP relaxacio

Ha elhagyjuk az egészértékiiséget biztositd feltételt a fenti problémdkbol, akkor egy linedris
programozasi (LP) feladathoz jutunk.

(IP) 2" = maxc'x
feltéve, hogy Ax < b,
x € Z;.

(LP) Z=maxc'x
feltéve, hogy Ax < b,

x > 0.

Ennek két f6 hatasa van a lehetséges megoldasok halmazara (jeloljiik ezt most F-fel):

1. F nagyobb lesz
2. F konvex lesz

1. Tétel. Az (a) hatds kovetkezménye, hogy Z > z* (ahol Z az LP feladat optimdlis megolddsd-
nak értéke, mig z* az egészértékii (ILP) feladaté).

Bizonyitds. Konnyen belathat, hogy mivel z-et tgy kaptuk, hogy feltételt hagytunk el az
egészErtékl problémabol, ezért x* (az ILP optimalis megolddsa) a relaxalt (LP) feladatban
is lehetséges megoldas. Tehat

z>clx* =2



Ennek egy kovetkezménye, hogy a relaxdlt LP feladatot sokkal kénnyebb megoldani, mint az
eredeti ILP-t.

Egy els6 otlet az ILP megoldds megtaldldsara a kerekités haszndlata lehet, ez azonban ritkdn
valik be:

— a kerekités nem biztos, hogy trividlis
pl. ha egy bindris feladatban az optimélis x*-ban sok 0.5 koriili érték van
— a kerekitett megoldds messze lehet az ILP optimumatdl

— a kerekitett megoldés lehet, hogy nem is lehetséges megoldas az ILP-ben

1.4. A szimplex algoritmus

A szimplex algoritmus LP feladatok megoldaséra szolgal. Ezekben a feladatokban képes opti-
malis megoldast szolgéltatni.

1. bevezetiink mesterséges vdltozokat, hogy az egyenl6tlenségi feltételeket egyenldséggé
alakitsuk

2. kifejezziik szotdr forméban a feladatot ugy, hogy kifejezziik az el6bb bevezetett mester-
séges valtozokat az egyenletekbdl

3. vegyiink az x = 0 kezdeti lehetséges megoldast a természetes (és egyuttal nem bazis) és
x = b-t a mesterséges (és egyuttal bazis-) valtozdkra

4. keressiink egy nembdzis valtozot, amit ha ndveliink, azzal noveljiik (maximalizalas ese-
tén) a célfiiggvény értékét — ez lesz a belépd valtozé. Ehhez keressiink egy bdzisban egy
kilépd valtozot: azt, amelyiknek a feltétele a legjobban korlatoz. Hajtsuk végre a helyet-
tesitést (ezt hivjuk pivotr 1épésnek is). Itt egyuttal ellendrizziik azt is, hogy korlatos-e a
feladat

5. ismételjiikk a 4. 1épést addig, amig van olyan valtoz6, aminek a bédzisba vdlasztiasiaval
novelni tudjuk a célfiiggvény értékét

1.4.1. Példa

Vizsgéljuk a kovetkezd LP feladatot:
z = maxbry + 4re + 313

feltéve, hogy 2x7 + 329+ 23 <5
4$1 + 29 + 21’3 S 11
31’1 + 4%2 + 2ZL‘3 S 8

T1,T2,T3 2 0.



Elokésziilet I: bevezetjik az x4, x5, x5 > 0 mesterséges (slack) vdltozokat azért, hogy az
egyenldtlenségekbdl egyenleteket gyartsunk :

z = max bry + 4xy + 3x3 + 0x4 + 0x5 + Oz6
feltéve, hogy 2x; 4+ 329 + 23+ 24 =5
4x1 4+ 29 + 223 + 25 = 11
31+ 4xy + 2253 + 16 = 8

L1, T2,X3, T4, L5, Lg Z 0.
El6késziilet I1: irjuk most fel a feladatot szotdr alakban :
max z uUh. xq,...,26 >0,

ahol a valtozokat az alabbi linedris egyenletrendszer kapcsolja 6ssze:

Ty =5—2x1 — 319 — 3

r5 =11 — 4oy — 19 — 213
Te =8 — 311 — 4day — 223
z =0+ 521 + 4x9 + 3x3.

0.1épés: az 1,19, 23 = 0, x4 = 5, x5 = 11, x5 = 8 egy kezdeti lehetséges megoldas.

— nem-bazis valtozok: x1, x4, x3

— bdzis valtozok: x4, x5, xg.

Figyeljiikk meg, hogy a bazis véltozok a nem-bazis véltozokkal vannak kifejezve:

Ty =5—2x; — 3Ty — X3

rs =11 —4xy — 19 — 223
T =8 — 311 — 4day — 223
z =0+ 521 + 429 + 3x3.

1. 1épés: Eszrevessziik, hogy amig az 1 valtozé értékét tudjuk ndvelni legalabb

5

értékig, minden x; nemnegativ marad, mig a z novekszik.

Allitsuk be z; = 5 /2 értéket, és helyettesitsiink be a szétarba. Kapjuk, hogy x5, x5, 24 = 0,
x5 = 1, xg = 1/2, valamint z = 25/2 és ez egy jobb lehetséges megoldas.



Az x valtoz6t az iteracid pivot elemének nevezziik.

T4 =5—2r; — 319 — T3

rs =11 —4x1 — 19 — 223
T =8 — 3x; — 4xy — 223
z =0+ b5x1 + 4x9 + 3x3.

Fejezziikk most ki az 1, x5, ¢, 2 véltozokat az xo, x3, x4 Uij nem-bdzis vdltozokkal (azok egy-
elore O-ra vannak allitva), igy kapva az 1j szétarat.

Ehhez hasznéljuk a szétar 1. sordt, ahol tehdt az z; valtoz6t ki tudjuk fejezni az xs, x3, 24
valtozokkal :

T 25(5—31'2—1’3—1’4)

és helyettesitiik be jobb oldalba az x,-et a maradék egyenletekben.

Ekkor az 4j sz6tar alakja:

5 3 1 1

L1 = 9 51’2 - §$3 - 51134 &)

T5 =14 dx9 + 214 (6)
1 1 1 3

Te =5+ T2 — T3+ 574 (7)

2 2 2 2

25 7 1 5}
z = 7 — 5372 + 5&33 — 51’4. (8)

Természetesen még mindig a
max z S.t. 1,...,76 > 0,

feladatot oldjuk meg, ahol feltételként az (5)—(8) egyenleteket haszndljuk; ez az dj LP ekviva-
lens az eredetivel.

Ugyanakkor a sz6tarbdl kaphatunk egy jobb lehetséges megoldast is: ha a nem-bazis valtozok
értékét O-ra allitjuk.

5 3 1 1
Tl — = — =X — =3 — =4

2 2 2 2
x5 =14+ 5x9 + 224

1 1 1 3
I6:§+§$2—§l’3+§1’4
z—§—zaz —l—lx—ir
T TP lgm g



2.1épés: Ugyanezzel az Gtlettel folytatjuk: az x5 vagy 4 ért€kének novelése haszontalan lenne,
hiszen azzal csokkentenénk a célfiiggvény értékét.

Ezért, legyen x3 a pivot elem, amelyet novelhetiink az
1 = min(5, +o0,1),

értékik, amely egy javitott megolddshoz vezet: xo, x4, x4 = 0,27 = 2, 23 = 1, 25 = 1, valamint
z = 13 és az z9, x4, g nem-bazis valtozokhoz tartozo szoétar alakja most:

ZL’3:1+I2+3I4—2ZL’6
T, =2 — 2209 — 214 + x4
ZE5:1+5ZE2+2ZL‘4

z =13 — 3x3 — x4 — xg.
Itt be is fejezhetjiik az algoritmus futdsét, hiszen

— a szOtér utolsé sordban latjuk, hogy az x5, x4 or xg valtozok barmilyen szigorian pozitiv
értéke mellett a célfiiggvény ért€ke hatdrozottan kisebb lesz, mint 13.

— aszOtar tovéabbi soraibdl pedig latjuk, hogy ha az x5, x4 és x4 valtozok értékei rogzitettek,
akkor az x3, x1 és x5 értékei szintén rogzitettek lesznek.

— Ezért, az utolso sz6tar egy bizonyitékot ad az optimalitasra.

1.4.2. Szétar direkt meghatarozasa (linearis algebra)

Nézziik most meg, hogy a szétarat hogyan tudjuk kozvetleniil meghatarozni. Vegyiik az el6z6
példat:
T3 =14 29+ 324 — 224
T1 =2 — 2%y — 224 + Tg 9
s =14 5x9 + 224
z =13 — 329 — 14 — x,

Ezt az alakot tehat 2 1épés utan kaptuk. Megmutatjuk, hogy az eredeti LP feladatbdl is kozvet-
leniil megkaphatjuk ezt a felirast.

(LPI) maxb5x; + 42 + 323 + 04 + Oz5 4 Oxg
feltéve, hogy 2xy + 329 + 23+ 14 =5

4y + 29 + 223 + x5 = 11

31 + 49 + 203+ 16 = 8

X1,T2,T3,T4,Ts5,Tg Z 0



The constraints of (LPI) imply a functional dependence between the nonnegative decision va-
riables x;, expressed by the linear system

Ax = Db, (10)
ahol
23 1100 5
A=141 2 01 0|, b=|[11
34 2 001 8

The basic variables of dictionary (9) are x3, x1, z5. Writing

T T
Xp = [:Bg X [E5} , XN = [932 Ty 5176]
1 20 3 10
Ag =12 4 1], Ay =11 0 0
2 30 4 0 1

(10) can be written as
ABXB+ANXN = b.

Solving for the basic variables x5, we obtain

xp = A5 (b— Ayxxy). (11)

Likewise, the objective function can be written as
z = CEXB + C}\—[XN,
where
cs=[35 0", ey=1[4 0 0,
and substituting from (11), we find

z=cpAz'b+ (CL — chglAN) XN -

Dictionary (9) is now just the system of equations
Xp = A;b — A]_BlANXN, z = chj_Blb + (c]TV — CEAElAN) XpN.
1. Definicié. A dictionary of the LP problem (P) max,{c'x : Ax = b, x > 0} is a system of
equations
Xp = A;lb — AEIANXN,
z=cpAR'b+ (cy — cpAR'An) Xy,

equivalent to

Ax = Db,
z=c'x,
where up to column perturbation A = [Ap Ay ] and x = [x}, x§ |7 is a block decomposition

such that A g is nonsingular.

A dictionary is called feasible if AL'b > 0, so that x = (xp,%xy) = (A5'b,0) is a feasible
(but generally suboptimal) solution. (xp,Xy) is then called a basic feasible solution.

8



1.5. Dualitas

Példaként tekintsiik az elgbbi LP feladatot:

(P) max bxy + 4o + 323
feltéve, hogy 21 + 3xo + 23 < 5
41 + 219 + 2253 < 11
3x1 + 4xy + 223 < 8

T1,22,T3 Z 0.
Lattuk, hogy az optimdlis megoldas értéke 13.

Az egészértékli programozdsban amikor relaxalt LP feladattal foglalkozunk, akkor gyakran
nem optimdlis megoldast keresiink, hanem als6- és felsd korlatokat.

Vildgos, hogy alsé korlatként barmilyen lehetséges megoldast vehetiink. Pédaul x,,x, = 1,
x3 = 0 fizibilis, a célfliggvény értéke ekkor 9.

Hogyan kaphatunk fels6 korlatot ? Példakat mutatunk:

— Ha példdul az els6 korlatozé feltételt megszorozzuk 3-mal, kapjuk, hogy
61’1 + 91’2 + 35(]3 S 15,
és mivel x1, x9, x3 > 0, fels6 korldtot kapunk a célfiiggvényre:

z = 51‘1 +4I2 —|—3fl]3 S 61‘1 +9I2 +3I3 S 15,

— Hasonl6képpen, ha az els6 két korlatozé feltétel 6sszegét vessziik, akkor is fels6 korlatot
kapunk:
z = 51‘1 —|—4IL‘2 + 31’3 S 61‘1 —|—4ZL‘2 + 3ZL‘3 S 16.

More generally, such bounds can be obtained from any sum of positive multiples of the const-
raints for which the resulting coefficients are no smaller than the corresponding coefficients of
the objective function:

2 31
[5 4 3]§[y1 Y2 y3:| 4 L 2 ) 9179279320
3 4 2
5
=z2<[yn o y 11
8



A legjobb felsd korlétot az alabbi LP feladat megolddsaval kapjuk:

(D) mindy; + 11ys + 8ys
y

s.t. 2y; + 4ys + 3ys > 5,
3y1 + y2 + 4ys > 4,
Y1+ 2y2 + 2y3 > 3,
Y1,Y2,ys = 0.

Ezt az alakot az eredeti feladat dudlisdnak nevezzik. Innen jonnek a primal és dudl feladat
elnevezések.

Dualitas : Altalanos alak

Vegyiink egy LP feladatot a kovetkez6 formaban:

max c/'x+4+d’s =z
feltéve, hogy Ax+ Cs < a
Bx+Ds=Db
x>0
s tetszbleges

Ennek a feladatnak a duélisa:
min a’y + b’t
feltéve, hogy ATy + BTt >c
Cly + DTt =d
y=>0

t tetszbleges

A dudlis duélisa a primal feladat.

2. Tétel (Gyenge dualitas). Ha x egy lehetséges megoldds a primdl feladatban és 'y egy lehet-
séges megoldds a dudlisban, akkor
c'x <y'b

3. Tétel (Er6s dualitas). Ha x* a primdl feladat optimdlis megolddsa és y* a dudlis feladat

optimdlis megolddsa, akkor
CTX* — y*Tb

Ezek egyik kovetkezménye, hogy ha barmelyik feladat nem korldtos, a mésiknak nincs lehet-
séges megoldasa.
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1.6. Redukalt koltség

Vagy reduced cost.

Roviden: ha adott egy szétar alak, akkor a z egyiitthatdit nevezziik redukalt koltségeknek.
Példaul a fenti feladatban a kezdeti szétdrban:

T4 =5—2r; — 319 — T3

r5 =11 —4x1 — 19 — 223
T =8 — 3x] — 4xy — 223
z =0+ b5x1 + 4x9 + 3x3.

az x; redukalt koltsége 5, az x5 redukalt koltsége 4, mig az x5 redukalt koltsége 3.

Az eddigiek alapjan kijelenthetjiik, hogy ha minden redukdlt koltség nem-pozitiv, akkor az
optimélis megoldasban vagyunk, a szimplex algoritmus megallhat.

1.7. Poliéderek és politopok

1. Definici6 (Poliéder). Egy poliéder egy P C R™ halmaz, amit véges sok affin féltér metszete-
ként irhatunk le :

P:{XER":Z(I@%sz‘;(izlw--ym)} (12)

j=1
2. Definicié (Politop). Egy politp egy P’ C R™ halmaz, amit véges sok pont dltal meghatdro-
zott konvex testként irhatunk le :

p p
P’ = conv {xk ke [l,p]} = {Z/\kxk : Z)\k =1\ > O,Vk:}
k=1 k=1

valamely x', ... xP € R"-re.

1. dbra. Példa 3 dimenzids politopra

3. Definicié (Extremadlis pont). Legyen C' € R"™ egy konvex halmaz. Egy x € C' pont egy
extremdlis pontja C-nek, ha x nem dll eld két, x-t6l eltérd pont konvex kombindciojaként :

Axy,x9 € C\{x}: A€ (0,1) dgy, hogy x = Ax1 + (1 — A\)x2

4. Tétel (Minkowski tétele). Ha P € R"™ egy poliéder és korldtos, akkor P egy politop, azaz
P-nek van egy X véges extremdlis ponthalmaza és P = conv(X).
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2. abra. Illusztraci6 az extremdlis pont fogalmédhoz

1.8. Branch and Bound

A Branch and Bound egy programozasi feladatmegolddsi mddszer, amit ILP-k megoldasara is
hasznélhatunk. A 1ényege:
1. oldjuk meg a relaxélt LP feladatot

2. ha valamelyik x; = a valtozé nem egész, készitsiink két elagazast (két ij problémat tgy,
hogy hozzavessziik az alabbi feltételek egyikét):

a) x; > [al
b) z; < |a]

3. valasszunk egy részproblémat, oldjuk meg és ha még mindig nem egész, dgazzunk el —
vagy ha nem korlétos, zarjuk le az dgat

4. ha minden 4gat lezartunk, vélasszuk a legjobb egészértékli megoldast
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